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ABSTRACT

REPARAMETERIZATION OF NON FULL RANK MODELS IN LATIN
SQUARE DESIGN

By

Hani Arisia Putri

The Latin Square Design (LSD) is one of the experimental designs used to
simultaneously control two sources of variation, namely row effects and column
effects, so that the efficiency of treatment estimation can be improved. However, the
model structure in LSD creates linear dependence among parameters, causing the
design matrix to be non-full rank. This condition results in the model parameters
being unable to be uniquely estimated using the Least Squares method. To overcome
this problem, a theoretical approach was applied by transforming the original model
parameters into linearly independent parameters, thereby producing a new full-rank
design matrix. Furthermore, the parameters were estimated using the least squares
method and evaluated through simulations under various error variance values. The
results showed that the estimable functions of the initial model could be expressed
in terms of the new parameters obtained from reparameterization. The simulation
results indicated that the average estimates were close to the true parameter values,
with relatively small bias approaching zero under several error variance conditions.
This demonstrates that the Least Square estimators in the reparameterized model are
unbiased. Therefore, reparameterization is an effective approach for overcoming the
non-full rank problem in the Latin Square Design model.

Keywords: Latin Square Design, Non Full Rank, Reparameterization, Estimable
Function, Least Square.



ABSTRAK

REPARAMETERISASI MODEL NON FULL RANK PADA RANCANGAN
BUJUR SANGKAR LATIN (LATIN SQUARE)

Oleh

Hani Arisia Putri

Rancangan Bujur Sangkar Latin (RBSL) merupakan salah satu desain percobaan
yang digunakan untuk mengendalikan dua sumber keragaman secara simultan,
yaitu faktor baris dan faktor kolom, sehingga efisiensi pendugaan perlakuan dapat
meningkat. Namun, struktur model pada RBSL menimbulkan ketergantungan
linear antar parameter yang menyebabkan matriks desain bersifat non full rank.
Kondisi tersebut mengakibatkan parameter model tidak dapat diestimasi secara unik
menggunakan metode least square. Untuk mengatasi masalah tersebut, diterapkan
metode penelitian yang dilakukan melalui kajian teoritis dengan membentuk
parameter model menjadi parameter yang bebas linear sehingga diperoleh matriks
desain baru full rank. Selanjutnya, parameter diduga mengguanakan metode kuadrat
terkecil dan dievaluasi melalui simulasi pada berbagai nilai varians galat. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa fungsi estimable model awal dapat dinyatakan dalam
parameter baru hasil reparameterisasi. Simulasi menunjukkan rata-rata penduga
parameter sebenarnya dengan nilai bias relatif kecil mendekati nol pada beberapa
kondisi varians galat. Hal ini menunjukkan bahwa penduga Least Square pada model
hasil reparameterisasi bersifat tak bias. Dengan demikian, reparameterisasi efektif
digunakan untuk mengatasi masalah non full rank pada model RBSL.

Kata-kata kunci: Rancangan Bujur Sangkar Latin, Non Full Rank,
Reparameterisasi, Fungsi Estimable, Least Square.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dalam penelitian eksperimen, desain percobaan yang baik merupakan kunci untuk
memperoleh hasil yang valid dan akurat. Salah satu desain yang banyak digunakan
dalam eksperimen ilmiah adalah Rancangan Bujur Sangkar Latin (RBSL) atau
istilah lainnya Latin Square Design (LSD). Latin Square adalah susunan r huruf
latin (A,B,C, dst) dalam kotak r × r sehingga tidak ada huruf yang muncul lebih
dari satu kali dalam baris atau kolom. Dalam penelitian eksperimen, desain seperti
LSD digunakan untuk mengendalikan dua sumber variabilitas gangguan secara
bersamaan (simultan), yakni satu faktor baris dan satu faktor kolom, sehingga
variabilitas residual dapat dikurangi dan efisiensi estimasi perlakuan meningkat
(Moolman, 2020).

Namun, struktur Latin Square menyebabkan adanya hubungan linear antar parameter
model, sehingga menghasilkan matriks desain X yang non full rank. Dalam kondisi
ini, penduga parameter dengan metode Ordinary Least Squares (OLS) tidak dapat
diperoleh secara unik karena vektor parameter β menjadi tidak estimable dan tidak
testable (Saleem & Jaber, 2022).

Metode reparameterisasi sering digunakan untuk model non full rank dalam
mendefinisikan ulang dengan menggabungkan beberapa parameter menjadi satu
sehingga matriks desain baru memiliki model full rank, maka dengan metode ini
persamaan normal dapat diselesaikan secara unik dengan model full rank yang
dapat mengestimasi parameter baru (Myers & Milton, 1991). Setelah dilakukan
reparameterisasi, digunakan pendekatan umum untuk memperoleh penduga BLUE
(Best Linear Unbiased Estimator) berdasarkan prinsip teorema Gauss-Markov yang
menghasilkan estimasi tak bias dan memiliki varians minimum di antara semua
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penduga linear tak bias (Rencher & Schaalje, 2008).

Merujuk pada penelitian sebelumnya Moolman (2020), menggunakan pendekatan
reparameterisasi untuk membentuk parameter-parameter baru yang dapat
diidentifikasi pada model statistika yang bersifat over-parameterized dan non full
rank akibat adanya pembatasan sum-to-zero pada setiap faktor. Selanjutnya Saleem
& Jaber (2022), menyatakan bahwa ketika matriks XTX tidak memiliki rank
penuh, maka parameter tidak dapat diestimasi secara langsung dan solusi harus
diperoleh melalui reparameterisasi atau generalized inverse. Sementara itu Fan, et al.
(2022), menyatakan bahwa pada model linear yang non full rank, parameter tidak
dapat diestimasi secara langsung seperti pada model full rank, sehingga digunakan
pendekatan melalui estimasi fungsi yang estimable dengan solusi persamaan normal
berbasis conditional inverse, yang menghasilkan penduga Best Linear Unbiased
Estimator (BLUE) yang bersifat unik untuk fungsi estimable. Szczepańska-Álvarez
(2023), juga menjelaskan bahwa pada model linear dengan matriks desain yang non
full rank, estimator parameter tidak bersifat unik sehingga analisis difokuskan pada
fungsi estimable, yaitu fungsi yang memiliki estimator linear tak bias dan memenuhi
syarat berada dalam ruang kolom matriks desain, sehingga menjamin estimator yang
unik.

Berdasarkan penelitian sebelumnya, desain eksperimen Rancangan Bujur Sangkar
Latin (RBSL) memiliki keterbatasan dalam susunan model yang menyebabkan
adanya ketergantungan linear antar parameter, sehinggga matriks desain bersifat
singular atau non full rank. Kondisi ini mengakibatkan parameter model tidak dapat
diestimasi secara unik, maka diperlukan pendekatan khusus seperti pembatasan
sum to zero, penggunaan generalized invers atau penerapan reparamaterisasi. Oleh
karena itu, penelitian ini menerapkan reparameterisasi pada model Rancangan
Bujur Sangkar Latin yang bersifat singular atau non full rank agar model dapat
diidentifikasi serta parameter yang dihasilkan bersifat estimable, tak bias serta
memiliki interpretasi yang jelas.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan yang ingin dicapai pada penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Menentukan fungsi estimable pada model non full rank pada Latin Square Design.
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2. Memperoleh penduga tak bias pada model non full rank hasil reparameterisasi
dengan metode Least Square.

3. Menerapkan estimator pada fungsi estimable hasil reparameterisasi untuk
mengevaluasi sifat ketakbiasan serta variasi penduga.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang ingin dicapai pada penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Meningkatkan pemahaman mengenai penanganan model non full rank melalui
pendekatan reparameterisasi pada Latin Square Design sebagai solusi untuk
memperoleh parameter yang estimable.

2. Memperoleh bentuk pendugaan parameter untuk model non full rank yang telah
direparameterisasi sehingga menghasilkan penduga tak bias.

3. Menjadi dasar dan landasan teoritis bagi penelitian lanjutan terkait matriks desain
non full rank serta penerapan metode pendugaan parameter lainnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Matriks

Konsep matriks merupakan bagian penting dalam aljabar linear karena digunakan
dalam penyelesaian sistem persamaan linear, transformasi linear, dan berbagai
aplikasi matematika (Anton & Rorres, 2010). Oleh karena itu, berikut konsep dasar
matriks yang menjadi landasan dalam penelitian.

2.1.1 Matriks

Suatu matriks A berukuran n× p adalah tatanan angka-angka atau elemen dengan
n banyaknya baris dan p banyaknya kolom. Matriks A memiliki elemen yang
dinotasikan dengan:

A = [aij]

dengan i menyatakan banyak baris dan j menyatakan banyak kolom (Usman &
Warsono, 2009).

Contoh:

Matriks A berukuran 4× 4 yaitu

A =


2 −1 7 5

−3 6 2 7

1 −2 1 4

4 5 6 2

 ,

matriks B berukuran 1× 4 yaitu

B =
[
4 2 −1 5

]
,
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matriks C berukuran 3× 2 yaitu

C =

 1 2

3 0

−1 4

 ,

matriks D berukuran 2× 1 yaitu

D =

[
5

−1

]

dan matriks E berukuran 1× 1 yaitu

E = [2].

2.1.2 Transpos Matriks

Jika suatu matriks A berukuran n× p, maka transpos A dilambangkan dengan AT

berukuran p× n yang diperoleh melalui penukaran baris dengan kolom matriks A
(Myers & Milton, 1991).

Contoh:

Jika matriks A berukuran 4× 3 yaitu A =


2 −1 7

−3 6 2

1 −2 1

4 5 6

 maka transpos matriks A

dilambangkan dengan AT berukuran 3× 4 yaitu AT =

 2 −3 1 4

−1 6 −2 5

7 2 1 6

 .

2.1.3 Determinan

Determinan dari suatu matriks A berordo n× n adalah jumlah dari semua hasil kali
elemen A yang dinotasikan dengan det(A) atau |A| (Anton & Rorres, 2010). Secara
umum, determinan dapat diperoleh dengan beberapa metode berikut.
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1. Aturan Sarrus

Determinan dapat dihitung dengan metode Sarrus, yaitu dengan menyalin dua
kolom pertama di sebelah kanan matriks, kemudian menjumlahkan hasil kali
elemen-elemen yang membentuk diagonal searah ke kanan dan mengurangkannya
dengan jumlah hasil kali elemen-elemen yang membentuk diagonal searah ke kiri
(Anton & Rorres, 2010).

Contoh:

Diberikan matriks A =

 1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

 , maka determinan matriks A dihitung

sebagai berikut

det(A) = (1× 5× 9) + (2× 6× 7) + (3× (−4)× (−8))

− [(3× 5× 7) + (1× 6× (−8)) + (2× (−4)× 9)]

= 45 + 84 + 96− (105− 48− 72)

= 225− (−15)

= 240.

2. Ekspansi Kofaktor

Determinan suatu matriks A dapat dihitung dengan mengalikan setiap elemen pada
baris pertama matriks dengan kofaktor yang bersesuaian, kemudian menjumlahkan
seluruh hasil perkalian tersebut. Metode perhitungan ini dikenal sebagai ekspansi
kofaktor (cofactor expansion) sepanjang baris pertama matriks A (Anton & Rorres,
2010).

Ekspansi terhadap baris:

det(A) =

n∑
j=1

aijCij

dan ekspansi terhadap kolom:

det(A) =

n∑
i=1

aijCij
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dengan:

aij : elemen baris ke-i, kolom ke-j

Cij : kofaktor, yang didefinisikan sebagai Cij = (−1)i+jMij

Mij : determinan submatriks yang diperoleh dengan menghapus baris ke-i

dan kolom ke-j.

Contoh:

Diberikan matriks A berukuran 3× 3 yaitu

A =

2 1 3

0 4 5

1 2 1


maka determinan matriks A menggunakan metode ekspansi kofaktor adalah:

1). Pilih ekspansi sepanjang baris pertama

det(A) = 2C11 + 1C12 + 3C13

2). Hitung kofaktor sepanjang baris pertama

C11 = (−1)1+1M11 = (−1)1+1

∣∣∣∣∣4 5

2 1

∣∣∣∣∣ = (4)(1)− (5)(2) = −6

C12 = (−1)1+2M12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣0 5

1 1

∣∣∣∣∣ = (0)(1)− (5)(1) = 5

C13 = (−1)1+3M13 = (−1)1+3

∣∣∣∣∣0 4

1 2

∣∣∣∣∣ = (0)(2)− (4)(1) = −4.

Jadi,
det(A) = 2(−6) + 1(5) + 3(−4) = −19

2.1.4 Invers

Jika A adalah matriks berukuran n× n, dan jika terdapat matriks B yang ukurannya
sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A disebut dapat dibalik
(invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A (Anton & Rorres, 2010).
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Contoh:

Matriks B =

[
3 5

1 2

]
adalah invers dari A =

[
2 −5

−1 3

]
karena

AB =

[
2 −5

−1 3

][
3 5

1 2

]
=

[
1 0

0 1

]
= I

dan

BA =

[
3 5

1 2

][
2 −5

−1 3

]
=

[
1 0

0 1

]
= I.

Definisi matriks singular

Jika A adalah matriks berukuran n × n yang tidak memiliki invers, atau tidak
terdapat matriks B yang memenuhi AB = BA = I, maka A dinyatakan sebagai
matriks singular (Anton & Rorres, 2010).

Contoh:

Matriks A =

1 7 0

2 6 0

3 5 0

 adalah singular, karena det(A) = 0 atau |A| = 0 yang

diperoleh sebagai berikut

det(A) = (1× 6× 0 + 7× 0× 3 + 0× 2× 5)

− (0× 6× 3 + 1× 0× 5 + 7× 2× 0)

= 0.

Diberikan B =

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 sebagai matriks sebarang berukuran 3× 3. Kolom

ketiga dari BA adalah

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


00
0

 =

00
0

 karena menghasilkan vektor

nol, maka BA ̸= I =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . Oleh karena itu, tidak terdapat matriks B yang

memenuhi AB = BA = I. Maka matriks A dapat dinyatakan sebagai matriks
singular.
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Teorema 2.1.4.1

Jika B dan C kedua-duanya adalah invers dari matriks A, maka B = C.

Bukti:

Karena B adalah invers dari A, maka BA = I. Dengan mengalikan kedua ruas di
sisi kanannya dengan C diperoleh (BA)C = IC = C serta (BA)C = B(AC) =

BI = B,sehingga diperoleh C = B.

Teorema 2.1.4.2

Jika A dan B adalah matriks-matriks yang dapat dibalik dengan ukuran yang sama,
maka AB dapat dibalik dan (AB)−1 = B−1A−1.

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa

(AB)(B−1A−1) = (B−1A−1)(AB) = I,

dengan membuktikan bahwa matriks AB invertibel dan inversnya adalah

(AB)−1 = B−1A−1

dibuktikan bahwa
(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1

karena BB−1 = I, maka diperoleh

A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I

dengan cara serupa dapat ditunjukkan bahwa

(B−1A−1)(AB) = I

karena hasil perkalian di kedua sisi menghasilkan matriks identitas, maka dapat
disimpulkan bahwa AB memiliki invers, yaitu

(AB)−1 = B−1A−1.
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Contoh:

Diberikan matriks A =

[
1 2

1 3

]
, B =

[
3 2

2 2

]
dan AB =

[
7 6

9 8

]
dengan invers

matriks A−1 =

[
3 −2

−1 1

]
, B−1 =

[
1 −1

−1 3
2

]
dan

(AB)−1 =

[
4 −3

−9
2

7
2

]
.

Diperoleh B−1A−1 =

[
1 −1

−1 3
2

][
3 −2

−1 1

]
=

[
4 −3

−9
2

7
2

]
.

Maka terbukti bahwa
(AB)−1 = B−1A−1.

Untuk menentukan invers suatu matriks, terdapat beberapa metode yang dapat
digunakan sebagai berikut.

1. Invers matriks dengan menggunakan adjoinnya

Diberikan matriks A =

3 2 −1

1 6 3

2 −4 0


dengan

A−1 =
1

det(A)
adj(A)

sedemikian rupa sehingga

det(A) = (3× 6× 0 + 2× 3× 2 + (−1)× 1× (−4))

− ((−1)× 6× 2 + 3× 3× (−4) + 2× 1× 0)

= 64

A−1 =
1

64

 12 4 12

6 2 −10

−16 16 16

 =


12
64

4
64

12
64

6
64

2
64

−10
64

−16
64

16
64

16
64



maka diperoleh A−1 =


3
16

1
16

3
16

3
32

1
32

− 5
32

−1
4

1
4

1
4

 .
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2. Invers matriks dengan metode operasi baris

Ditentukan matriks A =

1 2 3

2 5 3

1 0 8


 1 2 3 1 0 0

2 5 3 0 1 0

1 0 8 0 0 1

 B2 = B2 − 2B1

 1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

1 0 8 0 0 1

 B3 = B3 −B1

 1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 −2 5 −1 0 1

 B3 = B3 + 2B2

 1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 −1 −5 2 1

 B3 = −B3

 1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 1 5 −2 −1

 B1 = B1 − 3B3

 1 2 0 −14 6 3

0 1 −3 −2 1 0

0 0 1 5 −2 −1

 B2 = B2 + 3B3

 1 2 0 −14 6 3

0 1 0 13 −5 −3

0 0 1 5 −2 −1

 B1 = −2B2 +B1

 1 0 0 −40 16 9

0 1 0 13 −5 −3

0 0 1 5 −2 −1



maka diperoleh A−1 =

−40 16 9

13 −5 −3

5 −2 −1

 .
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2.1.5 Ruang Baris, Ruang Kolom dan Ruang Nul

Suatu matriks A berukuran n× p

A =


a11 a12 · · · a1p

a21 a22 · · · a2p
...

... . . . ...
an1 an2 · · · anp


vektor-vektor

r1 =
[
a11 a12 · · · a1p

]
r2 =

[
a21 a22 · · · a2p

]
...

rn =
[
an1 an2 · · · anp

]
pada Rp yang dibentuk dari baris-baris A disebut vektor baris (row vector) dari A
dan vektor-vektor

c1 =


a11

a21
...

an1

 , c2 =


a12

a22
...

an2

 , · · · , cn =


a1p

a2p
...

anp


pada Rn yang dibentuk dari kolom-kolom A disebut sebagai vektor kolom (column
vector) dari A (Anton & Rorres, 2010).

Definisi Ruang Baris

Jika A adalah suatu matriks n × p, maka subruang dari Rp yang direntang oleh
vektor-vektor baris dari A disebut ruang baris dari A (Anton & Rorres, 2010).

Contoh:

Diberikan suatu matriks A =


1 2 3 1

2 4 6 2

1 1 1 0

3 5 7 2

 . Dilakukan operasi baris elementer

pada matriks A ke dalam bentuk eselon baris sehingga diperoleh
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R =


1 0 −1 −1

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

Berdasarkan bentuk eselon baris tersebut, baris-baris tak nol membentuk basis bagi
ruang baris matriks A. Dengan demikian

Row(A) = span
{[

1 0 −1 −1
]
,
[
0 1 2 1

]}
dan dimensi ruang baris dari matriks A adalah 2.

Definisi Ruang Kolom

Jika A adalah suatu matriks n × p, maka subruang dari Rn yang direntang oleh
vektor-vektor kolom dari A disebut ruang kolom dari A (Anton & Rorres, 2010).

Contoh:

Diberikan suatu matriks

A =


1 2 3 1

2 4 6 2

1 1 1 0

3 5 7 2


dilakukan operasi baris elementer pada matriks A ke dalam bentuk eselon baris
sehingga diperoleh sebagai berikut

R =


1 0 −1 −1

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

Selanjutnya, untuk menentukan ruang kolom matriks A, digunakan informasi posisi
pivot pada bentuk eselon baris R. Terlihat bahwa pivot berada pada kolom pertama
dan kedua. Oleh karena itu, ruang kolom matriks A dibentuk oleh kolom pertama
dan kedua dari matriks asli A, yaitu
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Col(A) = span



1

2

1

3

 ,


2

4

1

5


 .

Dengan demikian, diperoleh bahwa dimensi ruang kolom matriks A adalah 2.
Kesamaan dimensi ruang baris dan ruang kolom menunjukkan bahwa rank matriks
A bernilai 2, sehingga terdapat dua baris bebas linear dan dua kolom bebas linear.

Definisi Ruang Nul

Jika A adalah suatu matriks n×p, maka ruang solusi dari sistem persamaan homogen
Ax = 0, yang merupakan subruang dari Rp disebut ruang nul (null space) dari A
(Anton & Rorres, 2010).

Contoh:

Diberikan suatu matriks

A =


1 2 3 1

2 4 6 2

1 1 1 0

3 5 7 2


dengan

X =


x1

x2

x3

x4


yang memenuhi Ax = 0, sehingga diperoleh

1 2 3 1

2 4 6 2

1 1 1 0

3 5 7 2



x1

x2

x3

x4

 =


0

0

0

0


menghasilkan persamaan

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0 ...(1)

2x1 + 4x2 + 6x3 + 2x4 = 0 ...(2)

x1 + x2 + x3 = 0 ...(3)

3x1 + 5x2 + 7x3 + 2x4 = 0 ...(4)
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Dari persamaan (3), diperoleh x1 = −x2 − x3. Nilai x1 disubstitusikan ke
masing-masing persamaan

(−x2 − x3) + 2x2 + 3x3 + x4 = 0

x2 + 2x3 + x4 = 0

x2 = −2x3 − x4

dan
x1 = −x2 − x3

x1 = −(−2x3 − x4)− x3

x1 = x3 + x4.

Solusi umum dari sistem tersebut adalah x3 = s dan x4 = t maka diperoleh

x1 = s+ t

x2 = −2s− t

atau secara equivalen

x =


x1

x2

x3

x4

 =


s+ t

−2s− t

s

t

 = s


1

−2

1

0

+ t


1

−1

0

1


dengan demikian, ruang nul matriks A adalah

Null(A) = span




1

−2

1

0

 ,


1

−1

0

1


 .

2.1.6 Rank Matriks

Menurut Usman & Warsono (2009), jika A adalah n× p matriks (p ≤ n), dengan
a1, a2, . . . , ap menyatakan p dari n × 1 vektor kolom dari A. Maka dikatakan p

vektor a1, a2, . . . , ap adalah linear dependen jika terdapat p elemen x1, x2, . . . , xp
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elemen bilangan real, sedemikian rupa sehingga

a1x1 + a2x2 + · · ·+ apxp = 0,

yang berakibat x1 = x2 = . . . = xp = 0. Sebaliknya dikatakan bebas linear. Jika
terdapat tepat r ≤ p himpunan vektor a1, a2, . . . , ap yang bebas linear, sementara
sisanya dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari r vektor yang bebas linear,
maka dikatakan peringkat matriks A adalah r atau dilambangkan dengan rank(A) =

r.

Contoh:

Diberikan matriks A =

−1 1

3 1

2 −1

 dengan vektor-vektor kolom penyusun matriks

A adalah a1 =

−1

3

2

 dan a2 =

 1

1

−1

 . Untuk menentukan vektor-vektor

kolom tersebut linear dependen atau linear independen, dibentuk kombinasi linear
homogen sebagai berikut:

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn = 0

−1

3

2

x1 +

 1

1

−1

x2 =

00
0


−1 1

3 1

2 −1

[
x1

x2

]
=

00
0

 .

Untuk memperoleh solusi sistem persamaan linear digunakan operasi baris elementer
sebagai berikut: −1 1

3 1

2 −1

 B1 = −B1

 1 −1

3 1

2 −1

 B2 = −3B1 +B2
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 1 −1

0 4

2 −1

 B3 = −2B1 +B3

 1 −1

0 4

0 1

 B2 ↔ B3

 1 −1

0 1

0 4

 B1 = B2 +B1

 1 0

0 1

0 4

 B3 = −4B2 +B3

1 0

0 1

0 0

 yang merupakan matriks eselon baris tereduksi.

Dengan demikian, sistem persamaan homogen yang diperoleh dapat ditulis sebagai1 0

0 1

0 0

[
x1

x2

]
=

00
0


atau [

x1

x2

]
=

[
0

0

]
.

Karena x1 = x2 = 0, maka vektor a1 dan a2 dikatakan linear independen. Oleh
karena itu, vektor kolom matriks A saling bebas linear sehingga diperoleh jumlah
kolom pivot adalah dua dengan rank(A) = 2.

Teorema 2.1.6.1

Jika A adalah suatu matriks sebarang, maka ruang baris dan ruang kolom A memiliki
dimensi yang sama.
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Bukti:

Matriks A adalah matriks berukuran n×p dengan ruang baris (row space) merupakan
subruang dari Rp dan ruang kolom (column space) merupakan subruang dari Rn,
sehingga secara struktural keduanya berada pada ruang yang berbeda. Dilakukan
reduksi baris elementer terhadap A sehingga diperoleh bentuk eselon baris tereduksi
R. Operasi baris elementer tidak mengubah ruang baris dan jumlah baris tak nol
pada R sama dengan rank matriks. Misalkan terdapat r baris tak nol pada R, maka
diperoleh dim(Row(A)) = r.

Kolom-kolom pivot pada matriks asli A membentuk basis ruang kolom. Jumlah
kolom pivot juga sama dengan jumlah baris tak nol pada R, yaitu dim(Col(A)) = r.

Karena dim(Row(A)) = r dan dim(Col(A)) = r, maka diperoleh dim(Row(A))

= dim(Col(A)).

Teorema 2.1.6.2

Jika A adalah suatu matriks dengan n kolom, maka

rank(A) + nulitas(A) = n.

Bukti:

Karena A memiliki n kolom, maka sistem linear homogen Ax = 0 memiliki n
faktor yang tidak diketahui (variabel). Variabel-variabel tersebut terbagi dalam dua
kategori, yaitu variabel utama dan variabel bebas. Dengan demikian,[

banyaknya variabel utama
]
+
[
banyaknya variabel bebas

]
= n.

Banyaknya variabel utama sama dengan banyaknya 1 utama pada bentuk eselon
baris tereduksi dari A. Banyaknya 1 utama tersebut merupakan rank dari A. Oleh
karena itu,

rank(A) +
[
banyaknya variabel bebas

]
= n.

Banyaknya variabel bebas sama dengan nulitas dari A. Hal ini karena nulitas dari
A merupakan dimensi ruang solusi dari Ax = 0, yang sama dengan banyaknya
parameter pada solusi umum atau banyaknya variabel bebas. Dengan demikian
diperoleh rank(A) + nulitas(A) = n.
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Contoh:

Diberikan suatu matriks

A =


1 2 3 1

2 4 6 2

1 1 1 0

3 5 7 2

 .

Dilakukan operasi baris elementer pada matriks A ke dalam bentuk eselon baris
sehingga diperoleh sebagai berikut

R =


1 0 −1 −1

0 1 2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

Berdasarkan bentuk eselon baris tersebut, banyaknya baris tak nol yang bebas linear
adalah 2, sehingga diperoleh

rank(A) = 2.

Selanjutnya, untuk menentukan nulitas matriks A, diperhatikan bahwa terdapat dua
variabel bebas yaitu x3 dan x4. Oleh karena itu, diperoleh

nulitas(A) = 2.

Dengan demikian, dapat dibuktikan bahwa Teorema Rank–Nullity berlaku sebagai
berikut:

rank(A) + nulitas(A) = n = 2 + 2 = 4

hasil tersebut menunjukkan bahwa jumlah rank dan nulitas matriks A sama dengan
banyaknya kolom matriks, yaitu 4.

2.2 Model Linear Umum

Model linear merupakan model matematis yang menghubungkan variabel respon
dengan variabel penjelas melalui bentuk kombinasi linear parameter, yang secara
umum dituliskan sebagai

Y = Xβ + ε (2.1)
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dengan:

Y (n×1) : vektor peubah acak teramati

X(n×p) : matriks (n > p) dengan unsur-unsurnya adalah bilangan tertentu

yang diketahui

β(p×1) : vektor parameter yang tidak diketahui nilainya

ε(n×1) : vektor acak yang tidak teramati, dengan E(ε) = 0

dan Var(ε) = σ2I.

Model 2.1 dinamakan model linear umum. Model tersebut mempunyai pengertian
khusus tergantung pada:

1). distribusi dari ε

2). struktur kovarians matriks Σ dan

3). peringkat struktur dari matriks X, jika peringkat atau rank dari matriks X

sama dengan jumlah kolomnya, maka dinamakan peringkat penuh (full rank),
sedangkan jika peringkat matriksnya tidak penuh maka modelnya dinamakan
model tidak penuh (non full rank) (Usman & Warsono, 2009).

2.3 Model Linear Non-Full-Rank

Menurut Zimmermen (2020), suatu matriks X berukuran n×p dengan rank(X) = k

maka model linear dikatakan full rank jika k = p, sedangkan model linear dikatakan
non full rank jika k < p. Dalam pendekatan klasik, jumlah pengamatan n biasanya
lebih besar daripada jumlah parameter p. Namun, dalam perkembangan statistika
modern kondisi p > n dapat terjadi karena data berdimensi tinggi. Oleh karena itu,
diperlukan syarat n ≥ p sehingga model linear bersifat full rank. Model linear pada
Persamaan 2.1 dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut


Y1

Y2

...
Yn

 =


1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k

...
...

... . . . ...
1 xn1 xn2 · · · xnk




β0

β1

β2

...
βk

+


ε1

ε2
...
εn

 .

Pada model non full rank di atas, matriks desain X berukuran n× p memiliki rank
k < p dengan n ≥ p.
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2.4 Least Square Estimation

Suatu model Y = Xβ+ε dengan E(ε) = 0 dan V ar(ε) = σ2I dimana vektor acak

teramati Y =
[
Y1, Y2, . . . , Yn

]T
dikatakan memenuhi asumsi klasik model linear

umum full rank jika terdapat matriks X berukuran n× p sebagai berikut

X =

X11 · · · X1k

... . . . ...
Xn1 · · · Xnk



dengan rank k < n, vektor parameter β =
[
β1, β2, . . . , βn

]T
dan vektor acak tidak

teramati ε =
[
ε1, ε2, . . . , εn

]T
(Hallin, 2013). Metode kuadrat terkecil (least square)

digunakan untuk meminimumkan jumlah kuadrat residual yang diperoleh dengan
meminimumkan fungsi eTe = (y −Xb)T (y −Xb), sehingga menghasilkan nilai
eTe =

∑n
i=1 ε

2
i sekecil mungkin (Myers & Milton, 1991).

Teorema 2.4.1

Misalkan Y = Xβ + ε, dengan X adalah matriks berukuran n× (k + 1) dengan
full rank, β adalah vektor berukuran (k + 1) × 1 dengan parameter yang tidak
diketahui, dan ε adalah vektor acak berukuran n × 1 dengan mean 0 dan varians
σ2I. Estimator kuadrat terkecil untuk β dinotasikan dengan b dan diberikan oleh
b = (XTX)−1XTy.

Bukti:

Vektor residual e dapat ditulis sebagai e = y −Xb dan karenanya

eTe = (y −Xb)T (y −Xb). (2.2)

Menyederhanakan persamaan tersebut diperoleh

eTe = (yT − bTXT )(y −Xb)

= yTy − yTXb− bTXTy + bTXTXb.

Ketika (yTXb)T = bTXTy, sehingga

eTe = yTy − 2bTXTy + bT (XTX)b. (2.3)
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Untuk meminimumkan eTe sebagai fungsi b, ekspresi tersebut diturunkan terhadap
b, kemudian turunannya disamakan dengan nol. Persamaan yang dihasilkan disebut
persamaan normal. Dengan menggunakan aturan diferensiasi diperoleh

∂eTe

∂b
= −2XTy +

[
(XTX) + (XTX)T

]
b.

Karena XTX bersifat simetris, maka berlaku (XTX)T = XTX, sehingga diperoleh

∂eTe

∂b
= −2XTy + 2(XTX)b.

Dengan meminimumkan ∂eT e
∂b

= 0, maka diperoleh

−2XTy + 2(XTX)b = 0

atau
(XTX)b = XTy.

Karena XTX non singular, maka kedua ruas persamaan dikalikan dengan (XTX)−1

sehingga diperoleh
b = (XTX)−1XTy. (2.4)

Teorema 2.4.2

Diberikan Y = Xβ + ε dimana X adalah matriks full rank berukuran n× (k + 1),
β adalah vektor berukuran (k + 1)× 1 dengan parameter yang tidak diketahui, dan
ε adalah vektor acak berukuran n × 1 dengan mean 0 dan varians σ2I . Estimator
kuadrat terkecil b = (XTX)−1XTy merupakan estimator tak bias untuk β dan
memiliki Var(b) = σ2(XTX)−1.

Bukti:

i. Jika E(y) = Xβ, maka b merupakan penduga tak bias untuk β, yang
didefinisikan sebagai b = (XTX)−1XTy.
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Dengan demikian,
E(b) = E

[
(XTX)−1XTy

]
= (XTX)−1XTE(y)

= (XTX)−1XTXβ

= (XTX)−1(XTX)β

= Iβ

= β.

Maka, b merupakan estimator tak bias bagi β.

ii. Jika diasumsikan varians galat adalah σ2I, maka Var(b) adalah

Var(b) = Var
(
(XTX)−1XTy

)
= (XTX)−1XT Var(y)X(XTX)−1

= (XTX)−1XTσ2IX(XTX)−1

= σ2
[
(XTX)−1(XTX)

]
(XTX)−1

= σ2(XTX)−1.

Dalam model penuh, varians σ2 diduga secara tak bias oleh

s2 =
1

n− p
YT

[
I−X(XTX)−1XT

]
Y (2.5)

dengan
SSE = YT

[
I−X(XTX)−1XT

]
Y.

Teorema 2.4.3

Jika Y = Xβ + ε, dengan X adalah matriks berukuran n× p dengan rank k ≤ p,
E(ε) = 0 dan Var(ε) = σ2I, maka

s2 =
SSE
n− k

adalah penduga tak bias untuk σ2.
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Bukti:

E(s2) = E

(
SSE
n− k

)
=

1

n− k
E(SSE)

=
1

n− k
E
[
YT

(
I−X(XTX)−1XT

)
Y
]

=
1

n− k
E
[
YT (I−P)Y

]
.

Gunakan konsep nilai harapan bentuk kuadratik

E(YTAY) = tr(AV ) + µTAµ

dengan Var(Y) = V = σ2I dan E(Y) = µ = Xβ, maka diperoleh

E
(
YT (I − P )Y

)
= tr

(
(I − P )σ2

)
+XβT (I − P )Xβ

= σ2 tr
(
I −X(XTX)−1XT

)
+XβT(

I −X(XTX)−1XT
)
Xβ

= σ2(n− k) + (Xβ)T
(
I −X(XTX)−1XT

)
Xβ

= σ2(n− k) +
(
XTβT −XTβTX(XTX)−1XT

)
Xβ

= σ2(n− k) +XTβTXβ −XTβTX(XTX)−1XTXβ

= σ2(n− k)

maka diperoleh

E(s2) =
1

n− k
σ2(n− k)

= σ2.

Teorema 2.4.4

Teorema Gauss-Markov, misalkan Y = Xβ+ε, dimana X adalah matriks berukuran
n×(k+1) dengan full rank, β adalah vektor berukuran (k+1)×1 dengan parameter
yang tidak diketahui, dan ε adalah vektor acak berukuran n× 1 dengan mean 0 dan
varians σ2I . Estimator kuadrat terkecil b adalah estimator linear tak bias terbaik
(BLUE) untuk β.

Bukti:

Misalkan b∗ adalah estimator linear tak bias untuk β. Estimator ini dapat dinyatakan
dalam bentuk

b∗ =
[
(XTX)−1XT +B

]
y (2.6)
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dimana B adalah matriks bilangan riil berukuran (k + 1)× n. Dengan mengambil
nilai harapan diperoleh

E(b∗) =
[
(XTX)−1XT +B

]
E(y)

=
[
(XTX)−1XT +B

]
Xβ

= [I+BX]β.

Karena b∗ adalah estimator tak bias untuk β, maka E(b∗) = β. Akibatnya,
[I+BX]β = β. Hal ini mengakibatkan BX = 0. Berdasarkan aturan varians
diperoleh

Var(b∗) = Var
([
(XTX)−1XT +B

]
y
)

=
[
(XTX)−1XT +B

]
σ2I

[
(XTX)−1XT +B

]T
= σ2

[
(XTX)−1XT +B

] [
X(XTX)−1 +BT

]
= σ2

[
(XTX)−1XTX(XTX)−1(XTX)−1XTBT+

BX(XTX)−1 +BBT
]

Karena BX = 0, maka berlaku pula XTBT = 0. Dengan demikian,

Var(b∗) = σ2
[
(XTX)−1 +BBT

]
= σ2(XTX)−1 + σ2BBT

= Var(b) + σ2BBT .

Entri diagonal utama ke-i dari matriks BBT adalah

n∑
j=1

b2ij ≥ 0, i = 1, 2, 3, . . . , n.

Oleh karena itu, entri diagonal utama diminimumkan ketika B = 0. Dengan
demikian, b∗ = b. Jadi, estimator kuadrat terkecil b merupakan estimator linear tak
bias terbaik (BLUE) untuk β.

2.5 Fungsi Estimable

Menurut Khuri (2009), estimabilitas merupakan sifat penting pada matriks X non
full rank, karena pada kondisi tersebut persamaan least square tidak memberikan
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solusi yang unik untuk menduga vektor parameter β. Namun, fungsi linear tertentu
dari β, yaitu cTβ dengan cT merupakan kombinasi linear dari baris-baris matriks
X, masih dapat memiliki penduga yang unik. Fungsi linear tersebut disebut fungsi
estimable. Elemen-elemen dari β dapat diperoleh melalui berbagai solusi persamaan
normal. Karena vektor parameter β dalam model linear memiliki p elemen, maka
parameter tersebut tidak selalu dapat dihitung secara keseluruhan. Oleh karena itu,
hanya fungsi linear dari β dalam bentuk cTβ yang dapat dihitung. Namun, terdapat
kondisi tertentu dimana β dapat dihitung secara unik.

Definisi 2.5.1

Fungsi linear cTβ, dimana c adalah vektor konstan, disebut estimable jika terdapat
fungsi linear dari Y dalam bentuk aTY sedemikian sehingga E(aTY) = cTβ

(Khuri, 2009).

Teorema 2.5.1

Fungsi linear cTβ dapat dihitung jika dan hanya jika cT termasuk dalam ruang baris
dari X pada model Y = Xβ + ε, yaitu cT = aTX untuk suatu vektor a.

Bukti:

Jika cTβ dapat dihitung, maka berdasarkan Definisi 2.5.1 terdapat vektor a sehingga
E(aTY) = cTβ. Karena E(Y) = Xβ,maka E(aTY) = aTXβ. Sehingga untuk
setiap β harus dipenuhi

aTX = cT (2.7)

yang menunjukkan bahwa cT merupakan kombinasi linear dari baris-baris matriks
X, sehingga

cT ∈ R(X)

dengan cT termasuk dalam ruang baris matriks X. Sebaliknya, jika cT = aTX untuk
suatu vektor a, maka E(aTY) = aTXβ = cTβ. Oleh karena itu, cTβ merupakan
fungsi estimable, sehingga fungsi tersebut dapat dihitung.

2.6 Reparameterisasi

Menurut Rencher & Schaalje (2008), reparameterisasi digunakan untuk
mentransformasi model non full rank Y = Xβ + ε dengan X berukuran n × p

dan rank(X) = k < p ≤ n menjadi model full rank Y = Zγ + ε, dengan Z
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berukuran n × k dan rank(Z) = k, serta γ = Uβ merupakan himpunan dari k
fungsi estimable yang saling bebas linear dari β. Dengan demikian,

Zγ = Xβ (2.8)

dapat dituliskan sebagai
Zγ = ZUβ = Xβ

dengan X = ZU, dimana matriks U berukuran k × p dengan rank(U) = k < p

serta matriks UUT bersifat non singular. Persamaan ZU = X dapat dikalikan
dengan UT sehingga diperoleh

ZUUT = XUT

Z = XUT (UUT )−1 (2.9)

Untuk menunjukkan bahwa Z memiliki rank penuh (full rank), dapat dilihat bahwa
rank(Z) ≥ rank(ZU) = rank(X) = k. Namun, rank(Z) tidak dapat lebih besar
dari k karena matriks Z hanya memiliki k kolom. Dengan demikian, rank(Z) = k,

sehingga model Y = Zγ + ε merupakan model full rank. Maka persamaan normal
ZTZγ̂ = ZTy memiliki solusi unik yaitu

γ̂ = (ZTZ)−1ZTy. (2.10)

Dalam model full rank hasil reparameterisasi Y = Zγ + ε estimator tak bias untuk
σ2 diberikan oleh

S2 =
1

n− k
(y −Zγ̂)T (y −Zγ̂). (2.11)

Karena Zγ = Xβ maka estimator Zγ̂ dan Xβ̂ adalah sama, yaitu Zγ̂ = Xβ̂.

Dengan demikian diperoleh SSE yang sama, yaitu

(y −Xβ̂)T (y −Xβ̂) = (y −Zγ̂)T (y −Zγ̂). (2.12)

Himpunan Uβ = γ membentuk fungsi-fungsi estimable yang bebas linear. Dengan
demikian, fungsi aTβ yang estimable dapat dinyatakan sebagai fungsi dari parameter
baru γ (Rencher & Schaalje, 2008).
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2.7 Rancangan Bujur Sangkar Latin (Latin Square Design)

Menurut Montgomery (2013), Latin Square Design (LSD) digunakan untuk
menghilangkan dua sumber variabilitas gangguan, sehingga memungkinkan
dilakukan pemblokiran dalam dua arah secara sistematis. Dengan demikian, baris
dan kolom secara sistematis mewakili dua pembatasan pada randomisasi. Secara
umum, sebuah persegi Latin untuk r perlakuan, atau persegi Latin berukuran r × r,
merupakan suatu matriks yang terdiri atas r baris dan r kolom. Setiap dari r2 sel
yang terbentuk memuat satu dari r perlakuan, dan setiap perlakuan hanya muncul
satu kali pada setiap baris dan setiap kolom. Secara umum, model linear untuk
Rancangan Bujur Sangkar Latin (RBSL) dengan r perlakuan adalah

yijk = µ+ αi + τj + ρk + εijk,


i = 1, 2, 3, . . . , r

j = 1, 2, 3, . . . , r

k = 1, 2, 3, . . . , r

(2.13)

dimana:

yijk : pengamatan pada baris ke-i, kolom ke-j, dan perlakuan ke-k,
µ : nilai tengah umum,
αi : efek/pengaruh baris ke-i,
τj : efek/pengaruh kolom ke-j,
ρk : efek/pengaruh perlakuan ke-k,
εijk : ∼ N(0, σ2).

dengan kendala

r∑
i=1

αi = 0,

r∑
j=1

τj = 0,

r∑
k=1

ρk = 0.

Model tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk model linear Y = Xβ + ε dengan
β = [µ, α1, . . . , αr, τ1, . . . , τr, ρ1, . . . , ρr]

T dan matriks desain X pada Latin Square
berukuran r2× (1+3r). Struktur Latin Square menyebabkan adanya ketergantungan
linear di antara kolom-kolom yang merepresentasikan efek baris, kolom, dan
perlakuan, karena masing-masing perlakuan muncul tepat satu kali pada setiap
baris dan setiap kolom (Montgomery, 2013).
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2.8 Pengujian Hipotesis

Menurut Rencher & Schaalje (2008), suatu hipotesis H0 : β1 = β2 = · · · = βk

dikatakan dapat diuji (testable) jika terdapat suatu himpunan fungsi estimable yang
saling bebas linear, yaitu u sedemikian sehingga H0 benar apabila

uT
1 β = uT

2 β = · · · = uT
mβ = 0

serta H0 dapat dinyatakan dalam bentuk

H0 : Uβ = 0.

Statistik uji yang digunakan adalah statistik uji F , yaitu perbandingan antara jumlah
kuadrat hipotesis terhadap derajat bebasnya dengan jumlah kuadrat galat terhadap
derajat bebas galat, yang dituliskan sebagai berikut:

F =
SSH/m

SSE/(n− k)
=

(Uβ̂)T
[
U(XTX)−UT

]−1
Uβ̂/m

SSE/(n− k)
(2.14)

dengan SSH = (Uβ̂)T
[
U(XTX)−UT

]−1
Uβ̂ merupakan jumlah kuadrat

hipotesis. Karena matriks XTX tidak memiliki invers, maka digunakan generalized
inverse untuk pengujian fungsi estimable. Selanjutnya, SSE = Y TY −
β̂

T
XTY merupakan jumlah kuadrat galat, m adalah jumlah fungsi estimable yang

diuji, n adalah jumlah observasi, dan k adalah rank matriks desain. Statistik uji
tersebut mengikuti distribusi F dengan derajat bebas m dan n− k.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 yang
bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data pada penelitian ini merupakan data simulasi yang dibangkitkan menggunakan
program SAS. Data simulasi tersebut digunakan untuk mengevaluasi estimator
parameter baru pada model Rancangan Bujur Sangkar Latin (Latin Square) non full
rank dengan pendekatan reparameterisasi.

3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan menggunakan metode studi pustaka, yaitu melalui kajian
teoritis terhadap buku-buku referensi yang relevan dengan topik penelitian serta
karya ilmiah berupa jurnal. Selain itu, penelitian ini juga dilengkapi dengan simulasi
menggunakan dataset pada software SAS untuk memperdalam pemahaman terhadap
topik yang diteliti. Adapun langkah-langkah yang dilakukan untuk memperoleh
estimasi tak bias melalui reparameterisasi model non full rank pada Rancangan
Bujur Sangkar Latin (Latin Square Design) adalah sebagai berikut:

1. Menyusun model matematis Rancangan Bujur Sangkar Latin (Latin Square
Design) berukuran 4× 4, dimana setiap baris dan kolom memiliki 4 pengamatan
serta setiap perlakuan memiliki 4 kali ulangan yang muncul satu kali pada setiap
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baris dan kolom yang dinyatakan sebagai

yijk = µ+ αi + τj + ρk + εijk,


i = 1, 2, . . . , r

j = 1, 2, . . . , r

k = 1, 2, . . . , r

2. Membentuk struktur matriks desain X pada model linear Y = Xβ + ε dengan
β = (µ, α1, α2, α3, α4, τ1, τ2, τ3, τ4, ρ1, ρ2, ρ3, ρ4)

T yang disusun menggunakan
variabel indikator (dummy variable). Nilai 1 menunjukkan adanya efek baris,
kolom, atau perlakuan, sedangkan nilai 0 menunjukkan tidak adanya efek baris,
kolom, atau perlakuan pada Rancangan Bujur Sangkar Latin.

3. Mengidentifikasi sifat non full rank pada matriks desain X dan singularitas
matriks XTX.

4. Menentukan fungsi estimable dengan Operasi Baris Elementer (OBE) dan
membentuk himpunan fungsi estimable yang bebas linear.

5. Melakukan reparameterisasi model non full rank dengan parameter baru γ yang
terdiri dari fungsi-fungsi estimable.

6. Menyusun matriks desain baru hasil reparameterisasi yang memiliki peringkat
penuh (full rank).

7. Melakukan estimasi parameter hasil reparameterisasi menggunakan metode Least
Squares sehingga diperoleh nilai penduga γ̂ = (ZTZ)−1ZTy.

8. Melakukan pengujian hipotesis pengaruh perbedaan antar efek baris, efek kolom,
dan efek perlakuan terhadap respon.

9. Melakukan simulasi dengan parameter baru γ berdasarkan data studi kasus
yang dibangkitkan menggunakan software SAS dengan langkah-langkah sebagai
berikut:

1. Menyusun struktur data Rancangan Bujur Sangkar Latin (RBSL).

2. Membangkitkan data menggunakan SAS.

3. Membentuk matriks desain X (non full rank).

4. Menentukan fungsi estimable dengan OBE.

5. Menyusun matriks reparameterisasi U .
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6. Membentuk matriks desain baru Z (full rank).

7. Membentuk model baru y = Zγ + ε

8. Mengestimasi parameter γ dengan metode least square.

9. Melakukan simulasi berulang sebanyak 1000 kali dengan varians

σ = 0.1, 0.5, 1, 2.

10. Mengevaluasi sifat penduga.
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Berikut Flowchart metode penelitian

Gambar 3.1 Diagram alir metode penelitian



BAB V

KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian Reparameterisasi Model Non Full Rank pada
Rancangan Bujur Sangkar Latin (Latin Square) yang telah dilakukan, dapat
disimpulkan bahwa:

1. Fungsi-fungsi estimable untuk reparameterisasi pada model Non Full Rank yang
diperoleh sebagai berikut

γ =



µ+ α4 + τ4 + ρ4

α1 − α4

α2 − α4

α3 − α4

τ1 − τ4

τ2 − τ4

τ3 − τ4

ρ1 − ρ4

ρ2 − ρ4

ρ3 − ρ4


2. Pendugaan parameter γ pada model hasil reparameterisasi diberikan oleh

γ̂ = (ZTZ)−1ZTy

3. Hasil simulasi menunjukkan bahwa rata-rata penduga parameter serta nilai bias
yang dihasilkan pada berbagai kondisi nilai varians galat (σ) relatif kecil dan
mendekati nol. Maka dapat disimpulkan bahwa penduga Least Square terhadap
parameter hasil reparameterisasi bersifat tak bias, karena tidak menunjukkan
kecenderungan overestimate maupun underestimate secara sistematis.
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