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ABSTRACT

JACKSON OPEN QUEUING NETWORK APPROACH FOR ANALYSIS OF
MULTINODE QUEUING SYSTEMS

By

Dwi Rosmaidah

A multi-node service system can be modeled as a queuing network because
customers can move between service centers within the system. This study aims
to analyze the performance of the service system using the Jackson Network
model. The data used are customer arrival rate, service rate, number of servers,
and the probability of customer movement at each service node. The system is
represented as a directed graph and analyzed with the assumption that customer
arrivals follow a Poisson distribution, service times are exponentially distributed,
the service discipline is First Come First Served (FCFS), and is in a steady-state
condition. The effective arrival rate of each node is obtained through the flow
balance equation which forms a system of linear equations. Next, calculations are
carried out on system performance measures including utilization, average number
of customers in the system, average queue length, and average customer waiting
time. The results show that the Jackson Network model is able to represent customer
flow in a multi-node service system and identify nodes that have the potential to
become bottlenecks based on their utilization levels.

Keywords: Jackson Network, queuing network, steady-state, flow balance equation,
system performance measures.



ABSTRAK

PENDEKATAN JACKSON OPEN QUEUING NETWORK UNTUK ANALISIS
SISTEM ANTRIAN MULTI-NODE

Oleh

Dwi Rosmaidah

Sistem pelayanan multi-node dapat dimodelkan sebagai jaringan antrian karena
pelanggan dapat berpindah antar pusat pelayanan dalam sistem. Penelitian ini
bertujuan untuk menganalisis kinerja sistem pelayanan menggunakan model Jackson
Network. Data yang digunakan berupa data laju kedatangan pelanggan, laju
pelayanan, jumlah pelayan, dan peluang perpindahan pelanggan pada setiap node
pelayanan. Sistem direpresentasikan sebagai graf berarah dan dianalisis dengan
asumsi kedatangan pelanggan mengikuti distribusi Poisson, waktu pelayanan
berdistribusi eksponensial, disiplin pelayanan First Come First Served (FCES), serta
berada pada kondisi steady-state. Laju kedatangan efektif tiap node diperoleh melalui
flow balance equation yang membentuk sistem persamaan linear. Selanjutnya
dilakukan perhitungan ukuran kinerja sistem meliputi utilisasi, rata-rata jumlah
pelanggan dalam sistem, rata-rata panjang antrian, dan rata-rata waktu tunggu
pelanggan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa model Jackson Network mampu
merepresentasikan aliran pelanggan pada sistem pelayanan multi-node serta
mengidentifikasi node yang berpotensi menjadi bottleneck berdasarkan tingkat
utilisasinya.

Kata kunci: Jackson Network, jaringan antrian, steady-state, flow balance equation,
ukuran kinerja sistem.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Permasalahan efisiensi dalam sistem pelayanan dan produksi masih menjadi
tantangan di berbagai sektor. Ketidakseimbangan antara kapasitas layanan dan
permintaan sering memicu antrian yang berdampak pada penurunan produktivitas
dan efisiensi operasional. Fenomena ini terjadi ketika laju kedatangan pelanggan
melebihi kemampuan pelayanan pada waktu tertentu. Untuk mengoptimalkan
penggunaan sumber daya, diperlukan pendekatan ilmiah melalui teori antrian sebagai
salah satu aplikasi proses stokastik yang menganalisis hubungan antara kedatangan

pelanggan, kapasitas pelayanan, dan kinerja sistem (Kandemir dan Cavas, 2007).

Model antrian sederhana seperti M/M/1 atau M/M/c hanya menggambarkan
sistem dengan satu jenis layanan. Padahal, banyak sistem nyata terdiri atas
beberapa jenis layanan (multi-node) yang saling berhubungan, seperti jaringan
loket, server komputer, atau mesin produksi. Dalam sistem semacam ini, pelanggan
dapat berpindah antar-node dengan probabilitas tertentu sebelum keluar dari
sistem. Kompleksitas tersebut membuat model antrian tunggal tidak lagi cukup
untuk menjelaskan dinamika pelayanan secara menyeluruh, sehingga diperlukan
pendekatan jaringan antrian yang mampu merepresentasikan interaksi antar-node
(Virtamo, [2005)).

Untuk mengatasi keterbatasan tersebut, digunakan pendekatan Jackson Open
Queueing Network (JOQN) yang dikembangkan oleh Jackson (1957). Menurut
Virtamo (2005), jaringan antrian ini terdiri dari sejumlah node dengan kedatangan
pelanggan berdistribusi Poisson dan waktu pelayanan eksponensial. Dalam kondisi
steady-state, setiap node bersifat independen sehingga probabilitas keadaan jaringan
dapat dinyatakan sebagai hasil kali probabilitas tiap node. Sifat independensi

antar-node ini merupakan karakteristik utama dari model Jackson Network yang



menjadi dasar dalam penyusunan model antrian multi-node. Pendekatan ini
memudahkan analisis parameter kinerja seperti utilisasi, waktu tunggu, dan jumlah
pelanggan rata-rata di setiap node.

Beberapa penelitian terdahulu telah menerapkan Jackson Open Queueing Network
(JOQN) untuk menganalisis sistem antrian dengan karakteristik multi-node.
Al-Bahadili dkk. (2011) menggunakan model JOQN untuk mempelajari multi-queue
nodes network router dan menunjukkan bahwa pendekatan ini efektif dalam
mengevaluasi kinerja jaringan serta menghitung utilisasi setiap node melalui
persamaan keseimbangan aliran. Arum dan Endrayanto (2020) menerapkan konsep
serupa pada sistem antrian pasien di rumah sakit dengan menggunakan metode
Moore—Penrose pseudo-inverse untuk menyelesaikan sistem persamaan linear pada
model jaringan, dan hasilnya menunjukkan bahwa pendekatan JOQN mampu
menggambarkan aliran pasien antarunit pelayanan secara akurat serta membantu
mengidentifikasi titik kemacetan layanan. Faris dkk. (2020) menerapkan Open
Jackson Queueing Network pada sistem antrian instalasi rawat jalan di Rumah Sakit
Sidoarjo untuk meminimalkan waktu tunggu pasien melalui analisis pada empat
workstation utama, yaitu registrasi, pra-konsultasi, konsultasi poli jantung, dan
farmasi. Dengan penerapan model Open Jackson Queueing Network, penelitian ini
berhasil menurunkan rata-rata waktu tunggu pasien dari 108 menit menjadi sekitar 12
menit per pasien. Penelitian oleh Alam dkk. (2021) mengusulkan sistem manajemen
lalu lintas berbasis open Jackson Queueing Network yang dikombinasikan dengan
optimisasi kuadratik untuk menentukan service rate optimal sehingga waktu tunggu
kendaraan dalam jaringan jalan dapat diminimalkan secara signifikan. Selajutnya
Maswitha dan Sitorus (2025) menunjukkan bahwa penerapan model jaringan antrian
Jackson pada sistem pelayanan Dinas Kependudukan dan Pencatatan Sipil Kabupaten
Batubara mampu mengubah struktur antrian menjadi multi channel-multi phase
dan menurunkan rata-rata waktu tunggu pengunjung dari 23 menit menjadi 9
menit. Secara keseluruhan, hasil-hasil penelitian tersebut memperkuat relevansi
dan efektivitas model Jackson Network dalam menganalisis serta mengoptimalkan
sistem pelayanan multi-node yang kompleks, baik pada konteks jaringan komputer

maupun sistem pelayanan publik seperti rumah sakit.

Berdasarkan berbagai penelitian terdahulu, pendekatan Jackson Open Queueing
Network (JOQN) memiliki potensi besar untuk menganalisis sistem pelayanan
dengan struktur multi-node. Namun, sebagian besar studi masih terbatas pada
konteks tertentu seperti jaringan komunikasi dan layanan rumah sakit, sehingga



penerapannya pada sistem pelayanan umum belum banyak dikaji. Penelitian ini
berupaya mengadaptasi model Jackson Network untuk memformulasikan dan
menganalisis sistem antrian multi-node secara matematis, dengan fokus pada
pembangunan model berbasis keseimbangan aliran, penentuan laju kedatangan
efektif di setiap node, serta evaluasi kinerja sistem melalui parameter seperti utilisasi,
waktu tunggu, dan jumlah pelanggan rata-rata. Pendekatan ini diharapkan mampu
memberikan pemahaman kuantitatif yang komprehensif terhadap perilaku sistem

pelayanan multi-node dalam kondisi steady-state.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. Menyusun model Jackson Open Queueing Network untuk sistem multi-node.

2. Menghitung ukuran kinerja sistem antrian multi-node, meliputi panjang antrian
rata-rata, waktu tunggu, dan utilisasi server, dengan pendekatan Jackson Open
Queueing Network

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini yaitu:

1. Menjadi referensi ilmiah bagi penelitian lanjutan yang ingin mengembangkan
atau memodifikasi model Jackson Network dengan asumsi dan parameter yang
lebih kompleks.

2. Memberikan acuan bagi pengelola sistem layanan dalam merancang kapasitas

dan alur pelayanan agar lebih efisien.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk

mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Teori Antrian

2.1.1 Pengertian Teori Antrian

Teori antrian merupakan cabang ilmu yang mempelajari perilaku sistem pelayanan
yang melibatkan proses kedatangan pelanggan, waktu menunggu, serta mekanisme
pemberian layanan. Konsep ini pertama kali diperkenalkan oleh A. K. Erlang pada
tahun 1909 melalui penelitiannya mengenai kapasitas saluran telekomunikasi di
Denmark, yang kemudian menjadi dasar bagi pengembangan model matematis untuk
menganalisis efisiensi pelayanan. Menurut Heizer dan Render (2011), teori antrian
merupakan bagian penting dari kegiatan operasional yang berfungsi sebagai alat
bantu bagi manajer dalam merancang dan mengendalikan proses pelayanan secara
efisien.

2.1.2 Komponen Sistem Antrian

Gross dkk. (2008) menyatakan bahwa, sistem antrian merupakan mekanisme
pelayanan yang melibatkan interaksi antara pelanggan dan fasilitas pelayanan yang
mencakup proses kedatangan, penungguan, pelayanan, dan keberangkatan dari

sistem. Secara umum, sistem antrian terdiri atas beberapa komponen utama, yaitu:

1. Pola Kedatangan Pelanggan (\) (Arrival Pattern)
Menggambarkan distribusi waktu antar-kedatangan pelanggan yang bersifat
acak (stokastik), biasanya menggunakan distribusi Poisson. Poin ini juga
mencakup tipe kedatangan (individu/kelompok) serta perilaku pelanggan



seperti balking (batal masuk), reneging (keluar antrian), dan jockeying (pindah
jalur).

2. Pola Pelayanan (i) (Service Pattern)
Menjelaskan distribusi waktu pelayanan oleh server, baik secara tunggal
maupun paralel. Kecepatan pelayanan bisa bersifat tetap (stasioner) atau

berubah sesuai kondisi antrian (state-dependent service).

3. Disiplin Antrian
Menentukan urutan pelayanan pelanggan, seperti first come, first serve (FCES),
last come, first served(LCFS), random selection for service (RSS), atau
berdasarkan prioritas. Sistem prioritas dapat berupa preemptive (menghentikan
sementara pelayanan yang sedang berlangsung) atau non-preemptive
(pelayanan diselesaikan terlebih dahulu).

4. Kapasitas Sistem
Menentukan batas maksimal pelanggan dalam sistem (tunggu + layanan). Pada
finite queue, pelanggan akan ditolak jika kapasitas penuh, sedangkan pada
infinite queue, jumlah pelanggan tidak dibatasi.

5. Jumlah Saluran Pelayanan
Menentukan jumlah fasilitas pelayanan yang tersedia. Sistem dapat berupa
saluran tunggal (single channel) atau multiserver yang bekerja paralel

menggunakan satu atau beberapa barisan antrian.

6. Tahapan Pelayanan
Menunjukkan jumlah proses yang harus dilalui pelanggan. Single stage hanya
memiliki satu tahap layanan, sementara multistage terdiri dari beberapa tahap

yang harus dilewati secara berurutan.

2.1.3 Notasi Sistem Antrian

Notasi Kendall merupakan konvensi standar dalam teori antrian yang digunakan
untuk mengklasifikasikan karakteristik suatu sistem pelayanan. Notasi ini
diperkenalkan oleh Kendall (1953) dalam bentuk A/S/c, di mana A menyatakan
distribusi waktu antar kedatangan, S distribusi waktu pelayanan, dan ¢ jumlah saluran
pelayanan. Notasi tersebut selanjutnya dikembangkan menjadi A/S/c/K/N/D dengan
penambahan unsur kapasitas sistem (K), ukuran populasi sumber pelanggan (N),

serta disiplin pelayanan (D).



Dalam praktiknya, notasi sering dituliskan dalam bentuk sederhana, seperti M/M/1,
yang menunjukkan sistem dengan kedatangan Poisson, pelayanan eksponensial,
dan satu pelayan. Apabila sistem diasumsikan memiliki kapasitas tak terbatas dan
menggunakan aturan first come, first served (FCFS), maka parameter K dan D

umumnya dihilangkan karena dianggap standar.
Tabel umum notasi antrian menurut Gross dkk. (2008):

Tabel 2.1 Notasi dan Keterangan dalam Teori Antrian

Simbol | Keterangan

M Distribusi eksponensial (Markovian)

D Distribusi deterministik

Ey Distribusi Erlang dengan parameter &

G Distribusi umum (General Distribution)

PH Distribusi bertipe fase (Phase Type Distribution)

FCFS First Come, First Served
LCFES Last Come, First Served

RSS Random Selection for Service
PR Priority Queue

2.1.4 Klasifikasi Sistem Antrian

Klasifikasi sistem antrian memberikan kerangka untuk memahami variasi struktur
sistem pelayanan berdasarkan karakteristik proses kedatangan, mekanisme
pelayanan, serta konfigurasi saluran layanan. Setiap klasifikasi mencerminkan
tingkat kompleksitas yang berbeda.

Gross dkk. (2008) mengklasifikasikan sistem antrian berdasarkan kompleksitas

modelnya sebagai berikut:

1. Sistem Antrian Sederhana (Single Queue, Single Server)
Pada sistem ini, hanya terdapat satu saluran antrian dan satu fasilitas pelayanan.
Setiap pelanggan yang datang akan dilayani secara berurutan oleh satu pelayan.
Model ini merupakan bentuk paling dasar dari sistem antrian dan sering
digunakan untuk menggambarkan proses pelayanan sederhana seperti loket

pembayaran tunggal atau kasir di minimarket kecil.



Antrian

. keluar
Fasilitas pelayanan ————»

Gambar 2.1 Single queue single server

(Sumber: Widianto, 2019)

. Sistem Multiserver (Multi-channel Queue)

Sistem ini memiliki satu baris antrian, tetapi dilayani oleh beberapa pelayan
secara paralel. Setelah menunggu dalam satu antrian, pelanggan akan dilayani
oleh salah satu pelayan yang kosong terlebih dahulu.

Antrian

O—O—O——) fasilitas pelayanan » keluar

1 2

Gambar 2.2 Multiserver

(Sumber: Widianto, 2019)

. Sistem Multistage (Multistage Queue)
Dalam sistem ini, pelanggan harus melalui beberapa tahap pelayanan secara
berurutan sebelum keluar dari sistem. Setiap tahap memiliki fasilitas pelayanan

tersendiri.

Antrian

- . keluar
Faszilitas pelayanan 1 Fasilitas pelayanan 2 —»

Gambar 2.3 Multistage
(Sumber: Widianto, 2019)

h 4

. Sistem Jaringan Antrian (Queueing Networks)
Sistem ini terdiri dari beberapa node atau titik pelayanan yang saling terhubung.
Pelanggan dapat berpindah dari satu node ke node lainnya sesuai dengan

kebutuhan proses layanan.



fasilitas fasilitas
pelayanan [, | pelayanan

jenis 1 jenis 3

antrian
keluar

fasilitas fasilitas /
pelayanan » pelayanan

jenis 2 jenis 4

Gambar 2.4 Queuing Network
(Sumber: Widianto, 2019)

2.1.5 Parameter Kinerja Sistem Antrian

Parameter kinerja sistem antrian digunakan untuk menilai efektivitas dan efisiensi
suatu sistem pelayanan. Parameter ini menggambarkan seberapa baik sistem mampu
menyeimbangkan antara tingkat kedatangan pelanggan dan kemampuan pelayanan
yang tersedia. Karena sebagian besar proses antrian bersifat stokastik, ukuran kinerja
biasanya dinyatakan dalam bentuk nilai harapan atau rata-rata (Gross dkk. 2008).

Adapun beberapa parameter utama yang umum digunakan antara lain sebagai berikut
(Gross dkk. 2008):

1. L (Rata-rata entitas dalam sistem)
Merupakan jumlah rata-rata pelanggan yang berada dalam sistem, baik yang
sedang menunggu maupun yang sedang dilayani. Nilai ini menunjukkan

tingkat kepadatan sistem secara keseluruhan.

2. L, (Rata-rata jumlah antrian)
Menunjukkan jumlah rata-rata pelanggan yang sedang menunggu untuk

dilayani. Parameter ini menjadi indikator langsung tingkat kemacetan antrian.

3. W (Rata-rata waktu dalam sistem)
Adalah waktu rata-rata yang dihabiskan pelanggan di dalam sistem, termasuk

waktu menunggu dan waktu pelayanan.

4. W, (Rata-rata waktu tunggu dalam antrian)
Menggambarkan waktu rata-rata pelanggan menunggu sebelum memperoleh
pelayanan. Nilai ini penting dalam menilai kenyamanan pelanggan atau

efisiensi sistem.



5. p (Utilisasi)
Menyatakan tingkat pemanfaatan fasilitas pelayanan, yaitu perbandingan
antara tingkat kedatangan pelanggan (\) dan kapasitas pelayanan sistem (u).

Secara matematis,

A

A 2.1.1)
s(

p =
di mana s adalah jumlah pelayan. Kondisi p < 1 menandakan sistem berada
dalam keadaan stabil (steady state), sedangkan p > 1 menunjukkan sistem
cenderung tidak seimbang dan antrian dapat terus bertambah.

6. F, (Probabilitas sistem kosong)
Merupakan probabilitas bahwa tidak terdapat pelanggan di dalam sistem atau
semua pelayan dalam keadaan menganggur. Nilai F, mencerminkan seberapa
sering sistem berada pada kondisi tanpa aktivitas pelayanan. Semakin besar

nilai F), semakin rendah tingkat kesibukan sistem.

Hubungan antara parameter-parameter tersebut dijelaskan melalui Hukum Little
(Little’s Law), yang menyatakan bahwa:

L=)\W (2.1.2)

dan
L, =AW, (2.1.3)

Hukum ini berlaku umum untuk sistem antrian dalam kondisi steady state dan
menunjukkan keterkaitan antara rata-rata jumlah pelanggan, laju kedatangan, serta
waktu rata-rata yang dihabiskan dalam sistem (Allen,1990).

2.1.6 Model-model Dasar Sistem Antrian

Model-model dasar sistem antrian merupakan representasi matematis dari proses
pelayanan yang digambarkan melalui notasi Kendall. Setiap model memiliki
karakteristik dan asumsi yang berbeda, sehingga memungkinkan analisis kinerja
sistem secara kuantitatif, seperti efisiensi pelayanan, tingkat utilisasi, dan waktu

tunggu rata-rata pelanggan.

Menurut Heizer dan Render (2011) beberapa model dasar yang umum digunakan

dalam teori antrian antara lain sebagai berikut:
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1. Model M/M/1
Model M/M/1 menggambarkan sistem dengan satu pelayan, proses kedatangan
Poisson dengan laju rata-rata )\, serta waktu pelayanan berdistribusi
eksponensial dengan laju ;o dan kapasitas antrian tak terbatas. Nilai parameter

kinerja dalam model ini antara lain:

L—_ P (2.1.4)
IL—p
)\2
L= ——— (2.1.5)
Tou(p =)
1
W=— 2.1.6
Y (2.1.6)
p
W, = —— 2.1.7
"= (2.1.7)

Sebagai contoh:

Suatu bengkel mobil menerima pelanggan dengan laju kedatangan rata-rata
A = 2 mobil per jam, dan satu mekanik mampu melayani dengan laju rata-rata
1 = 3 mobil per jam. Tingkat utilisasi sistem dapat dihitung sebagai berikut:

A2
P ) )

Dengan menggunakan rumus dasar model M/M/1, ukuran kinerja dapat
dinyatakan sebagai berikut:

p 0,66 .
L= = =1,9%4 bil/
1—p 1-066 - mooram
A2 22
L, = = = 1,33 mobil/jam
Toulp=2) 3(3-2)
w ! ! 1jam/mobil
= = = ljam/mobi
p—A 3-—2 !
A 2
W, = = = 0,67jam

(e =) 3(3-2)

Hasil perhitungan menunjukkan bahwa sistem berada dalam kondisi stabil
karena A < p. Rata-rata terdapat dua pelanggan di dalam sistem, yang
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mencakup pelanggan yang sedang dilayani maupun yang menunggu dalam

antrian, dengan waktu tunggu rata-rata sebesar 0,67 jam/ 40 menit.

. Model M/M/c

Model M/M/c merupakan pengembangan dari model M/M/1 dengan jumlah
pelayan sebanyak c yang bekerja secara paralel. Kedatangan pelanggan tetap
berdistribusi Poisson dengan laju A dan waktu pelayanan mengikuti distribusi

eksponensial dengan laju . Persamaan kinerja pada model ini meliputi:

s—1 -
B (A" (AN p)?

Py = ; Tt a0 (2.1.8)

R CYION
= A0 ) p)2P0 2.1.9)
W, = % (2.1.10)
W:Wq+% (2.1.11)
L:Lq+3 (2.1.12)

0

Model ini sering digunakan untuk sistem pelayanan multi-server seperti teller
bank atau loket tiket.

. Model M/G/1

Model ini digunakan ketika kedatangan pelanggan berdistribusi Poisson,
namun waktu pelayanan mengikuti distribusi umum (general) dengan
variansi tertentu. Kinerja rata-rata model ini dihitung menggunakan rumus
Pollaczek—Khinchine (P-K Formula). Model ini relevan jika sistem pelayanan
memiliki variasi waktu yang sangat tinggi dan tidak dapat didekati dengan

distribusi eksponensial.

. G/G/1

Model G/G/1 merupakan bentuk paling umum di mana baik proses
kedatangan maupun waktu pelayanan mengikuti distribusi bersifat umum.
Karena kompleksitas matematisnya, model ini umumnya diselesaikan melalui
pendekatan numerik, simulasi, atau aproksimasi, bukan melalui perhitungan

analitik sederhana.
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2.2 Jaringan Antrian

2.2.1 Pengertian jaringan antrian

Jaringan antrian merupakan pengembangan dari antrian tunggal menjadi sistem
pelayanan majemuk yang terdiri dari sekumpulan node pelayanan (service centres)
yang saling terhubung satu sama lain. Setiap node dalam jaringan ini memiliki
satu atau lebih pelayan (servers) serta kapasitas penyimpanan tertentu yang
memungkinkan terbentuknya antrian. Jaringan antrian merupakan alat pemodelan
yang krusial dalam perancangan sistem komputer, jaringan komunikasi, dan
sistem manufaktur karena kemampuannya dalam memodelkan interaksi kompleks

antarnode pelayanan yang saling bergantung (Papadopoulos dkk. 1993).

2.2.2 Jenis-jenis jaringan

Jaringan antrian dapat diklasifikasikan berdasarkan pola aliran pelanggan dan
interaksi antar pusat pelayanan. Klasifikasi ini menentukan bagaimana entitas masuk,
berpindah, dan keluar dari sistem, serta berpengaruh terhadap model matematis yang
digunakan dalam analisisnya. Jaringan antrian secara umum dibagi menjadi tiga
jenis utama, (Lazowska dkk. 1984) yaitu:

1. Jaringan Antrian Terbuka (Open Queueing Network)

Jaringan terbuka memungkinkan pertukaran entitas dengan lingkungan
eksternal, di mana pelanggan memasuki sistem dengan laju kedatangan
eksternal \;. > 0 dan dapat meninggalkan sistem setelah pelayanan
selesai (q;o > 0). Model ini merujuk pada formulasi Jackson (1957) yang
mengasumsikan proses kedatangan Poisson dan waktu pelayanan eksponensial.
Karakteristik ini memungkinkan sistem dianalisis dalam kondisi steady-state

menggunakan pendekatan product-form solution.
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Gambar 2.5 Open Queuing Network
(Sumber: Papadopoulos dkk. 1993)

2. Jaringan Antrian Tertutup (Closed Queueing Network)

Berbeda dengan model terbuka, jaringan tertutup memiliki populasi pelanggan
yang konstan (/N) tanpa adanya aliran masuk maupun keluar sistem (A = 0
dan ¢;0 = 0). Pelanggan bersirkulasi secara internal antarnode berdasarkan
probabilitas perutean yang telah ditentukan. Buzen (1973) mengembangkan
metode Mean Value Analysis (MVA) untuk menghitung parameter kinerja

jaringan tertutup tanpa harus memperoleh distribusi probabilitas lengkap dari

Rl
an
(-

‘ Gi

1 jJ O

TG
—
Gambar 2.6 Closed Queuing Network

(Sumber: Papadopoulos dkk. 1993)

sistem.

912
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3. Jaringan Antrian Campuran (Mixed Queueing Network)

Jenis ini merupakan kombinasi dari jaringan terbuka dan tertutup, di mana
sebagian pelanggan dapat masuk atau keluar dari sistem, sementara sebagian
lainnya bersirkulasi secara internal. Model ini umumnya digunakan untuk
merepresentasikan arsitektur sistem kompleks, seperti pusat data yang
melayani permintaan pengguna luar sekaligus menjalankan tugas-tugas

pemeliharaan internal secara berkelanjutan.

2.3 Jackson Network

2.3.1 Pengertian dan sejarah model Jackson

Model Jackson Network merupakan pengembangan dari teori jaringan antrian yang
diperkenalkan oleh Jackson (1957), yang menunjukkan bahwa jaringan antrian
terbuka dengan proses kedatangan Poisson dan waktu pelayanan eksponensial
memiliki distribusi steady-state berbentuk product-form solution. Model ini
menggambarkan sistem pelayanan multinode, di mana pelanggan berpindah antar
node berdasarkan probabilitas perutean tertentu tanpa mengubah sifat distribusi
kedatangan di setiap node. Pendekatan ini menjadi landasan analisis berbagai sistem
kompleks seperti jaringan komunikasi, sistem manufaktur, dan sistem layanan
terdistribusi (Papadopoulos dkk. 1993).

2.3.2 Asumsi dasar model Jackson

Model Jackson Network dibangun berdasarkan seperangkat asumsi probabilistik
yang memastikan sistem antrian multi-node dapat dianalisis secara matematis
menggunakan pendekatan product-form steady-state solution. Asumsi-asumsi ini
berfungsi untuk menjamin bahwa aliran pelanggan antar pusat pelayanan bersifat
stasioner dan independen, sehingga setiap node dalam jaringan dapat dianalisis
secara terpisah sebagai sistem antrian M /M /c yang mandiri. Merujuk pada
formulasi yang dikembangkan oleh Papadopoulos dkk. (1993), jaringan Jackson

terbuka harus memenuhi kriteria utama sebagai berikut:

1. Proses Kedatangan Eksternal: Setiap node © menerima kedatangan pelanggan
dari luar sistem yang mengikuti Proses Poisson dengan laju rata-rata \; . yang

konstan.

2. Distribusi Waktu Pelayanan: Waktu pelayanan pada setiap node mengikuti
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distribusi eksponensial dengan laju pelayanan x; dan bersifat independen antar

node, dengan disiplin pelayanan first come, first served (FCES).

3. Mekanisme Perutean (Routing): Pelanggan yang telah menyelesaikan
pelayanan di node i akan menuju node j dengan probabilitas g;;, atau
meninggalkan sistem dengan probabilitas ¢;o = 1 — Zj\il ¢ij- Hubungan
antarnode dalam jaringan dipresentasikan oleh matriks probabilitas perutean
() = [q;], yang menentukan arah serta intensitas aliran pelanggan dalam

jaringan.

4. Kapasitas antrian: Setiap node pelayanan diasumsikan memiliki kapasitas
penyimpanan (buffer) yang tidak terbatas, sehingga tidak terjadi pemblokiran
(blocking) antar node dalam jaringan.

Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut, jaringan Jackson memiliki sifat bahwa
distribusi probabilitas keadaan steady-state sistem dapat dinyatakan dalam bentuk
product-form solution, di mana distribusi probabilitas gabungan sistem merupakan

hasil kali dari distribusi masing-masing node.

2.3.3 Persamaan Dasar dan Kondisi Steady-State (Flow Balance Equation)

Sistem jaringan antrian dalam model Jackson dapat direpresentasikan sebagai graf
berarah (directed graph), di mana setiap pusat pelayanan berfungsi sebagai simpul

(node) dan perpindahan pelanggan antar simpul direpresentasikan sebagai sisi (edge).

Prinsip utama dalam menganalisis jaringan antrian terbuka adalah menentukan laju
kedatangan total ()\;) pada setiap node. Berdasarkan konsep keseimbangan aliran
(flow balance), total laju kedatangan pelanggan yang memasuki node ¢ merupakan
hasil penjumlahan dari laju kedatangan eksternal dan laju aliran internal yang berasal
dari node lain di dalam jaringan. Secara matematis, persamaan keseimbangan aliran

ini dapat dinyatakan sebagai berikut (Virtamo, 2005):
M
A=+ Y N (2.3.13)
j=1

di mana:

* )\; = laju kedatangan total pada node 1.

* )\ = laju kedatangan eksternal dari luar sistem ke node i.



16

* )\, = laju kedatangan total pada node j.
* g;; = probabilitas pelanggan berpindah dari node j ke node .

e M = jumlah total node dalam jaringan.

Kondisi steady-state pada jaringan Jackson tercapai apabila sistem memenuhi syarat
stabilitas, yaitu \; < s;u; atau p; < 1 untuk setiap node. Pada kondisi ini, rata-rata
aliran pelanggan yang masuk akan sama dengan yang keluar, sehingga jumlah

pelanggan dalam sistem tetap stabil.

Untuk merepresentasikan laju kedatangan sistem steady-state di setiap node,
persamaan flow balance yang dituliskan untuk seluruh node dalam jaringan
membentuk suatu sistem persamaan linear (SPL) dengan variabel tak diketahui
berupa laju kedatangan total pada setiap node. Sistem persamaan linear tersebut
dinyatakan dalam bentuk vektor dan matriks sebagai (Lazowska dkk. 1984):

A= Xiet AQ (2.3.14)
atau dapat ditulis ulang sebagai:
A = Q) = N (2.3.15)

sehingga, apabila matriks (/@) invertibel, solusi SPL dapat diperoleh menggunakan

metode matriks invers sebagai:
A=l —Q)7? (2.3.16)

Nilai A yang diperoleh merupakan laju kedatangan efektif pada masing-masing node

pada kondisi steady-state. dimana:

A = A[A1, A2, .., Ax] adalah vektor laju kedatangan di tiap node,

Aie = [Ale, A2e, ..., Are) adalah vektor laju kedatangan eksternal ke tiap
node.

I adalah matriks identitas, dan

(2 adalah matriks probabilitas routing berukuran KxK.
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2.3.4 Distribusi Steady-State dan Product-Form Solution

Teorema Jackson menyatakan bahwa pada jaringan antrian terbuka yang memenuhi
asumsi dasar, jumlah pelanggan pada setiap node bersifat independen secara
probabilistik pada kondisi steady-state (Virtamo, 2005). Keadaan sistem jaringan
dapat direpresentasikan oleh vektor keadaan N = (Nj, No, .., Nys), di mana
N; menyatakan jumlah pelanggan pada node ke-i. Probabilitas keadaan sistem
n=(nq, ne, .., nys) dinyatakan sebagai probabilitas gabungan p(n) = P{N = n},
yang memiliki bentuk product-form sebagai hasil kali dari distribusi marginal

masing-masing node.

Secara matematis, distribusi steady-state jaringan dapat dituliskan sebagai (Virtamo,
2005)):

M
P(n) = [ Pi(n) (2.3.17)
=1

Secara matematis, jumlah pelanggan pada setiap node bersifat independen. Secara
struktural, node-node dalam jaringan tetap saling terhubung melalui mekanisme
perutean pelanggan. Untuk node dengan satu pelayan dan waktu pelayanan
eksponensial (M/M/1), distribusi probabilitas steady-state diberikan oleh:

Py(ni) = (1= p)pl" (2.3.18)

Sifat product-form ini mengimplikasikan bahwa banyaknya pelanggan pada satu
node tidak memberikan informasi langsung mengenai jumlah pelanggan pada node
lain, meskipun seluruh node saling terhubung melalui mekanisme perutean dalam

jaringan.

2.3.5 Ukuran Kinerja setiap node

Ukuran kinerja pada jaringan Jackson ditentukan berdasarkan ukuran kinerja
masing-masing node. Karena setiap node dalam jaringan dapat dipandang sebagai
sistem antrian tersendiri, maka perhitungan ukuran kinerja pada tiap node mengikuti
model antrian sesuai karakteristiknya, yaitu M/M/1 atau M/M/c.

Berikut disajikan contoh sederhana model Jackson Open Queuing Network dengan

dua node pelayanan:

Pelanggan memasuki sistem melalui node 1 dengan laju kedatangan eksternal sebesar
A1 = b pelanggan per menit. Aliran perpindahan pelanggan antar-node di dalam



18

sistem, termasuk peluang pelanggan meninggalkan sistem, ditentukan secara spesifik

oleh matriks probabilitas transisi () sebagai berikut:

0 0,3
©= [o, 1 0 ]
Berdasarkan matriks tersebut, diketahui bahwa probabilitas perpindahan dari nodel

ke node 2 adalah ¢,» = 0,3 dan probabilitas aliran balik dari node 2 ke node 1
(feedback) adalah ¢o; = 0, 1.

Laju pelayanan di masing-masing node adalah:
(1 = 8 pelanggan/menit, o = 6 pelanggan/menit

Langkah 1. Menentukan laju kedatangan efektif tiap node Sesuai dengan persamaan

flow balance pada kondisi steady-state:

M
Ai = Nie + Z AjGji

j=1

Sistem dua node menghasilkan:

Al = €1+ Aa2gji

)\2 = 03)\1
Substitusi menghasilkan:
A =5+0,1)
A2 = 0,3\

Sehingga:
A=5+0.1(0.3)A\; = 5.15

A2 = 0.3(5.15) = 1.55

Langkah 2. Menghitung ukuran kinerja tiap node

1. Utilisasi tiap node (p;)

5.15 1.55
=—=0.64 =—=0.26
P1 ] ) P2 6
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2. Jumlah pelanggan rata-rata dalam sistem (L;)

0.64 0.26
1064 , 78, 2 0,35

Ly
1—0.26

3. Jumlah pelanggan rata-rata dalam antrian (L,)

5.152 1.552
—— =116 Lp=———=0.09
8(8 — 5.15) e

-
al 6(6 — 1.55)

4. Waktu tunggu rata-rata dalam sistem (W)

1 1
Wie—_—0 Wy = —— =02
1T g5 U8 WemgTmaee =023

5. Waktu tunggu rata-rata dalam antrian (W)

0,64 0,26
T 0, Weo 0,06

Wa 6 —1.55

total sistem
L=Li+Ly=17+0.35
L 213
W = I === 0.43
Hasil perhitungan menunjukkan bahwa sistem dua-node tersebut berada dalam
kondisi stabil karena p;, po < 1. Node 1 menjadi titik pelayanan dengan tingkat
utilisasi tertinggi (64%), sedangkan Node 2 relatif lebih longgar (26%). Nilai waktu
tunggu total sebesar 0,43 menit menunjukkan efisiensi sistem yang cukup baik.
Contoh sederhana ini menggambarkan bagaimana model Jackson Open Queuing
Network dapat digunakan untuk menganalisis performa sistem pelayanan dengan
beberapa node yang saling terhubung.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,

Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka yaitu
metode pendekatan yang pembahasannya didasarkan atas buku-buku dan artikel
yang berhubungan dengan bahasan Pendekatan Jackson Open Queuing Network
untuk Analisis Sistem Antrian Multi-Node. Adapun langkah-langkah yang dilakukan
dalam melaksanakan penelitian ini adalah:

1. Mempelajari literatur yang berkaitan dengan teori dasar sistem antrian,
jaringan antrian terbuka, serta teorema Jackson sebagai landasan dalam

membangun model antrian multi-node.

2. Mengidentifikasi parameter-parameter utama dalam sistem antrian terbuka,
seperti laju kedatangan eksternal (A\**"), laju pelayanan tiap node (1), serta
probabilitas transisi antar-node (g;;) dan keluar sistem (g;o).

3. Menyusun arsitektur sistem antrian multi-node yang terdiri atas beberapa titik
layanan (node) dengan hubungan antar-node yang ditentukan melalui matriks

probabilitas transisi Q = [g;;].

4. Menurunkan model matematis sistem menggunakan prinsip keseimbangan



21

aliran flow balance pada setiap node, dengan bentuk umum:

M
Ai = Nie + Z AjGji

j=1

. Menyelesaikan sistem persamaan linear untuk mendapatkan nilai laju
kedatangan efektif (\;) pada kondisi steady-state.

. Menghitung indikator kinerja tiap node meliputi tingkat utilisasi (p),
probabilitas sistem kosong (), panjang antrian (L, ), jumlah pelanggan dalam

sistem (L), waktu tunggu antrian (1/,), dan waktu total dalam sistem (V).

. Menyajikan hasil perhitungan dengan mengamati hubungan antara parameter
sistem dan kinerja jaringan antrian.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis sistem antrian menggunakan model Open Jackson
Network, dapat disimpulkan bahwa perbedaan struktur dan parameter sistem
mempengaruhi kinerja antrian. Sistem layanan kesehatan, meskipun memiliki
struktur yang lebih kompleks, menunjukkan kinerja yang baik dengan tingkat

utilisasi rendah serta waktu tunggu yang relatif kecil.

Sebaliknya, sistem kantor imigrasi menunjukkan adanya ketidakseimbangan
beban pelayanan, di mana node 2 memiliki tingkat utilisasi yang lebih tinggi
sehingga menyebabkan peningkatan panjang antrian dan waktu tunggu. Kondisi
ini mengakibatkan waktu total dalam sistem menjadi lebih besar dan menurunkan

efisiensi pelayanan.

Dengan demikian, kinerja sistem antrian tidak hanya ditentukan oleh kompleksitas
struktur, tetapi juga oleh keseimbangan kapasitas pelayanan pada setiap node.
Model Open Jackson Network dalam penelitian ini terbukti dapat digunakan untuk

menganalisis kestabilan dan kinerja sistem antrian secara efektif.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian, penelitian selanjutnya dapat mengembangkan model
dengan mempertimbangkan jumlah server yang lebih dari satu pada setiap node
atau menggunakan data observasi lapangan agar hasil analisis dapat dibandingkan
dengan kondisi nyata serta memberikan gambaran kinerja sistem antrian yang lebih

komprehensif.
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