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ABSTRACT

STUDY OF THE DYNAMICS AND BIFURCATION OF A
THREE-DIMENSIONAL PLANKTON-OXYGEN MODEL

By

Luis Imanuel Sangap Mugabe

This study investigates the dynamics and bifurcation of a three-dimensional
plankton-oxygen model involving interactions among phytoplankton, zooplankton,
and oxygen. The plankton-oxygen model is first formulated in an explicit form to
facilitate numerical analysis. The system dynamics are analyzed using numerical
methods through trajectory visualization and time series under stable conditions and
during the occurrence of Hopf bifurcation. To examine the characteristics of the
emerging periodic oscillations, Poincaré Section visualization is employed. Hopf
bifurcation is numerically detected by varying certain parameters and observing
changes in the system solutions, which are subsequently illustrated using bifurcation
diagrams. Bifurcation analysis is performed by comparing the relationships between
phytoplankton and oxygen, oxygen and zooplankton, as well as phytoplankton and
zooplankton. The results show that parameter variations can induce a transition from
a stable state to periodic oscillations due to Hopf bifurcation, reflecting the complex
dynamics of the three-dimensional plankton-oxygen system.

Keywords: plankton-oxygen model, system dynamics, Hopf bifurcation, numerical
methods.



ABSTRAK

STUDI DINAMIKA DAN BIFURKASI MODEL PLANKTON-OKSIGEN
DIMENSI TIGA

Oleh

Luis Imanuel Sangap Mugabe

Penelitian ini mengkaji dinamika dan bifurkasi pada model plankton-oksigen
tiga dimensi yang melibatkan interaksi antara fitoplankton, zooplankton, dan
oksigen. Model plankton-oksigen terlebih dahulu diformulasikan dalam bentuk
eksplisit untuk memudahkan analisis numerik. Analisis dinamika sistem dilakukan
dengan menggunakan metode numerik melalui visualisasi trajektori dan deret
waktu (time series) pada kondisi stabil serta pada kondisi terjadinya bifurkasi
Hopf. Untuk mengamati karakteristik osilasi periodik yang muncul, digunakan
visualisasi Poincaré Section. Deteksi bifurkasi Hopf dilakukan secara numerik
dengan memvariasikan parameter tertentu dan mengamati perubahan perilaku solusi
sistem, yang selanjutnya divisualisasikan dalam diagram bifurkasi. Analisis bifurkasi
dilakukan dengan membandingkan hubungan antara fitoplankton dan oksigen,
oksigen dan zooplankton, serta fitoplankton dan zooplankton. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa perubahan parameter dapat menyebabkan peralihan dari kondisi
stabil menuju osilasi periodik akibat bifurkasi Hopf, yang mencerminkan dinamika
kompleks pada sistem plankton-oksigen.

Kata-kata kunci: model plankton—oksigen, dinamika sistem, bifurkasi Hopf,
metode numerik.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Plankton merupakan organisme mikroskopis yang hidup terapung di perairan
dan memiliki peran penting dalam menjaga keseimbangan ekosistem perairan.
Berdasarkan jenisnya, plankton dibedakan menjadi fitoplankton dan zooplankton.
Fitoplankton berfungsi sebagai produsen primer yang dapat mengubah zat anorganik
menjadi zat organik melalui proses fotosintesis, sedangkan zooplankton berperan
sebagai konsumen primer yang memanfaatkan fitoplankton sebagai sumber makanan
(Wahyuni & Rosanti, 2016).

Keberadaan plankton dalam suatu perairan sangat dipengaruhi oleh kondisi
lingkungannya, yang memiliki peran penting dalam menentukan kelimpahan
dan jenis plankton (Rizal, 2006). Selain itu, tingkat kesuburan suatu perairan
dapat diketahui melalui keberadaan plankton, karena keberlimpahan organisme

ini mencerminkan tingkat produktivitas suatu perairan (Rosanti, [2006).

Untuk memahami dinamika interaksi ini, pendekatan matematis melalui model
plankton-oksigen, dimana fitoplankton berperan sebagai produsen primer yang
menjadi sumber makanan utama bagi zooplankton. Hubungan predasi ini turut
memengaruhi keseimbangan ekosistem karena kedua jenis organisme tersebut
juga berinteraksi dengan kadar oksigen terlarut melalui proses respirasi dan
aktivitas biologis lainnya. Model plankton-oksigen menunjukkan bahwa dinamika
antara plankton dan oksigen dapat direpresentasikan menggunakan sistem dinamik
nonlinear, yang memungkinkan analisis terhadap titik kesetimbangan, stabilitas
lokal, serta perubahan perilaku sistem melalui analisis bifurkasi (Mondal et al.,
2022)).

Analisis bifurkasi memiliki peran penting dalam memahami perubahan stabilitas

sistem serta perubahan titik kesetimbangan yang terjadi akibat variasi parameter.



Melalui analisis ini, dapat diidentifikasi bagaimana perubahan kecil pada parameter
tertentu mampu memengaruhi kestabilan sistem secara keseluruhan. Tujuan utama
dari analisis bifurkasi adalah untuk mengantisipasi dan meminimalkan terjadinya
pergeseran kestabilan sehingga sistem yang dibentuk dapat berfungsi secara optimal.
Terdapat berbagai jenis bifurkasi yang umum dijumpai dalam sistem dinamik, antara
lain bifurkasi saddle-node, transkritikal, dan bifurkasi Hopf, yang masing-masing
menunjukkan pola perubahan perilaku sistem yang berbeda (Hutabarat & Sinaga,
2023).

Dalam analisis bifurkasi, tidak semua permasalahan dalam matematika dapat
diselesaikan secara analitik atau dengan perhitungan biasa, sehingga dibutuhkan
pendekatan lain berupa metode numerik. Perangkat yang paling sering digunakan
dalam penerapan metode numerik adalah MATLAB (Matrix Laboratory), Phyton,
dan Matematica karena memiliki kemampuan tinggi dalam perhitungan matriks,
pemecahan persamaan diferensial, dan visualisasi hasil komputasi dalam bentuk

grafik atau diagram (Hutagalung, 2017).

Kajian mengenai dinamika oksigen terlarut dan interaksi plankton telah banyak
dilakukan untuk memahami kestabilan ekosistem perairan. (Misra et al., 2011)
meneliti penurunan oksigen terlarut akibat ledakan alga dengan mempertimbangkan
efek time delay dan menunjukkan bahwa perubahan kecil pada parameter dapat
menyebabkan osilasi sistem. (Sekerci & Petrovskii, 2015) kemudian meninjau
pengaruh perubahan iklim terhadap model plankton—oksigen dan menemukan
bahwa penurunan kadar oksigen dapat memicu ketidakstabilan serta potensi
kepunahan spesies. (Dhar & Baghel, 2016) menganalisis peran oksigen dalam
dinamika plankton dan menunjukkan bahwa bifurkasi Hopf dapat terjadi ketika laju
pertumbuhan fitoplankton digunakan sebagai parameter bifurkasi, menghasilkan
perilaku osilasi periodik. Selanjutnya, (Mondal et al., [2022) memperluas kajian
tersebut dan menemukan bahwa sistem dapat mengalami transisi dari keadaan stabil
menuju limit cycle. Berdasarkan hasil-hasil penelitian tersebut, studi oleh (Al et
al., 2024)) memperkuat pemahaman tentang dinamika plankton-oksigen dengan
menambahkan faktor perlindungan fitoplankton (refuge), serta menunjukkan bahwa
perubahan kecil dalam parameter konsumsi oksigen oleh zooplankton dapat memicu

terjadinya bifurkasi Hopf dan pembentukan /imit cycle dalam ekosistem perairan.



1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dari Penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana bentuk eksplisit dari model plankton-oksigen tiga dimensi yang

melibatkan interaksi antara fitoplankton, zooplankton, dan oksigen?

2. Parameter apa yang menyebabkan terjadinya bifurkasi Hopf pada model
plankton-oksigen tiga dimensi?

3. Bagaimana perubahan dinamika sistem dari kondisi stabil menuju osilasi
periodik akibat terjadinya bifurkasi Hopf jika ditinjau melalui visualisasi

trajektori dan deret waktu (time series)?

4. Bagaimana karakteristik osilasi periodik yang ditunjukkan oleh Poincaré

Section pada saat terjadi bifurkasi Hopf?

5. Bagaimana perbandingan perilaku hubungan antara fitoplankton dan oksigen,
oksigen dan zooplankton, serta fitoplankton dan zooplankton sesudah
terjadinya bifurkasi Hopf?

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memformulasikan model plankton-oksigen tiga dimensi dalam bentuk

eksplisit sebagai dasar analisis dinamika sistem.

2. Menganalisis perilaku dinamika sistem plankton—oksigen pada kondisi stabil

menggunakan metode numerik.

3. Mengidentifikasi dan mendeteksi terjadinya bifurkasi Hopf melalui variasi

parameter tertentu pada model.

4. Membandingkan dinamika sistem pada kondisi stabil dan pada kondisi setelah
terjadinya bifurkasi Hopf menggunakan visualisasi trajektori dan deret waktu

(time series).

5. Menganalisis karakteristik osilasi periodik yang muncul melalui visualisasi

Poincaré Section.



6. Membandingkan perilaku hubungan antara fitoplankton dan oksigen, oksigen
dan zooplankton, serta fitoplankton dan zooplankton sesudah terjadinya
bifurkasi Hopf.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:

1. Dapat menyatakan persamaan sistem dinamik nonlinear dalam konteks
ekosistem perairan, serta analisis bifurkasi pada model matematika melalui

pendekatan matematika komputasi

2. Menampilkan kerangka kerja analisis, serta penerapan metode simulasi dan

visualisasi numerik dalam studi bifurkasi dan kestabilan sistem.

3. Dapat dijadikan referensi bagi pembaca dalam bidang matematika terapan,

teori sistem dinamik dan bifurkasi dalam kehidupan sehari-hari.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pemodelan Matematika

Pemodelan matematika berfungsi untuk menggambarkan dan memahami
karakteristik dari fenomena yang dimodelkan, baik secara kualitatif maupun
kuantitatif. Dalam proses penyusunan, pengembangan, atau penurunan model ,
diperlukan berbagai asumsi, pendekatan, dan batasan yang biasanya didasarkan
pada hasil eksperimen atau pengamatan terhadap kondisi nyata. Asumsi dan
penyederhanaan ini bertujuan untuk mempermudah analisis fenomena yang
kompleks serta memungkinkan pengkajian pengaruh suatu faktor tertentu dengan

mengabaikan faktor lainnya dalam sistem yang sedang diteliti (Cahyono, 2013)).

Pemodelan matematika dianggap sebagai suatu metode pembelajaran yang berfokus
pada kegiatan pemodelan serta penerapan konsep-konsep matematika untuk
merepresentasikan, menganalisis, memprediksi, dan memberikan pemahaman yang
lebih mendalam terhadap berbagai fenomena yang terjadi di dunia nyata (Riduan et
al., 2024).

2.2 Model Plankton Oksigen

Pandang sistem ekologi plankton-oksigen (Al et al., 2024)

du ru

—_—= 1-— -9

dt (CLl + wo — U)) CY1'LL( m)’U 1

dv  au(l—m)v

D S S 2.2.1
dt (CLQ + wo — w) 20 ( )
dw



Dengan parameter:

* 1 : laju pertumbuhan fitoplankton

* oy : laju pemangsaan zooplankton terhadap fitoplankton

* «j : efisiensi konversi energi zooplankton

* a, : pengaruh oksigen terhadap pertumbuhan fitoplankton
* ay : pengaruh oksigen terhadap pertumbuhan zooplankton
* 07 : laju kematian alami fitoplankton

* 05 : laju kematian alami zooplankton

* m : faktor kehilangan makanan akibat metabolisme

* v :laju penurunan oksigen di lingkungan

* v, : tingkat konsumsi oksigen oleh fitoplankton

* 7, : tingkat konsumsi oksigen oleh zooplankton

* wy : konsentrasi oksigen maksimum di lingkungan

s : laju suplai oksigen ke sistem

d : laju difusi oksigen akibat fitoplankton

2.3 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang memuat turunan
(derivatif) satu atau lebih peubah tak bebas (peubah terikat) terhadap satu atau
lebih peubah bebas suatu fungsi (Ubaidillah, 2024).

bentuk umum persamaan diferensial:
y = f(z.y) (2.3.2)

Dalam menentukan jenis persamaan diferensial dapat dilihat Apabila fungsi yang tak
diketahui itu hanya bergantung pada satu peubah saja, maka persamaan diferensial

tersebut dinamakan persamaan diferensial biasa, Sedangkan apabila fungsinya



bergantung pada dua atau lebih peubah, maka persamaan diferensial tersebut

dinamakan persamaan diferensial parsial (Maya, [2021)).

1. Persamaan Diferensial Biasa
Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan diferensial yang hanya
memuat turunan biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu
variabel bebas (Basrina et al., 2016)).
bentuk persamaan diferensial biasa :
-y TV oW 1 1)y =0 (2.3.3)
—2°)— —2x — =0. 3.
dx? dz PP Y
2. Persamaan Diferensial Parsial
Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan diferensial yang
memuat satu atau lebih fungsi (peubah tak bebas) beserta turunannya terhadap
lebih dari satu peubah bebas (Pamuntjak & Santosa, [1990).
bentuk persamaan diferensial parsial:
Pu 4, 0%

2.4 Persamaan Diferensial Biasa Non Linear

Suatu persamaan diferensial biasa dikatakan nonlinear apabila variabel atau
turunannya tidak muncul secara linear di dalam persamaan tersebut. Ketidaklinearan
dapat muncul dalam berbagai bentuk, seperti adanya perkalian antar variabel,
pemangkatan variabel (Ubaidillah, 2024).

berikut ini contoh bentuk persamaan diferensial biasa non linear:

y' —2zy +/y=0 (2.4.5)

2.5 Sistem Dinamik

Sistem dinamik merupakan suatu pendekatan yang digunakan untuk memahami
dan menganalisis permasalahan kompleks dalam berbagai bidang. Awalnya sistem
dinamik difokuskan pada permasalahan dalam sistem industri dan bisnis. Seiring

perkembangan waktu, penerapan metode ini semakin meluas hingga mencakup



sistem sosial, ekonomi, dan lingkungan (Forrester, 1961)).

Sistem dinamik memanfaatkan simulasi komputer untuk mempelajari perubahan
yang terjadi akibat penerapan suatu kebijakan dalam suatu sistem. Melalui proses
ini, user dapat mengamati bagaimana sistem merespons terhadap berbagai variasi
input yang diberikan. Dengan demikian, hasil simulasi dapat membantu user atau
pengambil keputusan dalam merancang kebijakan yang lebih efektif serta mengambil
keputusan secara lebih tepat dan terukur (Wirabhuana, [2009).

2.6 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan pada suatu sistem dinamik dapat ditentukan sifatnya dengan
mengamati tanda dari bagian real nilai eigen yang diperoleh melalui proses
linearisasi di sekitar titik tersebut. Prosedur ini dilakukan dengan mengevaluasi
Matriks Jacobian pada masing-masing titik kesetimbangan, kemudian meninjau nilai
eigen yang dihasilkan untuk menganalisis kestabilan sistem. Karakteristik perilaku
sistem di sekitar titik kesetimbangan secara lokal dapat dipelajari secara kualitatif,
bahkan dalam beberapa kasus secara kuantitatif, dengan menggunakan vektor eigen

yang terkait dengan setiap nilai eigen yang diperoleh (Perko, 2001).

Stable Lyapunov stable* Unstable
[Agl <1 [Agl =1 [2gl = 1
Stable point Neutral point Saddle point Unstable point
[yl =1, Jg] < [l =1, Jhgl < 1 [l =1, [hal =1 gl = 1, Jogl <1 [l =1, Pl =1
Real
eigenvalues >.< // o’ >< X
k @ .
Complex
conjugate
eigenvalues Pl =Pl <1 Pl =2 = 1 Ihql = [2o] = 1
Stable spiral Neutral Unstable spiral
focus center focus

Gambar 2.1 Ilustrasi berbagai tipe titik kesetimbangan dan medan vektor.

Sumber: https://www.researchgate.net


https://www.researchgate.net/figure/Schematic-illustrations-of-several-different-types-of-equilibrium-points-and-their-nearby_fig2_308414528

2.7 Formulasi Cardano

Misalkan diberikan persamaan kubik umum (Musli, [2015)
ar® +br? +cx +d=0, a # 0. (2.7.6)

Persamaan (2.7.6) dinormalkan dengan membagi seluruh suku oleh a sehingga
koefisien suku pangkat tiga menjadi satu. Untuk menghilangkan suku kuadrat,

digunakan transformasi linear

b
=1— —. 2.7.7
T 0 (2.1.7)

Transformasi (2.7.7) dipilih sedemikian rupa sehingga setelah substitusi ke dalam
persamaan kubik ternormalisasi, suku yang memuat ¢? saling meniadakan. Setelah

dilakukan substitusi dan penyederhanaan, persamaan kubik umum direduksi menjadi
34+ pt+q=0, (2.7.8)

Persamaan (2.7.8) sebagai persamaan kubik menurun (depressed cubic), dengan p

dan ¢ merupakan fungsi dari koefisien a, b, ¢, dan d.

Untuk menyelesaikan persamaan kubik (2.7.8), Cardano memperkenalkan substitusi
t=u-+vo. 2.7.9)

Dengan memasukkan t pada persamaan (2.7.9) ke persamaan (2.7.8) diperoleh

(u+v)* +plu+v)+q=0. (2.7.10)

atau
u® + 0% + 3uv + 3uv? + p(u+v) +q¢=0, (2.7.11)

atau
u? +v* 4+ (Buv + p)(u +v) +q=0. (2.7.12)

Penyederhanaan persamaan (2.7.12) dapat dilakukan ddengan menggunakan

persamaan (2.7.13), Cardano menetapkan syarat

3uv +p = 0. (2.7.13)
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dan diperoleh
ud 403 = —gq, (2.7.14)

Dari persamaan (2.7.13) diperoleh hubungan

w =L
3

(2.7.15)

3 3

Dua persamaan terakhir sepenuhnya menentukan nilai »”> dan v®. Dengan

memperlakukan «? dan v® sebagai akar-akar suatu persamaan kuadrat, diperoleh

persamaan
3

2 p
—— =0. 2.7.16
2+ qz o 0 ( )

Penyelesaian persamaan kuadrat tersebut memberikan

q ? | p
S R - S 2.7.17
Ty 1 a7 ( )
Dengan demikian,
, q 2 PP
__4 i 4,2 2.7.1
dan
2 3
I D S L (2.7.19)

2 4 27
Dengan mengambil akar pangkat tiga dari persamaan (2.7.18) dan (2.7.19), diperoleh
solusi persamaan kubik menurun

sl q @ p o osl q ¢
—\[—= =+ = —2 272
t \/2+ 4+27+\/2 T (2.7.20)

Ekspresi ini dikenal sebagai rumus Cardano. Dua solusi lainnya diperoleh dengan

memilih cabang lain dari akar pangkat tiga, yang melibatkan bilangan kompleks.

Akhirnya, karena variabel ¢ diperkenalkan melalui transformasi

=t— — 2.7.21
x g’ ( )

maka setiap solusi ¢ dari persamaan (2.7.21) menghasilkan solusi x dari persamaan
kubik semula. Dengan demikian, metode Cardano memberikan formulasi eksplisit
bagi akar-akar persamaan kubik umum.
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2.8 Matriks Jacobian

Pada model (2.2.1) yang digunakan, Matrix Jacobian diperoleh dengan menurunkan
masing-masing fungsi fi(u, v, w), fa(u,v,w), dan f3(u, v, w) terhadap variabel u,

v, dan w.Diperoleh hasil turunan sebagai berikut. Untuk fungsi pertama,

Oh _ — (1-m)v—6 Oh _ —oqu(l—m) Oh _ m
o ay+wo—w b oow (ay +wy — w)?

Turunan dari fungsi kedua adalah

0fy _ ax(l=mjv  0fs _ asu(l —m) 0fs  asu(l—m)
ou  as+wy—w v as + Wy — w aw—(aQ—l—wo—w)?’

dan untuk fungsi ketiga diperoleh

o oy _ sy
=a4—-Nw, = —2Ww, a
w

u 90 :—(S—F’Y‘i‘”}/lu—i"h’l}).

Turunan-turunan ini kemudian disusun menjadi bentuk umum matriks Jacobian:

[ r ru
T T (P SR
J(u,v,w) = az(1 —m)v asu(l —m) _s asu(l —m)v
a2 + Wo — W Ao + Wy — W 2 (a2+w0—w)2
i d —yw —Yow —(s4+ 7+ mnu+ 1)
(2.8.22)

2.9 Analisis Kestabilan

Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka sebuah vektor tak-nol x pada R" disebut

vektor eigen (eigen vector) dari A jika Ax merupakan kelipatan skalar dari x, yakni

Ax = Ax. (2.9.23)

Untuk skalar sebarang A, skalar tersebut disebut nilai eigen (eigenvalue) dari A, dan
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x disebut sebagai vektor eigen dari matrix A yang terkait dengan .

Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks A,,,, tulis kembali persamaan
(2.9.23) sehingga diperoleh
Ax = \Ix (2.9.24)

Atau secara ekuivalen dapat diperoleh

(AT — A)x = 0. (2.9.25)

Agar )\ dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat solusi tak—nol dari persamaan
tersebut. Persamaan (2.9.25) memiliki solusi tak—nol jika dan hanya jika

det(A — A) = 0. (2.9.26)

Persamaan (2.9.26) persamaan karakteristik matriks A. Skalar-skalar A yang
memenuhi persamaan karakteristik adalah nilai eigen dari matriks A. Skalar-skalar
yang memuat persamaan (2.9.26) adalah nilai eigen dari matrix A (Anton, H.|[1992).

Menurut Olsder & Woude| (2011), diberikan Jacobian J( f(z)) dari sistem nonlinear

T = f(x), (2.9.27)
dengan nilai—nilai eigen )\, maka:

* Sistem bersifat stabil asimtotik jika semua bagian real nilai eigen dari J(f(z))

bernilai negatif.

* Sistem tidak stabil jika terdapat paling sedikit satu nilai eigen dari J(f(Z))
yang bagian real positif.

2.10 Teori Bifurkasi

Menurut |Lynch| (2010), bifurkasi didefinisikan sebagai suatu medan vektor
f € R? yang terdiferensialkan secara kontinu dan dikatakan stabil secara
struktur (structurally stable) apabila gangguan kecil pada sistem & = f(x)
tidak menyebabkan perubahan perilaku sistem secara kualitatif. Sebaliknya, jika

perubahan kecil pada sistem mengakibatkan perubahan perilaku dinamik, maka f
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dikategorikan tidak stabil secara struktur (Panigoro, 2014).

Fenomena bifurkasi ditunjukkan oleh perubahan kestabilan atau karakteristik
dinamika sistem ketika parameter sistem mengalami variasi (Puspita, 2016).
Bifurkasi lokal terjadi apabila perubahan perilaku sistem berlangsung di sekitar titik
kesetimbangan, sedangkan bifurkasi global terjadi secara mendadak dan mencakup
perubahan skala besar dalam dinamika sistem (Sa’adah & Abadil 2020).

2.11 Bifurkasi Hopf

Bifurkasi Hopf merupakan perubahan kualitatif dalam dinamika sistem nonlinear
ketika titik kesetimbangan kehilangan kestabilannya akibat pasangan eigen value
kompleks konjugat dari matriks Jacobian melintasi sumbu imajiner saat suatu
parameter mencapai nilai kritis (Strogatz, 2015). Secara matematis, bifurkasi ini
muncul pada sistem & = f(x,u) apabila pada titik kesetimbangan x* terdapat
pasangan eigen value \(u) = o(p) £ iw(p) dengan kondisi a(p.) = 0 dan
w(pe) # 0, sehingga perubahan nilai parameter  menyebabkan munculnya osilasi
periodik (Kuznetsov,[2004). Fenomena ini menghasilkan limit cycle yang terbentuk
di sekitar titik kesetimbangan dan terlihat sebagai lintasan tertutup pada diagram
fase, yang umum dijumpai dalam berbagai model biologis dan ekologis (Murray,
2002).

X

[ 1

v

Gambar 2.2 Ilustrasi bifurkasi Hopf.
Sumber: Kuznetsov (2004).
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2.12 Ekosistem Perairan

Ekosistem perairan merupakan sistem yang menggambarkan keterkaitan antara
makhluk hidup dan elemen yang berada di lingkungan perairan. Makhluk hidup
seperti ikan, udang, buaya, dan berbagai organisme lainnya saling berinteraksi
dengan unsur abiotik seperti air, oksigen, batu karang, dan mineral. Ekosistem ini
terbagi menjadi dua tipe utama, yaitu ekosistem air tawar dan ekosistem air laut
(Wahyuni & Rosanti, 2016).

Salah satu komponen penting dalam ekosistem perairan adalah plankton, Plankton
dibedakan menjadi fitoplankton dan zooplankton. Fitoplankton berfungsi sebagai
produsen primer, sedangkan zooplankton berperan sebagai konsumen primer yang
memangsa fitoplankton dan menjadi bagian penting dalam rantai makanan perairan.
Oleh karena itu, keberadaan plankton menjadi indikator penting dalam keseimbangan
dan produktivitas ekosistem perairan (Wahyuni & Rosanti, [2016).

2.13 Metode Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45)

Metode Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) merupakan salah satu cara untuk mengatasi
permasalahan numerik. Metode ini memiliki prosedur untuk menentukan apakah
ukuran langkah A yang digunakan sudah tepat. Pada setiap langkah perhitungan,
dua pendekatan yang berbeda terhadap solusi dihitung dan dibandingkan. Jika
kedua hasil tersebut saling berdekatan, maka pendekatannya diterima. Namun, jika
kedua hasil tersebut tidak sesuai dengan tingkat ketelitian yang diharapkan, ukuran
langkah akan diperkecil. Sebaliknya, apabila kedua hasil tersebut memiliki lebih
banyak angka signifikan daripada yang diperlukan, ukuran langkah akan diperbesar
(Mathews & Fink, 2004).
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Metode Runge—Kutta-Fehlberg dituliskan sebagai berikut:

kl = hf(tk’a yk>a
ko = h f(te + 2h, ye + Yht)

Flti+2h, yp + Sk + ko) 0.138)

e+ Ry Yp + 50k — 8ky + 380k, — 3B L))

216 513 4104

12 1932 7200 7296
f(tk + 130 Uk + 197k — g7k + m’%) J
hf(
f( +%h7 yk—%k1+2k2—@k3+@k4—%k5)'

2565 4104

Setelah keenam nilai k; dihitung, pendekatan orde empat sehingga diperoleh

95 1408 2197 1
ot 2 L 2132
Ystr = Yk + ekt ok + ke — ks (2.13.29)

sedangkan pendekatan orde lima sehingga diperoleh

16 6656 28561 9
_ Sy k b D 2 2.13.
ekt = Yk T 3e i T ogos s s T 5 T g (2.13.30)

Estimasi galat lokal diperoleh dari selisih kedua pendekatan tersebut sehingga
diperoleh
By = 21 — Ykt (2.13.31)

Nilai galat ini digunakan untuk menyesuaikan ukuran langkah adaptif & pada iterasi

berikutnya agar tingkat ketelitian numerik dapat dipertahankan.
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2.14 Software

Software yang digunakan dalam penelitian sebagai berikut:

1. MATLAB (Matrix Laboratory) merupakan perangkat lunak yang cocok
dipakai sebagai alat komputasi yang melibatkan penggunaan matriks dan
vektor (Siang, 2009).

2. Phyton dapat digunakan untuk mevisualisasikan grafik model yang rumit atau
kompleks (Saharuddin & Prihatmono, [2022]).

3. Mathematica memiliki kemampuan mengkombinasikan manipulasi simbolik,
matematika numerik, luar biasa tampilan grafiknya, dan bahasa pemrograman
yang canggih (Abell & Braselton, 2004)).



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2025/2026 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,

Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Alat dan Bahan Penelitian

Alat yang digunakan untuk penelitian berupa software MATLAB, Phyton, dan

Matematica.

Bahan yang digunakan untuk penelitian berupa parameter sebagai berikut:

r = 0.35, oy = 0.26, oy = 0.17,
a; = 0.21, as = 0.21, 01 = 0.11,
9o = 0.11, m = 0.25, v =0.21,
v = 0.19, Yo = 0.41, wy = 3.

s = 2.86, d=0.41,
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3.3 Metode Penelitian

Tahapan-tahapan penelitian yang dilakukan adalah sebagai berikut:

1. Mengumpulkan berbagai bahan pustaka berupa buku, jurnal, serta artikel
nasional maupun internasional yang membahas tentang sistem Dinamik dan

Bifurkasi, serta referensi yang berkaitan dengan pemrograman MatLab.

2. Mempelajari sistem Dinamik dan Bifurkasi, berdasarkan bahan pustaka yang

telah diperoleh.

3. Membuat program menggunakan software untuk membantu penyelesaian

permasalahan sistem dinamik.

4. menguji parameter pada model sebagai uji coba untuk mengetahui apakah
terdapat bifurkasi dalam model yang dipakai

5. Menganalisis hasil pemrograman untuk mengetahui adanya kesalahan maupun

kekurangan dalam program yang telah dibuat.

6. Menyusun kesimpulan berdasarkan hasil Visualisasi yang diperoleh.



Studi Literatur

Y

Analisis Titik Kesetimbangan

Y

Analisis Kestabilan

Y

Analisis Bifurkasi

Y

Simulasi Numerik

Y

Penarikan Kesimpulan

3\
{ Selesai }

Gambar 3.1 Diagram alur penelitian
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Input Parameter

Tidak

A

Y

Input Sistem ODE

Y

Hitung Titik Kesetimbangan

Y

Hitung Jacobian dan Nilai Eigen

Parameter selesai?

Plot Hasil

Y

[ Selesai }

Gambar 3.2 Diagram alur pemrograman
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Penelitian ini membahas dinamika dan bifurkasi pada model plankton-oksigen
tiga dimensi yang melibatkan interaksi antara fitoplankton, zooplankton, dan
oksigen. Model tersebut diformulasikan dalam bentuk eksplisit dan dianalisis
menggunakan metode numerik untuk mengkaji perilaku dinamika sistem. Hasil
simulasi menunjukkan bahwa pada nilai parameter tertentu, sistem berada pada

kondisi stabil yang ditandai dengan trajektori sistem yang menuju titik ekuilibrium.

Melalui variasi parameter tertentu, sistem mengalami bifurkasi Hopf yang
menyebabkan perubahan perilaku dari kondisi stabil menjadi osilasi periodik.
Perbedaan dinamika sistem sebelum dan sesudah terjadinya bifurkasi Hopf dapat
diamati secara jelas melalui visualisasi trajektori, deret waktu (time series),
dan Poincaré Section. Selain itu, analisis hubungan antara fitoplankton-oksigen,
oksigen-zooplankton, serta fitoplankton-zooplankton menunjukkan adanya dinamika

nonlinier yang kompleks dalam sistem plankton-oksigen tiga dimensi.

5.2 Saran

Penelitian selanjutnya disarankan untuk mengembangkan model plankton-oksigen
dengan menambahkan faktor lingkungan lain, seperti nutrien, suhu, atau intensitas
cahaya, agar model yang dihasilkan lebih mendekati kondisi ekosistem perairan
yang sebenarnya. Selain itu, analisis dinamika sistem dapat diperluas dengan
mengkaji jenis bifurkasi lain atau perilaku chaos guna memperoleh pemahaman
yang lebih mendalam terhadap kompleksitas dinamika sistem. Penggunaan dan
perbandingan beberapa metode numerik juga disarankan untuk meningkatkan

akurasi dan kestabilan hasil simulasi.
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