
II. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini diterangkan materi yang berkaitan dengan penelitian, diantaranya konsep

bilangan bulat, bilangan prima,modular, dan kekongruenan.

2.1 Bilangan Bulat

Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat

Secara umum apabila bilangan bulat dan bilangan bulat positif, maka ada tepat satu

bilangan dan sedemikian sehingga := + , 0 ≤ <
Dalam hal ini, disebut hasil bagi dan adalah sisa pada pembagian " dibagi dengan ".

Jika = 0 maka dikatakan habis dibagi dengan , dan ditulis | . untuk tidak habis

dibagi ditulis ∤ .

Konsep di atas dapat dinyatakan dalam definisi berikut :

Definisi 2.1.1

Bilangan bulat membagi habis bilangan bulat (ditulis | ) jika dan hanya jika terdapat

bilangan bulat sehingga = ∙ .

Jika tidak membagi habis maka ∤ (Sukirman. 1997).

Contoh:

1. 3|18, sebab 18 = 3 dengan = 6

2. 3 ∤ 10, sebab tidak ada bilangan bulat sehingga 10 = 3 . Sifat-sifat penting

keterbagian dinyatakan dalam teorema berikut :

Teorema 2.1.1



Untuk bilangan-bilangan bulat , , dan berlaku :

1. |0, 1|0, | .

2. |1 jika dan hanya jika = 1 atau = -1.

3. Jika | dan | maka |
4. Jika | dan | maka |( + ).
5. Jika | , maka | dan | .

6. Jika | maka | − .

7. Jika | dan | maka | .

8. Jika | maka | , untuk bilangan bulat sebarang.

9. Jika | dan | maka |( + ), untuk sebarang bilangan bulat dan .

(Burton, 1994).

Bukti :

(1) Untuk |0, ada suatu bilangan bulat sehingga = 0,
karena ≠ 0, maka haruslah = 0 sehingga |0. Untuk 1| , 1 ∙ = , haruslah= sehingga 1| . untuk | , = , haruslah = 1 sehingga | . ■

(2) Misalkan ≠ 1, atau ≠ −1Maka = 1, karena dan bilangan bulat,

haruslah dan sama dengan ±1. ■

(3) Jika | maka ada suatu bilangan sehingga = , dan jika | maka ada suatu

bilangan bulat sehingga = . Jika | dan | maka berlaku :∙ =∙ = ( = , untuk setiap bilangan bulat)=
Dengan demikian, benar bahwa | . ■



(4) Dengan mengikuti sifat (3), maka | dapat ditulis dengan = , dan | dapat

ditulis dengan = .+ = +( + ) = + ( + = , untuk bilangan bulat)= +
Dengan demikian, benar bahwa |( + ). ■

(5) Jika | , ada suatu bilangan bulat sehingga dapat ditulis dengan∙ =∙ = ( = , untuk setiap bilangan bulat)∙ = , dapat ditulis dengan |∙ = ( = , untuk setiap bilangan bulat)∙ =
Dengan demikian, benar bahwa | . ■

(6) Dengan mengikuti sifat (2), jelas jika | , maka | − . ■

(7) Jika | , maka terdapat bilangan bulat sehingga = , dan jika |
maka terdapat bilangan bulat sehingga =
Jika | dan | maka :∙ =∙ = ( = , untuk setiap bilangan bulat)∙ =
Dengan demikian, jika | dan | maka | . ■

(8) Jika | , maka terdapat bilangan bulat sehinga ==∙ = ∙ (untuk bilangan bulat)



∙ = ∙ ( = , untuk setiap bilangan bulat)∙ = ∙
Dengan demikian jika | maka | untuk setiap bilangan bulat sebarang. ■

(9) Jika | , maka terdapat bilangan bulat sehingga = , dan jika | maka terdapat

bilangan bulat l sehingga = . Maka berlaku :+ = + = ( + )( + ) = +
Dengan demikian jika | dan | maka |( + ). ■

2.2 Bilangan Prima

Definisi 2.2.1

Sebuah bilangan > 1 disebut bilangan prima, atau prima sederhana jika faktor-faktornya

hanya bilangan positif 1 dan . Bilangan bulat lebih besar dari 1 yang tidak prima dinamakan

bilangan komposit (Burton, 1970).

Contoh :

23 adalah bilangan prima karena hanya habis dibagi 1 dan 23

10 adalah bilangan komposit karena habis dibagi 2 dan 5, selain 1 dan 10 sendiri.

Teorema 2. 2. 1

Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dan 1 dapat dibagi oleh suatu bilangan prima.

Bukti :

Diambil sebarang bilangan bulat positif > 1. Jika suatu bilangan prima, maka | . 



Apabila suatu bilangan komposit maka mempunyai faktor selain 1 dan sendiri,

misalnya , yaitu | , maka ada bilangan bulat positif sedemikian hingga =
dengan 1 < < . Jika suatu bilangan prima, maka membagi | .

Tetapi jika suatu bilangan komposit, maka mempunyai faktor selain 1 dan , misalnya

, yaitu | sehingga ada bilangan bulat positif sedemikian sehingga = .

Dengan 1 < < . Jika suatu bilangan prima, maka | . Karena | dan | ,

maka | . Jadi terbagi oleh suatu bilangan prima . 

Definisi 2.2.2

Dua bilangan bulat dan dikatakan relatif prima jika ( , ) = 1. Jika dan relatif

prima, maka terdapat bilangan dan sedemikian sehingga :+ = 1 (Flath,1989).

Definisi 2.2.3

Misalkan , , ⋯ , bilangan bulat tidak nol. Bilangan tersebut adalah pasangan relatif

prima jika faktor persekutuan terbesarnya adalah 1 (Stark, 1970).

Contoh :

Bilangan bulat 4, 15, dan 77 adalah pasangan relatif prima karena Faktor Persekutuan

Terbesar (FPB) dari 4, 15 = FPB dari 4,77 = 1

Teorema 2.2.2

Jika bilangan prima, dan | maka | atau | (Sukirman 1997)

Bukti :

Karena bilangan prima, maka hanya mempunyai factor-faktor 1 dan . Sehingga( , ) = 1, maka ( , ) = . Untuk bilangan bulat sembarang jika ( , ) = 1, karena |
maka | . Jika ( , ) = maka | . Jadi | atau | . 



2.3 Kekongruenan

Teori kongruensi merupakan pendekatan lain untuk menjawab pertanyaan tentang konsep

keterbagian. Konsep dan sifat-sifat keterbagian itu dapat dipelajari lebih mendalam lagi

dengan menggunakan konsep kekongruenan. Kekongruenan merupakan cara lain untuk

menelaah keterbagian dalam himpunan bilangan bulat.

Definisi 2.3.1

Misalkan dan bilangan bulat dan adalah bilangan bulat positif. Jika |( − ),
dikatakan bahwa kongruen dengan modulo dan ditulis :≡ (mod ) . (Stark, 1970)

Teorema 2.3.1

Misalkan bilangan bulat positif. Untuk semua bilangan-bilangan bulat berlaku:

1. ≡ (mod ) .

2. Jika ≡ (mod ), maka ≡ (mod ) .

3. Jika ≡ (mod ) dan ≡ (mod ) , maka ≡ (mod ) .

(Stark, 1970)

Bukti :

1. Untuk setiap bilangan bulat , terdapat − = 0 ∙ , sehingga≡ (mod ).
2. Sekarang jika ≡ (mod ), maka − = untuk setiap bilangan bulat

. Sehingga, − = −( ) = − ( ) dan adalah bilangan bulat, maka≡ (mod ) .

3. Misalkan ≡ (mod ) dan ≡ (mod ), maka terdapat bilangan bulat dan

yang memenuhi − = dan − = . Maka berlaku :



− = ( − ) + ( − ) = + = ( − ) ,

yang dapat dinyatakan dengan dengan ≡ (mod ) .

Teorema terbukti. ■

Teorema 2.3.2

1. Jika ≡ (mod ) dan ≡ (mod ) , maka:+ ≡ + (mod ), − ≡ − (mod ), ≡ (mod ).
2. Jika ≡ (mod ), untuk semua maka :+ ≡ + (mod ) , − ≡ − (mod ), ≡ (mod ) (Stark,1970)

Bukti :

1. Jika ≡ (mod ) dan ≡ (mod ) , maka diperoleh − = dan− = , maka − + = −( − ) = −( ) = − ( ) untuk dan

sebuah bilangan bulat. Sehingga berlaku :( + ) − ( + ) = ( − ) + ( − )= + = ( + )
Dalam notasi kekongruenan dapat dinyatakan dengan+ ≡ + (mod ).
Maka diperoleh( − ) − ( − ) = ( − ) − ( − )= − = ( − )
dalam notasi kekongruenan dapat dinyatakan dengan − ≡ − (mod )
selanjutnya= ( + )( + ) = + ( + + )



− = ( + + ) .

karena ( + + ) adalah bilangan bulat, maka − dapat dibagi

dengan . Dalam notasi kekongruenan dapat dinyatakan dengan= (mod )
2. Dengan mengikuti pembuktian (1) maka akan didapatkan :+ ≡ + (mod ), − ≡ − (mod ), ≡ (mod ).

Teorema terbukti. ■

Teorema 2.3.3

Jika ( , ) = 1, maka pengkongruenan linier ≡ (mod ) mempunyai tepat satu solusi

(Sukirman, 1997).

Bukti :

Karena ( , ) = 1, maka ada bilangan bulat dan sehingga + = 1. Jika kedua ruas

dari persamaan ini dikalikan , diperoleh:( ) + ( ) =⟺ ( ) + ( ) =⇒ ( ) − = −( ) .

Persamaan terakhir ini berarti bahwa ( ) − adalah kelipatan . Jadi( ) ≡ (mod ) .

Maka residu terkecil dari modulo adalah solusi dari pengkongruenan itu. Sekarang akan

ditunjukkan bahwa solusi tunggal.

Misalkan solusi linier itu tidak tunggal, misalkan r dan s masing-masing solusi, maka:≡ (mod ), dan ≡ (mod )



Dengan sifat transitif diperoleh bahwa≡ (mod ), karena ( , ) = 1, maka:≡ (mod ) . Ini berarti |( − ).
Tetapi karena dan adalah solusi-solusi dari pengkongruenan itu, maka dan masing-

masing residu terkecil modulo , sehingga

≤ < dan 0 ≤ <
Dari kedua pertidaksamaan ini diperoleh bahwa − < − < , tetapi karena |( − )
maka − = 0 atau = .

Ini berarti bahwa solusi dari pengkongruenan linier tunggal. Teorema terbukti. ■

Teorema 2. 3. 4

Setiap bilangan bulat kongruen modulo dengan tepat diantara 0, 1, 2, 3,⋯ , ( − 1). Jika≡ (mod ) dengan 0 ≤ < , maka disebut residu terkecil dari modulo

(Sukirman, 1997).

Contoh :

Residu terkecil dari 71 modulo 2 adalah 1

2.4 Aritmatika Modulo

Definisi 2.4.1

Misalkan bilangan bulat dan adalah bulat > 0, operasi mod (dibaca " modulo ")

memberikan sisa jika dibagi , dan ditulis mod = sedemikian sehingga = +
, dengan 0 ≤ < . Bilangan disebut dengan modulo

(Munir, 2004).

Definisi 2.4.2



Jika dan relatif prima dan > 1, maka dapat ditentukan invers dari modulo . Invers

dan modulo adalah bilangan bulat sedemikian sehingga≡ 1(mod )
(Munir, 2004).

Teorema 2.4.1 Chinese Remainder Theorem

Misalkan , , ..., bilangan bulat positif yang saling prima dengan pasangannya maka

pesamaan≡ (mod )
⋮≡ (mod )

Mempunyai solusi bersama modulo ( , , ..., ) yang tunggal (Stark, 1970).

Bukti :

Pembuktian dengan induksi matematika untuk bilangan asli .

Untuk = 1 berarti ≡ (mod ) jelas mempunyai solusi.

Untuk = 2, yaitu sistem pengkongruenan = (mod ) dan

= (mod ) dengan ( , ) = 1. ≡ , (mod ) berarti = + untuk

suatu bilangan bulat . Sehingga + ≡ (mod )≡ − (mod )

dengan suatu variabel.

Karena ( , ) = 1 maka pengkongruenan terakhir ini mempunyai satu solusi untuk

modulo , katakanlah , maka = + untuk suatu memenuhi pengkongruenan

terakhir itu.



Jadi = + = + ( + )
= ( + ) +

Ini berarti ≡ ( + )(mod ) .

Pengkongruenan ini memenuhi pengkongruenan untuk = 2. Sekarang sebagai hipotesis

diambil bahwa sistem pengkongruenan linier≡ (mod ) mempunyai satu solusi bersama untuk = 1, 2, 3,⋯ , ( − 1).
Misalkan solusi bersama itu , maka sistem ≡ (mod ), = 1, 2, 3,⋯ , ( − 1) dapat

dinyatakan sebagai pengkongruenan, yaitu:≡ (mod ⋯ )
Sehingga pengkongruenan itu dapat dinyatakan sebagai dua pengkongruenan yaitu :≡ (mod ⋯ )≡ (mod )
Sistem pengkongruenan dari dua pengkongruenan ini mempunyai solusi bersamamod ( ⋯ ) karena ( ⋯ ) = 1. Karena saling prima maka

terbukti bahwa sistem pengkongruenan ≡ (mod ) untuk = 1, 2, 3,⋯ ,
mempunyai solusi bersama modulo ( ⋯ ).
Kemudian akan dibuktikan bahwa solusi diatas tunggal. Misalkan dan adalah solusi-

solusi bersama dari sistem tersebut, maka :≡ (mod ) dan ≡ (mod )
Sehingga ( − ) ≡ 0(mod ). Ini berarti bahwa |( − ) untuk setiap = 1, 2, 3,⋯ .

Jadi ( − ) suatu kelipatan persekutuan dari , , ⋯ , . Karena saling prima maka

( , , ⋯ , )|( − ). Tetapi maupun adalah solusi-solusi pengkongruenan , berarti



dan adalah residu terkecil modulo ( , ,⋯ , ) sehingga − , ,⋯ , < − <, ,⋯ , .

Mengingat bahwa ( − ) adalah kelipatan persekutuan dari , , ⋯ , , maka dapat

disimpulkan bahwa : − = 0 atau = .

Jadi solusi bersama dari sistem = (mod ) untuk = 1, 2, 3, . . . , adalah tunggal.

Teorema terbukti. ■


