1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini diterangkan materi yang berkaitan dengan penelitian, diantaranya konsep

bilangan bulat, bilangan prima,modular, dan kekongruenan.
2.1 Bilangan Bulat
Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat

Secara umum apabila a bilangan bulat dan b bilangan bulat positif, maka ada tepat satu

bilangan g dan r sedemikian sehingga:
a=q +71,05r<b
Daam hal ini, q disebut hasil bagi dan r adalah sisa pada pembagian "a dibagi dengan b".

Jkar = 0 makadikatakan a habisdibagi dengan b, dan ditulis b|a. untuk a tidak habis

dibagi ditulisb t a.
Konsep di atas dapat dinyatakan dalam definisi berikut :
Definisi 2.1.1

Bilangan bulat a membagi habis bilangan bulat b (ditulis a|b) jika dan hanya jika terdapat

bilangan bulat k sehinggab = a - k.

Jika a tidak membagi habis b makaa t b (Sukirman. 1997).

Contoh:

1. 3|18, sebab 18 = 3k dengan k = 6
2. 31410, sebab tidak ada bilangan bulat k sehingga 10 = 3k. Sifat-sifat penting

keterbagian dinyatakan dalam teorema berikut :

Teorema2.1.1



Untuk bilangan-bilangan bulat a, b, ¢ dan d berlaku :

1. al0, 1|0, a|a.

2. a|ljikadan hanyajikaa =1 atau a = -1.

3. Jikaa|b dan b|c makaa|c

4. Jikaa|b dan b|c makaa|(b + ¢).

5. Jikaa |c, makaa|c dan b|c.

6. Jikad|b makad| — b.

7. Jkaa|b danc|d makaa |b .

8. Jikaa|b makaalc , untuk bilangan bulat ¢ sebarang.

9. Jkaal|b danalc makaa|(b + ¢ ), untuk sebarang bilangan bulat m dan n.
(Burton, 1994).
Bukti :

(1) Untuk a|0, ada suatu bilangan bulat m sehinggaa = 0,
karenaa # 0, maka haruslah m = 0 sehinggaa|0. Untuk 1|a, 1-m = a, haruslah
m = a sehingga 1|a. untuk ala, a = a, harusahm = 1 sehinggaala. =
(2) Misalkana # 1, ataua # —1 Makaa = 1, karenaa dan m bilangan bulat,
haruslah a danm samadengan +1. m
(3) Jikaa|b maka ada suatu bilangan m sehinggaa = b, danjika b|c maka ada suatu
bilangan bulat n sehinggab = c. Jikaa|b dan b|c makaberlaku :
a b =b
a  -m =b (m =k,untuk setigp k bilangan bulat)
a =c

Dengan demikian, benar bahwa a|c. m



(4) Dengan mengikuti sifat (3), maka a|b dapat ditulisdengana = b, dan a|c dapat
ditulisdengana = c.
a +a =b+c
a(m+ n)=b+c (m+n=k,untuk k bilangan bulat)
a =b+c
Dengan demikian, benar bahwa a|(b + ¢). »
(5) Jdkaa |c, adasuatu bilangan bulat m sehingga dapat ditulis dengan
a -m=¢c
ab =c (b =k, untuk setiap k bilangan bulat)
a- k = c, dapat ditulis dengan a|c
b-a =c¢ (a =1, untuk setigp ! bilangan bulat)

b-l =c
Dengan demikian, benar bahwa b|c. m

(6) Dengan mengikuti sifat (2), jelasjikad|b, makad| — b. m
(7) Jikaa|b, makaterdapat bilangan bulat m sehinggaa = b, danjikac|d
maka terdapat bilangan bulat n sehinggac = d
Jikaa|b dan c|d maka:
a 'c =b
a -m =b (m =k,untuk setigp k bilangan bulat)
a -k=»>b
Dengan demikian, jikaa|b danc|d makaa |b . m
(8) Jikaa|b, makaterdapat bilangan bulat m sehingaa = b
a =b

a -c¢=b-c (untuk ¢ bilangan bulat)



a-c =c-b(c =k, untuk setiap k bilangan bulat)
a‘k =c-b
Dengan demikian jika a|b makaa|c untuk setiap ¢ bilangan bulat sebarang. m

(9) Jikaa|b, makaterdapat bilangan bulat k sehinggaa = b, dan jika a|c makaterdapat
bilangan bulat | sehinggaa = c¢. Makaberlaku :
b +c =al +a =alk +10n)

a(lk +h)=b +c
Dengan demikian jikaa|b dan alc makaa|(b +c ). m
2.2  Bilangan Prima
Definisi 2.2.1

Sebuah bilangan p > 1 disebut bilangan prima, atau prima sederhana jika faktor-faktornya
hanya bilangan positif 1 dan p. Bilangan bulat |ebih besar dari 1 yang tidak prima dinamakan

bilangan komposit (Burton, 1970).

Contoh :

23 adalah bilangan prima karena hanya habis dibagi 1 dan 23

10 adalah bilangan komposit karena habis dibagi 2 dan 5, selain 1 dan 10 sendiri.
Teorema2. 2.1

Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dan 1 dapat dibagi oleh suatu bilangan prima.
Bukti :

Diambil sebarang bilangan bulat positif n > 1. Jikan suatu bilangan prima, makan|n. B



Apabilan suatu bilangan komposit maka n mempunyai faktor selain 1 dan n sendiri,
misalnyad,, yaitu d, | n, maka ada bilangan bulat positif n; sedemikian hinggan = d;n;

dengan 1 < n; < n. Jikan; suatu bilangan prima, maka n,; membagi n; |n.l

Tetapi jikan,; suatu bilangan komposit, maka n; mempunyai faktor selain 1 dan n;, misalnya
d,, yaitu d,|n; sehingga ada bilangan bulat positif n, sedemikian sehinggan; = d,n.
Dengan 1 < n, < n;. Jikan, suatu bilangan prima, makan, |n,;. Karenan,|n; dann;|n,

makan, |n. Jadi n terbagi oleh suatu bilangan priman,. &
Definisi 2.2.2

Duabilangan bulat a dan b dikatakan relatif primajikag (a,b) = 1. Jikaa dan b relatif

prima, maka terdapat bilangan m dan n sedemikian sehingga:
m +n =1 (Flath,1989).
Definisi 2.2.3

Misalkan a4, a5, -+, a,, bilangan bulat tidak nol. Bilangan tersebut adalah pasangan relatif

prima jikafaktor persekutuan terbesarnya adalah 1 (Stark, 1970).
Contoh :

Bilangan bulat 4, 15, dan 77 adalah pasangan relatif prima karena Faktor Persekutuan

Terbesar (FPB) dari 4, 15=FPB dari 4,77 =1

Teorema 2.2.2

Jikap bilangan prima, dan p|la makap|a atau p|b (Sukirman 1997)
Bukti :

Karena p bilangan prima, makap hanya mempunyai factor-faktor 1 dan p. Sehingga
(a,p) = 1, maka (a, p) = p. Untuk bilangan bulat sembarang jika (a,p) = 1, karenap|a

makap|b. Jika (a,p) = p makap|a. Jadi p|a atau p|b. A



23  Kekongruenan

Teori kongruensi merupakan pendekatan lain untuk menjawab pertanyaan tentang konsep
keterbagian. Konsep dan sifat-sifat keterbagian itu dapat dipelgjari lebih mendalam lagi
dengan menggunakan konsep kekongruenan. Kekongruenan merupakan caralain untuk
menelaah keterbagian dalam himpunan bilangan bulat.

Definisi 2.3.1

Misalkan a dan b bilangan bulat dan n adalah bilangan bulat positif. Jika n|(a — b),

dikatakan bahwa a kongruen dengan & modulo n dan ditulis:

a = b(mod n) . (Stark, 1970)

Teorema 2.3.1

Misalkan n bilangan bulat positif. Untuk semua bilangan-bilangan bulat a berlaku:

1. a=a(modn).
2. Jkaa = b(mod n), makab = a(mod n) .

3. Jkaa = b(modn) dan = c¢(mod n) , makaa = ¢(mod n) .
(Stark, 1970)
Bukti :

1. Untuk setiap bilangan bulat a, terdapat a —a = 0 - n, sehingga
a = a(mod n).
2. Sekarangjikaa = b(mod n), makaa — b = k untuk setiap bilangan bulat
k. Sehingga, b —a = —(k ) = —k(n) dan k adalah bilangan bulat, maka
b =a(modn).
3. Misakan a = b(mod n) dan b = ¢(mod n), makaterdapat bilangan bulat k, dan k,

yang memenuhi a — b = kyndan b — ¢ = k,n. Makaberlaku :



a—c=(a—b)+(b—-c)=kn+k;n=(k, —k;)n,
yang dapat dinyatakan dengan dengan a = c¢(mod n) .
Teorematerbukti. m
Teorema 2.3.2

1. Jikaa = b(mod n) dan ¢ = d(mod n) , maka
a+c=b+d(modn),a—c=b—-d(modn),a =b (modn).
2. Jikaa = b(mod n), untuk semua c maka:

a+c=b+c(modn),a—c=b-c(modn),a =b (modn) (Stark,1970)
Bukti :

1. Jkaa = b(mod n) dan ¢ = d(mod n) , makadiperoleha — b = k;n dan
c—d=kn,maka—c+d=—(c—d) =—(kyn) = —ky(n) untuk k; dan k,

sebuah bilangan bulat. Sehingga berlaku :
(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d)
=kn+kyn = (ky+ ky)n
Daam notasi kekongruenan dapat dinyatakan dengan
a+c=b+d(modn).
Maka diperoleh
(a—c)—b-d)=(a—-b)—(c—a)
=kyn—kn= (k; — kx)n

dalam notasi kekongruenan dapat dinyatakan dengan a — ¢ = b — d(mod n)

selanjutnya



a — .b = (bkl + dkl + klkzn) n.

karena (bk, + dk, + k,k,n) adalah bilangan bulat, makaa — b dapat dibagi

dengan n. Dalam notasi kekongruenan dapat dinyatakan dengan
a =b (modn)

2. Dengan mengikuti pembuktian (1) maka akan didapatkan :

a+c=b+c(modn),a—c=b—-c(modn),a =b (modn).
Teorema terbukti. m
Teorema 2.3.3

Jika (a, m) = 1, maka pengkongruenan linier a = b(mod m) mempunyai tepat satu solusi

(Sukirman, 1997).
Bukti :

Karena (a, m) = 1, makaadabilangan bulat r dan a sehinggaa +m = 1. Jikakeduaruas

dari persamaan ini dikalikan b, diperoleh:

(a)b +(m)b=5b
Sa(r )+m(s )=b

=sa(r )—b=—-(s )m.
Persamaan terakhir ini berarti bahwa a(r ) — b adalah kelipatan m. Jadi
a(r ) = b(modm) .

Makaresidu terkecil dari » modulo m adalah solusi dari pengkongruenan itu. Sekarang akan

ditunjukkan bahwa solusi tunggal.
Misalkan solusi linier itu tidak tunggal, misalkan r dan s masing-masing solusi, maka:

a = b(modm),dana = b(modm)



Dengan sifat transitif diperoleh bahwa
a = a (modm), karena (a, m) = 1, maka
r = s(mod m) . Ini berarti m|(r — s).

Tetapi karenar dan s adalah solusi-solusi dari pengkongruenan itu, makar dan s masing-

masing residu terkecil modulo m, sehingga
O0<r<mdan0<s<m

Dari kedua pertidaksamaan ini diperolen bahwa —m < r — s < m, tetapi karenam|(r — s)

makar —s = Q0 aaur = s.
Ini berarti bahwa solusi dari pengkongruenan linier tunggal. Teorematerbukti. m
Teorema?2. 3. 4

Setiap bilangan bulat kongruen modulo m dengan tepat diantara 0, 1, 2, 3, -+, (m — 1). Jika
a = r(mod m) dengan 0 < r < m, makar disebut residu terkecil dari a modulo m

(Sukirman, 1997).
Contoh :
Residu terkecil dari 71 modulo 2 adalah 1
24  Aritmatika Modulo
Definisi 2.4.1

Misalkan a bilangan bulat dan m adalah bulat > 0, operasi a mod m (dibaca"a modulo m")
memberikan sisajika a dibagi m, dan ditulis @ mod m = r sedemikian sehinggaa =m +
T, dengan 0 < r < m . Bilangan m disebut dengan modulo

(Munir, 2004).

Definisi 2.4.2



Jikaa dan m relatif primadan m > 1, maka dapat ditentukan invers dari a modulo m. Invers

dan a modulo m adalah bilangan bulat a sedemikian sehingga
aa = 1(mod m)

(Munir, 2004).

Teorema 2.4.1 Chinese Remainder Theorem

Misakan m,, m,, ..., m; bilangan bulat positif yang saling prima dengan pasangannya maka

pesamaan k

x = a;(mod m,)

x = a,(mod my)
Mempunyai solusi bersama modulo (m,, ms, ..., m;) yang tunggal (Stark, 1970).
Bukti :
Pembuktian dengan induksi matematika untuk bilangan adli k.
Untuk k = 1 berarti x = a,(mod m,) jelas mempunyai solusi.
Untuk k = 2, yaitu sistem pengkongruenan x = a,(mod m,) dan
x = a, (mod m,) dengan (m, , my) =1. x = a,, (mod m,) berarti x = a; + k;m; untuk
suatu bilangan bulat k;. Sehingga a; + k,m; = a,(mod m,)

kimqy = a, — a;(mod m,)

dengan k, suatu variabel.

Karena (m,, m,) = 1 maka pengkongruenan terakhir ini mempunyai satu solusi untuk k,
modulo m,, katakanlah ¢, maka k, = t + k,m, untuk suatu k, memenuhi pengkongruenan

terakhir itu.



le X = + kml = a, + (I + kzmz)ml
x = (a; + tmy) + kamym,
Ini berarti = (a; + tm;)(mod mym,) .

Pengkongruenan ini memenuhi pengkongruenan untuk k = 2. Sekarang sebagal hipotesis

diambil bahwa sistem pengkongruenan linier

x = a;(mod m,;) mempunyai satu solusi bersamauntuk i =1,2,3,---,(r — 1).
Misalkan solusi bersamaitu s, makasistem x = a;(mod m; ), i = 1,2,3,---,(r — 1) dapat

dinyatakan sebagai pengkongruenan, yaitu:
x = s(mod mym, m3 -+ M, _4)
Sehingga r pengkongruenan itu dapat dinyatakan sebagai dua pengkongruenan yaitu :
x = s(mod mym, m3 -+ M, _4)
x = a,(mod m,)
Sistem pengkongruenan dari dua pengkongruenan ini mempunyai solusi bersama
mod (m;m, ms ---m, ) karena (m;m, ms ---m,_ym,) = 1. Karena saling prima maka
terbukti bahwa sistem pengkongruenan x = a;(mod m;) untuk i = 1,2,3,-:-,71

mempunyai solusi bersama modulo (m;m, ---m,).
Kemudian akan dibuktikan bahwa solusi diatas tunggal. Misalkan r dan s adalah solusi-
solusi bersama dari sistem tersebut, maka:

T = a;(mod m;) dan s = q;(mod m;)

Sehingga (r — s) = 0(mod m;). Ini berarti bahwam;|(r — s) untuk setiap i =1, 2,3, k.
Jadi (r — s) suatu kelipatan persekutuan dari m,, my, -+, m;. Karena saling prima maka

(mq,myq, -, my)|(r — s). Tetapi r maupun s adalah solusi-solusi pengkongruenan , berarti r



dan s adalah residu terkecil modulo (m,, my, -+, m;) sehingga— my,mq, ==, my <17 —5 <

ml,ml, "',mk.

Mengingat bahwa (r — s) adalah kelipatan persekutuan dari m,, ms, -+ , m;, maka dapat

dismpulkanbahwa:r —s =0 aaur = s.
Jadi solusi bersama dari sistem x; = a;(mod m,) untuk i = 1,2,3,..., k adalah tunggal.

Teorematerbukti. m



