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TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Sistem Persamaan Diferensial
Definisi 2.1.1 Per samaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat variabel bebas, variabel tak bebas dan

derivative-derivatif tidak bebas terhadap variabel bebasnya.

Contoh:

d

y' () =fx) b T =f(x),xeR (2.1)

Pl

Adalah persamaan diferensial orde 1 (pertama) dan berderagjad 1(satu). Penyelesaian dari
persamaan diferensial ini adalah mencari fungsi y(x) yang memenuhi y’(x) = f(x) dan
memenuhi syarat awal y(0) = ¢, dengan c sebuah konstan. Fungsi y(x) yang memenuhi

kondisi tersebut dinamakan solusi persamaan diferensial.

Definisi 2.1.2 Sistem Persamaan Diferensial

Diketahui Persamaan Diferensial Biasa berikut ini

1 )
= = fl(t' Xy, X3, "'xn)

d



dx, _
d_ = f2(t' X1, X2, xn) (22)

dxy

= fu(t, X2, %3, ... %)

Kumpulan Persamaan Diferensial Biasa dalam persamaan (2.2) yang mempunyai hubungan

simultan disebut Sistem Persamaan Diferensial Biasa, dengan x4, x5, ... X, fungsi bernilai

redl dari t; =, %2, .., % adalah derivatif fungsi x,,xy, ... X, terhadap t; fi, fz, .. f, adalah
fungsi-fungsi bernilai real yang terdefinisi dalam ruang Euclide R berdimensi n+ 1
(dinotasikan dalam ruang (t,x)). (Boyce dan DiPrima, 1977)

Sistem PDB pada persmaan 2.2 dalam notasi vektor dapat dituliskan dalam bentuk

x = f'(t,x),x € R"

2.2 Martik
Definisi 2.2.1 Matriks

Matriks adalah kumpulan bilangan yang disajikan secara terurut dalam barisan dan kolom

yang membentuk persegi panjang, sertatermuat diantara sepasang tanda kurung.

aq as v Qap

a az o Qop
A= . . .

A1 Az Am

Bilangan yang terkandung dalam suatu matriks dinamakan unsur (elemen). Deretan-deretan
horisontal bilangan pada matriks disebut baris, sedangkan deretan-deretan vertikal bilangan

pada matriks disebut kolom.



Unsur-unsur suatu matrik dilambangkan: a,» Dimana m menunjukkan baris, dan n

menunjukkan kolom. Jadi a, berarti unsur matriks pada baris ke-m dan kolom ke-n.

Definisi 2.2.2 Matriks Bujur Sangkar

a;  aq Ain

a; dz QAzn
A - H

AQm1 Az Am

Bilamana m = n adalah bujur sangkar dan akan disebut matriks bujur sangkar berordo n atau
sebuah martiks bujur sangkar n. Dalam suatu matriks bujur sangkar, elemen-elemen a1, &,
........ ,ann disebut elemen diagonal. Jumlah elemen-elemen diagonal suatu matriks bujur

sangkar A disebut trace A.

(Ayres, Frank. 1974)

Definisi 2.2.3 Determinan Matriks Bujur Sangkar

Determinan matriks A berordo n x n, dinyatakan sebagai det(A), adalah suatu skalar yang

diasosialisasikan dengan matriks A dan didefinisikan secarainduktif sebagai:

th{ aq ;o ji n=1
UM Nay 4, +ay A ++aydy, ; ji n>1

dengan
Am = (D" det(4), ) im=12...n

Adalah kofaktor-kofaktor yang diasosiasikan dengan entri-entri dalam baris pertamadari A.



2.3 Nilai Eigen dan Polinom Karakteristik

Definisi 2.3.1 Persamaan Eigen dan Vektor Eigen

Jika A(n x n), v adalah sebuah vektor n tak nol yang memenuhi persamaan; Av = Av
disebut vektor eigen (eigenvector ) dari A, dan A disebut nilal eigen (eigenvalue) yang
bersesuaian dengan v. Polinomial karakteristik dari matriks A(nxn), adalah polinomial p(A) =
det (A- A l). Persamaan karakteristik dari A adalah p(A\) = 0 atau det (A- A1) =0, dengan p

adalah polinomial karakteristiknya.

Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka pernyataan-pernyataan yang berikut ekivalen satu

samalain.

a) A adalah nilai eigen dari A.

b) Sistem persamaan (A - A 1)v = 0 mempunyai pemecahan yang tak trivial.

¢) Ada sebuah vektor tak nol v di dalam Rn sehingga Av = A v.

d) A adalah pemecahan real dari persamaan karakteristik det (A- A1) =0.

Definisi 2.3.2 Polinomial Karakteristik

Bila P adalah sebuah polynomial dalam A sedemikian sehingga

P(A) = det(A— 1)



a; — A4 a; . qp
a; as; —A - Qzn

=d

am Anz e A —A
= PB(=D)" + Py ()" -+ P(=1) + Py

Maka P(A) disebut polinomial karakteristik dari A dan persamaan P(A) = 0 disebut persamaan

karakteristik dari A

2.4 Definis Titik Ekuilibrium

Titik X € R™ merupakan titik ekuilibrium untuk persamaan diferensial

d = f(t

=)
Jka f(t,X) =0 ; untuk semuat
Teorema 2.1 Kriteria Routh-Hurwitz

Semua akar polinom matriks A, P,(1) = agA™ + bgA™ 1 + a;A"2 + b, A3 ..., mempunyai
bagian real negatif jikadan hanyajika memenunhi agh, >0, agh; > 0, agh; >

0, ...agA, > 0, untuk nganjil dan A,; > 0, untuk n genap, dengan

b b bU bl bZ
A= by, A,=d a” af‘J; A= \ag a azl dan seterusnya.
N 0 by b

LemmaZ2.1.1

Diberikan matriks Aoy,

Bagian real semuanilai eigen matriks A bernilai negatif jikadan hanyajika



(i) Trace(A)<O

(i) Det(A)>0
Bukti:

Misalkan A = [22 22 | sehingga diperoleh polynomial karakteristik:

aq -1 aq

|A_A|= a; a; -1

|:ﬂz_(a1 +ay )JA+(a; a; —ag az)

Dengan demikian dari polinom karakteristik diperoleh
ag=1 bo=—(a; +ay,)=—-tr (A), a,=a; a, —a; a; =det(4) danb, =0
Dengan menggunakan teorema ( Kriteria Routh Hurwitz) diperoleh:

(1) agh; =agby >0
= a4 =_(a1 +a1)>0@a1=_t? (1“‘1)>0@t]l (A)<O

by by
Qg

(i) A, >0 A, = |_” O

1 det(A4)

=—th (A)det(4) >0

= det(4) >0  karenadari (i) —t1 (4 =0

(Hahn, 1967)

2.5 Basic Reproductive Number (Rp)

Menganalisis kestabilan dengan menggunakan nilai eigen terkadang sulit untuk diperoleh,
untuk mengatasi hal tersebut, maka digunakan Basic Reproductive Number. Ro dapat

digunakan untuk menganalisis kestabilan pada suatu sistem, yaitu jika Ro<1 makatitik



keseimbangan bebas penyakit stabil asimtotik secara global dan jika Ro>1 makatitik
kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil, tetapi sistem memiliki titik kestabilan endemik

dan stabil asimtotik secaralokal. ( Feng et al , 2001)

Nilal Ro didefinisakan sebagai rata-rata jumlah infeks kedua yang disebabkan oleh seorang

individu infected selama masa hidup sebagai seorang individu infected

KetikaRo < 1, setiap individu infected akan menghasilkan kurang dari satu penderita baru
sehingga penyakit akan hilang dan ketika Ro > 1 setigp individu infected akan menghasilkan
lebih dari satu penderita baru dan menjadi epidemik. pada saat Ro = 1, suatu penyakit akan
menjadi endemik, yang berarti bahwa penyebaran penyakit dalam suatu populasi berada
padalgju yang konsisten, yaitu seorang penderita aktif akan menularkan penyakit tersebut

kepada satu orang yang sehat. ( Trottier & Philippe, 2001)



