1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Matriksuntuk Analisis Faktor

Berikut ini akan dijelaskan beberapa konsep dasar matriks yang digunakan dalam

analisis faktor.

2.1.1MatriksInvers

Menurut Negoro & Harahap (1987) matriks invers jika A & B kedua-duanya matriks
bujur sangkar dan AB = BA = |, maka B disebut inversnya dari A, ditulis: B = A™
dan dibaca: B sama dengan inversnya A. Sebaliknya A jugainversnya B, ditulis:

A=B1

2.1.2 Matriks Definit dan Semidefinit Positif

Sebuah matriks simetriks berukuran n x n. A dikatakan bersifat definit positif jika
untuk sembarang vektor x # 0, bentuk kuadratik x'Ax > 0. Sedangkan dikatakan
semidefinit jika x’Ax > 0. Jika A adalah definit positif maka persamaan x'Ax = c,

dengan c adalah konstanta. Jika A adalah matriks diagonal yang semua unsur



diagonalnya bernilai positif, maka A adalah matriks definit positif tapi jika ada paling
tidak sebuah unsur bernilai nol (yang lain positif) menjadi matriks semidefinit positif.
Matriks diagonal yang unsurnya adalah ragam peubah akan bersifat demikian karena

ragam tidak pernah bernilai negatif.

Matriks yang definit positif, akar-akar cirinya semua bernilai positif dan determinan
dari matriks definit positif juga bernilai positif karena berupa hasil perkaliannya. Jadi

determinannyatidak sama dengan nol, sehingga A bersifat non-singular.

Matriks B berukuran m x n, maka BB’ dan B’B bersifat semidefinit positif. Jikam <

ndanr(B) = m makaBB’ definit positif, tapi B’B masih semidefinit positif.

2.1.3 Matriks Ortogonal

Menurut Ayres (1984) suatu matriks bujur sangkar A disebut ortogonal jika
AA =A"A=]

yaitu jikaA’ = A

2.1.4 Matriks Simetrik

Menurut Sartono (2003) sebuah matriks A berukuran n x n dikatakan simetrik jika
A’=A. Jelasnya, jika aj; adalah unsur ke - (i, J) dari matriks A, maka untuk matriks

simetrik sebagai berikut:



aij = aji, untuk semuai danj.

2.1.5Matriks Transpose

Menurut Negoro & Harahap (1987) dan Ayres (1984) matriks transpose dari suatu
matriks adalah matriks baru yang diperoleh dari matriks lain dengan menukar baris
menjadi kolom dan kolom menjadi baris. Jika matriks semula dinamakan A, maka
matriks transposenya A’.
Sifat-sifat transpose:
Jka A’ dan B’ berturut-turut merupakan transpose dari matriks A dan B, maka
berlaku:
a Transpose dari jumlah dua matriks adalah jumlah masing-masing
transposenya, yaitu
(A+B) =A’+B’
Bukti:
Misakan A = (g;) dan B = () maka:
(A +B) = (aj+by) = (i) = (Ci) = (gi+bi) =A’+B’ m
b. (A’ =A
Bukti:
Misalkan A = (aj) maka (A")’ = ()" = (a;) =A
c. Jikam suatu bilangan nyata (suatu skalar), makam(A)’ = (mA)’
Bukti:

Misakan A = (a;) makam(A’) = (m g;)’ = (MA)’ =



d. Transpose dari hasil kali dua matriks adalah hasil kali masing-masing
transposenya dalam urutan terbalik, yaitu (AB)’ =B’ A’
Bukti:
Misakan A = (g;) dan B = (bjj) maka elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j
dari AB adalah: a1 by + &2 by + ... + a@n by, yang merupakan juga elemen
pada baris ke-j dan kolom ke-i dari (AB)’. Dengan katalain baris ke-j dari B’
adalah kolom ke-j dari B yaitu (b, by, ..., by) dan kolom ke-i dari A’ adalah
ai1
ﬂ_iz

baris ke-1 dari A yaitu | ‘jadi, elemen pada baris ke-j kolom ke-i dari B’A’
a

m

adalah:

ail
aiz
b;j by D | : ‘ =byjair + bgjai + ... + byja,

Ain.
= ajibyj T apbyy + ..+ ajy by

Jadi benar untuk semuai dan j, sehingga (AB)’ = A’ B’

2.1.6 Matriks I ndentitas

Menurut Anton dan Roses (2004) jika R adalah bentuk eselon baris tereduks dari
matriks A x n), Maka terdapat dua kemungkinan yaitu R memiliki satu baris bilangan

nol atau R merupakan matriks indentitas I .



2.1.7 Determinan Matriks

Menurut Mattjik dan Sumertajaya (2011) deteminan dari matriks A berukuran n x n

adalah perkalian dari semuaakar ciri A, A, Aa, ..., A, dapat dinotasikan |A|, sehingga
[A] = A\yx...x Ay,

Jadi |A| = 0 jika dan hanya jika paling tidak ada satu akar yang nol, yaitu terjadi jika

dan hanyajika A singular.

2.1.8 Matriks Elementer

Menurut Anton dan Roses (2004) suatu matriks n x n disebut matriks elementer jika
matriks tersebut dapat diperoleh dari matriks indentitas I, ( xny dengan melakukan

opersal baris elementer tunggal.

2.1.9 Rank Matriks

Menurut Anton dan Roses (2004) dimensi ruang baris dan ruang kolom matriks A

dinamakan rank A dan dinyatakan dengan rank(A).

2.1.10 Trace Matriks

Menurut Mattjik dan Sumertgjaya (2011) trace dari matriks A berukuran n x n
didefiniskan sebagai penjumlahan semua akar cirinya dan dinotasikan tr(A),

sehingga



tr(A) = M+ 4+ Ay
Bisa ditunjukan bahwa tr(A) = a;; +a,, + -+ apy, jumlah dari unsur-unsur

diagonalnya.

2.1.11 Nilai Eigen (Akar Ciri) dan Vektor Eigen (Vektor Ciri)

Menurut Sartono (2003) misalkan A adalah matriks berukuran n x n. Pasangan-
pasangan (A1, X1), ..., (An, Xn) dikatakan sebagai pasangan akar ciri dan vektor ciri jika

semua (Aj, Xj) memenuhi persamaan A X = A X.

2.1.12 Matrik Kovarian

Menurut Basilcvsky, A. (1994) matriks kovarians sampel dari suatu variabel acak p
adalah matriks S yang unsur (I, h) dengan kovarian antara kolom | dan kolom h dari
matriks data pada kolom Y, sehingga S dapat dituliskan sebagai berikut:

_on a¥)oin-v)
ST dets - o

= —[X%1Yaym — nyih) (2.1)
Saat y; = yn , dari persamaan (2.1) menghasilkan varians dari sampel. Nilai
kovarians dapat ditulis sebagai berikut:

Swi+o),n+e) = Sin

Sey k= kS (2.2)

Dengan menambahkan atau mengurangi nilai  konstan untuk variabel acak tidak

mengubah besarnya kovarians, kecuali mengalikannya dengan konstanta.
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Matriks kovarian juga dapat dihitung dalam hal operasi matriks sebagai berikut:

Vi Vo o J-Jp
y=[ 2 W
J_r’t yz J_r’-p

dengan Y adalsh nilai rata-rata sampel dari Y1, Yo, ..., Yp. maka matriks kovarians
dapat difinisikan sebagai berikut:

S=—@ - NT(Y - V)]

=—XTX
n-1

dimanaX =Y - Y adalah simpangan nilai matriks rata- rata.

Matriks persamaan (2.1) tersebut kemudian dapat dinyatakan sebagai berikut
S= = (Y -V)T(Y-7

= —— (Y=Y -V

==Y - YTY - YTY + YTY)

==Y +nYTY) (2.3)

Matriks Y' Y simetris mengandung bentuk ;, ¥y, ; untuk | # h dan y7; untuk | = h.
Persamaan (2.2) adalah multivariat yang setara dengan komputasi rumus untuk
varians sampel karena dalam sebagian besar aplikasi tingkat variabel acak tidak
seharusnya mempengaruhi tingkat kedekatan atau asosiasi yang terjadi, matriks
kovarians lebih banyak digunakan daripada produk dalam atau matriks cosinus
terutama ketika variabel acak kontinu. Kovarian juga independen dari ukuran sampel

karena pembilang dari persamaan (2.1) dapat dibagi dengan n-1.
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2.1.13 Matrik Korelas

Menurut Basilcvsky, A. (1994) diketahui |s;,] menunjukkan nilai absolut dari
sampel kovarians antara variabel Y), Y. maka dari ketidaksamaan Cauchy-schwartz
|sinl < s, yaitu, -ssy <snh <S58, , dimana § dan s, adalah simpangan baku.
Sehingga diperoleh:

Sih
< — <
1_1.':_1

(2.4)

. 5
Dlmanarm = E—Lh—
1°h

Vii— YD Vin— In)
= SE _ - 25
! 1[2{11()%;-5’1)2] 1’(2[2'.?:1()’;'::‘7-’:]2] * (29)

Merupakan nilai koefisien korelasi antara Y| dan Yy, yang dapat ditunjukkan sebagai

berikut:

T(yi+e).p+e) ~ Tin

Teyikye™ Tth (2.6)
Sehingga koefisien korelas adalah independen dari penjumlahan dan perkalian
dengan konstanta. Tergantung pada ukuran sampel yang dijelaskan pada persamaan

(2.5).

Matriks korelasi adalah matriks koefisien korelasi R yang elemen tak diagonal terdiri
dari bentuk yang diberikan oleh persamaan (2.6) dan elemen diagonal yang identik

Sama.
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Definisi 2.1 Matriks korelasi juga dapat dihitung dengan operasi matriks. Misalkan Sy

menjadi matriks diagonal dengan elemen diagonalnya adalah jumlah kuadrat

(Y =Y1) (Vo= V1), (Y2 = V2) (Y2 = Vo), oo (Yo = Yp) (Y — V) maka R dapat
ditulis sebagai berikut:
R=5;"*(Y-=V)T(Y-Y)s;"?

=5, PRy P

=277 ) (2.7)
dimana Z = (Y —Y)S;"/? adalah matriks (n x p) dengan variabel standar, yaitu
kolom Y disesuakan ke nol yang berarti satuan varians. Dari persamaan (2.7)
koefisien korelasi sampel antara variabel acak juga dapat dilihat sebagai hasil produk
dalam antara dua vektor standar untuk nilai rata-rata nol dan satuan unit. Ketika unit
umum berukuran matriks kovarians yang umum digunakan saat terjadi perbedaan
varians dengan informasi penting untuk proses pendugaan. Pada waktu proses
dilakukan tidak mungkin data akan berisi satuan ukuran yang beragam. Sehingga
varians tidak lagi sebanding dan tidak menghasilkan informasi yang berguna dan
variabel-variabel acak harus distandarisas untuk mendapatkan varians yang sama.
Meskipun standardisasi dapat mengambarkan unsur kepalsuan dalam analisis yang
tampaknya tidak akan banyak pilihan sehingga unit menghasilkan ukuran yang

berbeda.
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2.2 Analisis Faktor

Menurut Khattree, R. dan Naik, D. N. (2000) misalkan x adalah vektor acak dengan
vektor rata-rata u dan matriks ragam-peragam ., dan hubungan antar unsur vektor x
dapat dituliskan dalam model faktor:

X=p+Lf+e (2.8)
dimana
M = vektor konstanta
f = faktor bersama dari vektor acak dengan ukuran kx1 (k< p) dengani=1,2, .., p
L = loading faktor

€ = unsur vektor acak yang disebut faktor khusus dengani =1, 2, .., p.

Diasumsikan bahwa vektor f dan € saling tidak berkorelasi. Jadi model persamaan
(2.8) berimplikas bahwa untuk unsur x tertentu, misalkan x; yang mewakili
pengukuran pada peubah tertentu dapat dituliskan sebagal kombinasi linear dari

seluruh faktor bersama dan sebuah faktor khusus dapat dituliskan sebagai berikut:

Xi—H1=LuF + Lo+ ... + 8 + €1

Xo—H2 =8xuF1 + oo+ ... + o+ &2

Xp=Hp = EuaF1 + Lo + ... + BomFm + & (2.9)
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dimana ljj, unsur ke-(i, j) dari matriks L, L adalah loading faktor untuk faktor
bersama f; terhadap x;. Jika k = 1 maka mode! faktor tersebut tereduksi menjadi model

Spearman sebagai berikut:

X = Lif + € ;i:1,...,p

Permasalahan analisis faktor yang muncul adalah bagaimana menentukan faktor-
faktor bersama sehingga korelasi di antara unsur vektor x terangkum pada faktor-
faktor yang diperoleh. Model analisis faktor pada persamaan (2.8) memenuhi asumsi
sebagal berikut:

1. E(f)=0

2. E(e)=0

3. Cov(f,e)=0

4. Var (f) = A definit positif

Y 0 - O
el 0 W2 . _
5 Var(e)= y=| | _ ; dengan ; >0
0 0 - Uy

Dengan asumsi tersebut, maka berdasarkan persamaan (2.8) dapat dituliskan sebagai
berikut:
var(x) =2 =LL" +y
JikaL danf keduanyatidak diketahui, maka persamaan (2.8) menjadi
Xx=p+LAYZA Y + ¢

=p+L*f*+¢
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dimanaL* = L AY2dan f* = A™Y?%f. Dengan bentuk model ini maka matriks ragam-
peragam bagi vektor x adalah

var(x) =Z = L*L*" +

Secara umum, dapat diasumsikan bahwa var(f) = I, dimana I, merupakan matriks
identitas, sehingga var(x) dapat dituliskan sebagai berikut:

var(x) =2 =LL" +y (2.10)

Model pada persamaan (2.8) dan asumsi persamaan (2.10) merupakan model faktor
baku yang banyak digunakan. Tujuan analisis ini adalah menentukan L dan { telah
memenuhi asumsi sehingga persamaan (2.10) terpenuhi. Penentuan ini menjadi

masal ah utama dalam analisis faktor.

Perhatikan bahwa cov(x, f) = L atau cov(x;, f) = l;;. Ha ini berimplikas bahwa
peragam dari vektor acak x dan vektor dari faktor bersama f secara lengkap
ditentukan oleh matriks loading factor L. Juga dapat dilihat bahwa corr(x;, f;) =
liVoi; = lij, jika var(x) = 0y = 1, yaitu ketika = berupa matriks korelasi. Loading

factor adalah matriks koefisien korelasi antara peubah asal dengan faktor bersama.

Misalkan vektor berukuran px1, |; dan |; adalah baris ke-i dan ke-j dari matriks L.
Makauntuk i #j,

ojj = cov(x;, x;) =171 = ligljs + il jp + oo+ L L
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dan
gi = var(x) = il +
=P+ P+ o+ B+
= b + i
dengan h? = I;’l;. Jadi ragam dari x; diuraikan menjadi dua komponen ragam, yaitu h?

dan y;, yang masing-masing berpadanan dengan faktor bersama dan faktor khusus.
Besaran (; adalah kontribusi faktor khusus €; yang disebut ragam khusus, sedangkan
h? adalah kontribusi faktor bersama dan disebut komunalitas ragam bersama. [
adalah kontribusi faktor bersama pertama terhadap ragam bersama, 1%, adalah

kontribusi faktor bersama kedua terhadap ragam bersama, dil.

Umumnya, penguraian secara tepat matriks korelasi p ataupun matriks ragam
peragam X~ menjadi LL' + ¢ tidak selalu mungkin diperoleh. Persamaan £ = LL' +
Y dalam faktor analisis hanya terpenuhi pada kondisi tertentu berkaitan dengan nilai
p dan k untuk menginginkan banyaknya parameter yang tak diketahui pada model
faktor lebih sedikit daripada yang di dalam matriks 2. Perhatikan bahwa pada bagian
Kiri persamaan p = LL’ + ¢ memiliki p(p+1)/2 unsur yang berbeda, sedangkan
disebelah kiri L memiliki pk unsur dan memiliki p unsur, sehingga totalnya pk+p
parameter. Jadi untuk model faktor diperlukan bahwa

p(p +1)
2

— (pk xp) > O0ataup > 2k

Jka p > 2k, solus tepat untuk persamaan = = LL’ + ), dalam bentuk L dan

memungkinkan pada kasus sederhana. Sebagai contohp=3dank=1
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X1 = Iif+ &
Xo = If + &
X3 = |of + &3
maka
ll l,bj_ 0 0
Z=LL’+UJ=[iz]U1 lz I3]+]0 Y, 0]
13 O 0 lnb3
Sehingga
011 012 013 B L L Yy, 0 0
021 02 Oa3|=|ll; 13 Ll|+|[0 0]
031 O3z O33 Lly, Ll. B 0 0 3
Penyelesaian persamaan tersebut untuk mendapatkan |; dan ;, i = 1, 2, 3,
menghasitkan
2 013012 2 023012 2 013023
=== {fr=—== {5 =—= .
81 O23 2 O13 R 012 (2 11)
dan
Wy = 014 — &1 Wy = 0z — €5 W3 = 033 — 3 (212)

Model faktor pada persamaan (2.8) tidak unik karena dua pasang (L, f) dan (L*, f*)
yang berbeda menghasilkan struktur matriks ragam peragam yang sama. Misalkan
sgja ' adaah sembarang matriks ortogonal berukuran k x k. Maka model pada
persamaan (2.8) dapat ditulis ulang sebagai:

X=p+L T If+e¢

SpHL* e (2.13)
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dengan L* = LI dan f* = '’f. Perhatikan bahwa E(f*) = E(I"’f) = "E(f) = O, dan
var(f*) = var(lC'f) = M var(f) = I = I Sehingga sembarang transformasi
ortogonal terhadap f akan menghasilkan struktur peragam yang samauntuk ., yaitu
2=LL+y
=L T +y

:L*L*"l'l]J

2.3 Metode Pendugaan Loading Factor

2.3.1 Metode Komponen Utama

Menurut Rao (1964) metode komponen utama pada analisis faktor adalah metode
yang paling sederhana. Misalkan R adalah matriks korelasi contoh berukuran p x p,
karena matriks R adalah simetris dan definit positif maka dapat dituliskan sebagai
berikut:

R=[AT’

Dengan A adalah diagonal ( Ay, ..., Ap), dan Ay = ... = A, > 0 adalah akar ciri matriks
R, sertal'T” = I''I" = Ip, dengan I adalah matriks ortogonal p x p yang kolom-
kolomnya adalah vektor ciri matriks R , yaitu ', ..., ['p yang berpadanan dengan
vektor ciri Ay, ..., Ap. Misalkan k adalah banyaknya komponen utama yang dipilih

menggunakan kriteria tertentu, misalnya banyaknya komponen utama minimum yang
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mampu menerangkan persentase keragaman total dengan demikian dapat
didefinisikan matriks berukuran p x K sebagai L.~

L=|/ATy, o, AT (2.14)
maka, R didekati dengan

LL=3k ALY, (2.15)

Dimanal™; adalah kolom ke-i padamatriks T .
Jadi L = ( &) yang diberikan pada persamaan (2.15) merupakan penduga matriks
loading faktor L. Matriks diagonal ragam khusus y diduga dengan ;, yaitu matriks
diagonal yang unsurnya diambil dari R - L/

1-h2 0 - 0

0 0 - 1-h2
dimanah? =31, £5,i=1,2,...,p
Dengan demikian diperoleh model k-faktor dengan L diduga oleh L dan ¢ diduga
dengan s, sehingga diperoleh pendekatan bagi R adalah

R=LL+¢

Sebelum melakukan validasi model untuk menerima L dan { sebagai penduga akhir,
maka perlu dihitung matriks sisaan terlebih dahulu sebagai berikut:

Res=R-(LL'+{)
dan besaran dari unsur-unsurnya diperhatikan menggunakan ukuran statistik tertentu

atau secaraintuitif.
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Matriks sisaan Res selalu memiliki unsur diagonal nol. Pada kasus yang ideal, Res =
0, dengan demikian dalam bahasa intuitif jika unsur nondiagona juga dekat dengan
nilai 0 maka penduga L dan , dianggap cukup bagus dan dapat diterima. Hal ini

memicu munculnya statistik untuk menilai mutu dari pendugaan.

Jika k terpilih sehingga ¥, A; yang merupakan keragaman total yang diterangkan
oleh k buah vektor ciri besar (mendekati p) maka Y%, A; akan kecil (mendekati 0).
Bisa ditunjukkan bahwa jumiah kuadrat dari unsur-unsur matriks sisaan Res <
>k i1 i. Sehinggajika YK, 4; kecil, ini juga menunjukkan bahwa matriks sisaan

k . k :
itu kecil atau besaran Z;Hfl = z{:?lza dapat dijadikan ukuran kebaikan yang
=1

sesuai dari model faktor. Semakin kecil nilainya mengindikasikan kebaikan model

faktor yang baik. Jika yang digunakan bukan matriks korelas melainkan matriks

ragam peragam maka Y ¥_, 1; tidak selalu sama dengan p.

Salah satu ukuran untuk menilai kebaikan model yang sesuai adalah menggunakan
RMS overall yaitu akar kuadrat tengah dari seluruh unsur non diagonal matriks Res,

sebagal berikut:

- ! P P 2

RMS_overall—Jp(p_l) i=12j=17€S}j
Meskipun tidak ada keseragaman aturan untuk menentukan batasan dari
RMS overall ini, namun beberapa ilmuan menyatakan bahwa nilai 0.05 dapat

digunakan yang artinya jika diperoleh RMS_overall yang kurang dari 0.05 dengan
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banyaknya faktor bersama paling sedikit, itulah yang diambil sebagai model terbaik

berdasarkan kriteria tersebut.

Untuk melakukan evaluasi terhadap masing-masing peubah sehingga didapatkan

RMS di setiap peubah dengan menggunakan formula sebagai berikut:

= Ly e
RMS = (p—l)z*':""resij

2.3.2 Metode Kemungkinan Maksimum (Maximum Likelihood Method)

Menurut Johnson and Wichern (1998) misalkan X1, X, ..., X, adalah sampel acak
dari populasi normal, Np (4, Z) dimana ~ = LL’+{ adalah matriks koragam untuk
mode! faktor bersama dari persaman (2.10) dengan fungsi likelihood, L (u, ) adalah

sebagai berikut:

L(WE) = (ZH)_% |z|‘§ e—%tr[z‘l(zjﬂl(xj—?)(xj—?)l+ n &-p) &= )] (2.16)

Dugaan kemungkinan maksimum L, {, dan fi = X diperoleh dengan cara
memaksimumkan persamaan (2.16) yang didasarkan pada kondisi khusus

(uniqueness) A = L’ g™ L sebagai matriks diagonal.

Dengan mensubtitusikan persamaan (2.10) ke persamaan (2.16), dan memisalkan

£ =In L(p, £) maka diperoleh:

e=—>In2m) — 2|z - S 7 Sy + n&X— (-]
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g= —gln(zn) — §1n|2| — 2 t (E78) — 5 E— > E— (2.17)
dengan mempertimbangkan bahwa fi = X, menurut Seber (1984) untuk
memaksimalkan log-likelihood

e=— = [In|z]| + tr(=7'Sy)] (2.18)
ekuivalen dengan meminimumkan

h(fi, P, L) =1In|Z] —In|S,| + tr (Z71S,) — p (2.19)
Hingga memenubhi

@8.977%) (377 0) = (@2 D)+ B (2.20)

Menurut Johnsons dan Wichern (1998) sampai diperoleh kondisi yang konvergen,
elemen diagona P akan sama dengan (S- LL’), dimana S, dan p = tr (£S, 1) adalah

bernilai konstan.

2.3.3 Metode Faktor Utama

Menurut Khattree, R. dan Naik, D. N. (2000) metode faktor utama didasarkan pada
penggunaan metode komponen utama terhadap matriks korelasi semu (matriks
ragam-peragam semu), yaitu diperoleh dengan mengganti unsur diagonal dengan

komunalitas.

Misalkan struktur faktor yang diberikan pada persamaan (2.3) R = LL’ + ), berlaku

untuk suatu nilai k. Jika k adalah banyaknya faktor, maka matriks korelasi semu
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R — = LL” merupakan matriks simetrik semidefinit positif dengan pangkat k yang
tujuannya adalah menduga L. Dengan penguraian spektral terhadap R — ¢ maka
diperoleh hasil:
R-y=CAl"

dimana /A = diagonal( A1, ..., Ak, O, ..., 0), dan A;= ...= A > 0 adalah akar ciri dari
matriks korelasi semu dan I" adalah matriks vektor ciri padanannya. Dengan demikian
matriks L dapat diperoleh melalui:

L= [VAl, o A
dengan I'; adalah kolom ke-i dari matriks . Dalam prakteknya untuk matriks R yang
diketahui dan w = { , R -  mungkin sga berpangkat penuh. Jadi dengan
menggunakan T sebagai penduga I", dan A sebagai penduga A\, melalui penguraian

Ra=R-{p=TAT (2.21)

Sehingga L dapat diduga sebegai berikut:

s U{n, ﬁkrk

dimana T; kolom ke-i dari matriks I'. Sehingga L diduga dengan mendekati 1. yang

memenuhi struktur faktor sebagai berikut:

Rq = LL’ + §, untuk Y = § yang telah ditentukan

Misalkan matriks korelasi R dan matriks dugaan ragam khusus { telah ditentukan,
maka menggunakan h?= 1 - g, i = 1, ..., p kita dapat memperoleh penguraian

sebagai berikut:
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E% r12 l‘lp
2
Ro=R-{=|"2 M2 2p| = PAD
. A'z
fp1 Tpz - hy

Andaikan k’ adalah banyaknya unsur diagonal A yang tidak sama dengan O, yaitu Ay,
... Ao dan T, ..., Ty adalah vektor ciri R — § yang berpadanan dengannya. Meskipun
R -y matriks yang definit positif dengan pangkat k, namun Ra = R - § dapat
memiliki akar ciri yang negatif. Misalkan diambil k’ sebaga penduga k. Pada metode
faktor utama, k sebagai penduga k dipilih sehingga memenuhi k < &’ <k, dan 3%, 4;

dekat dengan penduga total komunalitas Y%, h? = tr(R - ). Dengan dasar ini
matriks L diduga dengan

STl

Pendugaan L yang dinyatakan tersebut tergantung pada (| yang ditentukan atau pada

komunalitas h?. Artinya pada saat menggunakan metode ini, harus menentukan

matriks s atau menentukan komunalitasnya.

2.4 Pendugaan Parameter

Menurut Larsen dan Marx (2012) sebarang fungsi dari sampel acak yang digunakan

untuk menduga suatu paramter disebut dengn statistik atau penduga. Jika 6

merupakan parameter yang dapat diduga, maka penduga dari 8 dinotasikan .
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2.4.1Tak bias

Sifat penduga yang baik salah satunya adalah sifat tak bias. Suatu penduga dikatakan
takbias apabila asumsi yang telah ditentukan terpenuhi, adapun penjelasannya sebagai

berikut:

Definisi 2.2 (Tak bias)
Misalkan Y, Y,, ..., ¥,, merupakan sampel acak dari fungsi kepekatan peluang kontinu

fy(y; 8) dimana 6 merupakan parameter yang tidak diketahui.

Menurut Larsen den Marx (2012) penduga 8 = [h(Yy, Y,, ..., Yy)] dikatakan takbias
bagi 6, jika E(8)= 6 (semua ). (Untuk konsep dan terminologi yang sama berlaku,
jika terdapat data sampel acak Xi,X;,..,X, yang diambil dari fungs kepekatan

peluang diskret p, (k; 0)).

Menurut Larsen dan Marx (2012) suatu penduga 8§ = [h(Yy,Ys, ..., Y,)] dikatakan

penduga tak bias asimtotik bagi 6, jikalim,, ., E(6,) = 6.

2.4.2 Ragam Minimum

Menurut Hogg and Craig (1995) selain sifat ketakbiasan, penduga parameter
dikatakan baik apabila memenuhi sifat penduga ragam minimum. Adapun definisi

ragam minimum suatu penduga sebagai berikut:
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Definisi 2.3 (Ragam Minimum)
Bila U(X) merupakan penduga bagi g(6), maka U1(X) dikatakan sebagai penduga
beragam terkecil, jika

> 4
Ou1(x) < Opy(x)

Dimana U(X) merupakan sembarang penduga bagi g(8).
Untuk mengetahui sifat varian minimum dari suatu penduga parameter digunakan

juga Cramer-Rao Inequality.

2.4.2.1 Cramer-Rao I nequality

Menurut Hogg and Craig (1995) suatu penduga parameter dikatakan memiliki sifat
ragam minimum, apabila memenuhi batas bawah Cramer —Rao. Adapun penjelasan

mengenai definisi dan teorema yang mendukung sebagai berikut:

Teorema 2.1 (Cramer-Rao Inequality)
Diberikan fy(y; 8) fungs kepekatan peluang dengan orde pertama kontinu dan orde
kedua turunan. Misalkan himpunan dari nilai y, dimana fy (y; 8) # 0O, dan tidak terikat

(bebas) terhadap 8. Diberikan Y1, Y, ..., Y, sampel acak dari fy (y; 8) dan 8,, = [h(Y 1,

Mol

Y2, ..., Yn)] penduga yang takbias bagi 0.

. 2
Var(6) > {nE [(———a ik ;gy o ))
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Definisi 2.4
Menurut Hogg and Craig (1995) misalkan Y penduga takbias bagi parameter 8 dalam
kasus pendugaan baik. Statistik Y dikatakan penduga efisien bagi 6 jika dan hanya

jikavarian dari Y mencapai batas bawah Rao-Cramer.

2.4.2.2 Informas Fisher

Menurut Hogg and Craig (1995) misalkan X variabel acak dengan fungsi kepekatan
f(x;0),0 € Q. Informasi Fisher dinotasikan dengan 1(#), dimana

alnf(yeJ Blnf(yBJ
160) = nE[(ZRE20)] - 7 [0

—2—| f(x;0)dx

atau 1(0) dapat dihitung juga dengan cara berikut:

a%1n f,(v;0) o a%In f,(y;8)
| = L[| fs 0y

1(8) = —nE [
Definisi 2.5 (Informasi Fisher)

Menurut Hogg and Craig (1995) misalkan X;, X5, ..., X,, adalah sampel acak dari
suatu distribusi dengan fungsi kepekatan peluang f(x; 8). Makafungsi kemungkinan
fungs kepekatan peluang bersamadari X4, X5, ..., X;, adalah

L(B) = f(x1;0) f(x2;6) .. f (xn; 0)

= nf(xr;:f?)

i=1
Selanjutnya, fungsi kemungkinan diberi fungsi log natural, sehingga

INL(O) =1n f(xy;0) + In f(xz;0) + -+ In £ (s 0)
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dan

dlnL(6) alnf(x1;9)+6|nf(x2;9)+ +6]nf(xn;9)
00 N 06 6 0

Maka, dapat didefinisikan informasi fisher dalam sampel acak sebagai berikut:

(8 =E “——]nf”(y’g )I }

Definis 2.6 (Matriks Informasi Fisher)

Misalkan sampel acak X, X,,...,X, dari suatu distribusi dengan fungsi kepekatan
peluang f(x;6;,6,),(6,,0,)e 2 daam kondisi yang ada. Tanpa memperhatikan
kondisi yang rinci, misalkan bahwa ruang dari X dimana f (x; 64, 6,) > 0 yang tidak
meliputi 6, dan 6, dimana dapat diturunkan di bawah integralnya. Sehingga matriks

informasi fisher sebagai berikut:

I
alnf(X;0 4,61 o [[21n f(X;01,62) I £(X;04,62)
[ a6, } {l 26, a6, ]}
B E{alnf(X 91,92)alnf(X91,92) . alnf (X;0 1,6,
l a6, } l 6, J
atau
o [P f(X:60,4,62) 02Inf(X;6 1,60.)
ZLaLl [ 08¢ ] l 06,6 l

2Inf(X; 0 1,6,) . 92Inf(X; 6 1,6,)
96,6, 262
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Selain sifat takbias dan ragam minimum, sifat penduga yang baik lainnya adalah
kekonsistenan, maka sub-bab selanjutnya akan dijelaskan mengena sifat

kekonsistenan suatu penduga.

2.4.3 Kekonsistenan

Menurut Larsen dan Marx (2012) sifat penduga yang balk selain ketakbiasan dan
ragam minimum adalah sifat kekonsistenan. Suatu penduga dikatakan konsisten

apabilaasums yang telah ditentukan terpenuhi.

Definisi 2.7 (Konsisten)
Suatu penduge 8,=[h(W,, W,, ..., W,)] dikatakan konsisten dari 6, jika8,, =
[A(Wy, W,, ..., W,,)] konvergen peluang ke 6, untuk semua. & > 0,

lim P(|0, -6 <) =1

Berkaitan dengan kekonsistenan suatu penduga, selain definisi terdapat teorema yang

mendukung , yaitu sebagal berikut:

Teorema 2.2 (Chebyshev’s Inequality)

Misalkan W variabel acak dengan rata-rata p dan ragam ¢2. Untuk & > 0,

O.2
PIW = pl< 21—

1
PAW — 9| < ko) 2 1=
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Teorema 2.3
Menurut Casella and Berger (2002) jika W, = W, (X1, X2, ..., Xp) merupakan

rangkaian dari penduga suatu parameter 6, maka berlaku:

1. limy, VargW, =0
2. lim,_. BiasW, =0
Untuk 6 € ©, W, = 0 merupakan rangkaian penduga konsisten dari suatu parameter

6.



