II. LANDASAN TEORI

2.1 Fungs

Definisi 2.1.1 Fungs Bernilai Real
Fungs bernilai real adalah fungsi yang domain dan rangenya adalah himpunan bagian dari

real.

Definisi 2.1.2 Limit Fungsi

Jika f adalah suatu fungsi, maka
1t1_r)rtl F(t) =1L

Jikadan hanyajikaVe > 0, 34 > 0 sehinggajika0 < |t — c| < & berlaku
[F(t) — L] < &

(Ayres,jr dan Mendelson,2004 ).

Definisi 2.1.3

Misakan lim,_,, f(x) = L danlim,_, g(x) = M maka f (x), g(x) mempunyai limit dan

lim,_, f(x) + g(x) =L+ M.

Bukti :



Diberikan £ > 0 sebarang. Karenalim,_,, f (x) = L , makaterdapat ; > 0 sehingga

If(x) — L] < g apabila0 < |x — a| < &,. Karenalim,_, g(x) = M, makaterdapat §, > 0
sehingga |g(x) — M| < - apabila0 < |x — a| < &,.

Pilihd =m (6;,6;), makauntuk 0 < |x — a| < & dipenuhi

If() =Ll <3 dan |g(x) - M| <>

sehingga:

|(f(x) +9(x)) — (L + M) =(f(x) — L) — (g(x) — M)|

<|f() =Ll = lg(x) — M|

karena e > 0 sebarang, maka
Lirrg{f(x) +g9g(x)=L+M

Sifat Limit fungs

Jika lim f (x) = Adan limg(x) = B, maka berlaku:

o Iim(f(x)+g(¥)=limf(x)+limg(x) = A+B
lim(f (x) - g(x)=1im f () ~limg(x) = A~ B
. Ixirg(f (x).9(x)) = lim f (x).limg(x) = AB

. lim(c.f (x)) =c. lim f (x) = c.A

X—a



m{um}ﬂm”@ Aao

g ) limg(x) B
. a(x) _ 1; )l(i_r;nag(x) _ B
o lim f ()% =1lim f (x) =A
(Ayres,jr dan Mendelson,2004 ).

Teorema 2.1.1 Kekontinuan Fungsi

Misakan A c R, fungs f disebut kontinu di ¢ € A untuk setiap € > 0, terdapat & >
0 sedemikian sehinggajikax € A memenuhi |x — c| < d maka |f(x) — f(¢)| < &. Fungsi f

disebut kontinu pada A, jika f kontinu di setiap titik ¢ € A.

Bukti :

Misalkan f kontinu di ¢, ambil € > 0 sebarang. Anggap V = (f(c) — &, f(c) + €), karena f
kontinu di ¢ makaterdapat lingkungan U, dari ¢ sehingga f(x) € V, untuk setiap x € U,.
Pilih & > 0 sehingga (¢ — &, ¢ + &) < U,, makauntuk & ini berlaku f(x) € V, sehingga

untuk |x — c] < d maka|f(x) — f(o)| < &.

Diberikan sebarang (x,,) barisan yang konvergen ke ¢ dan ambil £ > 0 sebarang. Menurut
hepotesis terdapat & > 0 sedemikian sehinggajikax € A memenuhi |x — c| < § maka

|f(x) — f(c)| < e. Karena (x,,) konvergen ke ¢, makaterdapat Ny € N sehingga |x,, — ¢| <
6 bilan = ng. Jadi untuk n > ng berlaku | f(x,,) — f(¢)| < &, sehingga (f (x,,)) konvergen

ke f(¢). Ini menunjukkan fungsi f kontinu di c.

Teorema 2.1.2 Kontinu Seragam

Misdkan A c R dan f: A — R, [ dikatakan kontinu seragam pada A jika untuk setiap € > 0,

terdapat d(g) > 0 sehinggajikax,u € A memenuhi |x —u| < d maka |f(x) — f(u)| < «.



2.2  Vektor
Definis 2.2.1 Ruang Vektor

Ruang vektor V adalah himpunan vektor tak kosong di mana dua operasi berlaku,
penjumlahan dan perkalian skalar. Setiap duavektor d@ dan b dan kombinas liniernya aa dan
ﬁE , & dan 8 bilangan real merupakan anggota dari V, dan memenuhi sifat-sifat sebagai
berikut :

- Operasi penjumlahan :

Q

1. @a+b=b+

2. (@+b)+é=ad+(b+¢)

e

=1

+0=

oy

3.
4. da+(—a)=0

- Operasi perkalian:

1. c(fi+5)=cd’+c§
2. (c+k)a=cd+kd
3. c(ka)=(c)d

4. la=d

(Maddox, 1970).

Definisi 2.2.2 Fungs Bernilai Vektor

Suatu fungs ¥ bernilai vektor dengan peubah real t memadankan tiap bilangan real t dengan
suatu vektor F(t).

Jadi

F@© = fO1 + g®)) = (1), 9(D)



dengan f dan g fungsi bernilai real
( Spiegel, 1990).

Definisi 2.2.3 Limit Fungsi Bernilai Vektor

Misalkan fungs vektor F(t) = f1(t) + fo(D)+ ...+ f(¢) terdefinisi pada selang terbuka di
D yang memuat a, kecuali mungkin di a sendiri dan L=(I4, I, ..., I) vektor di R". Limit

fungs F jikat mendekati a, ditulis
lit (o F(O) =L
dan didefinisikan sebagai berikut:
setiap £ > 0 ada bilangan § > 0 sehingga
|F(t) — L]|<e
Untuk semuat di daerah definisi fungsi F dan memenuhi 0<|t — a|<8.
Teorema2.2.1 Limit Fungs Bernilai Vektor

Misakan F(t) = f(t)i + g(t)j, makaF memiliki limit di cjikadan hanyajika f dan g

memiliki limit di ¢. Dalam ha ini berlaku:

lim F(t) = [@g f] @+ [Itilgg(t)Jj
(Purcell dan Varberg, 1987).

Definisi 2.2.4 Norm



Misal diberikan sebarang partikel x  R™ dan o0 = (0,0,0) merupakan titik awal. Makajarak

atau norm antara x dan o dinotasikan dengan ll x|l serta didefisikan sebagai:

lxll = \/xf + x2+,,, +x2

atau

1
n E
n
lixll = (Zmz)
i=1

2.3 Integral Riemann
Definisi 2.3.1 Partisi

Misalkan f:1 - R terbatasdan P = {x,, x1, ..., x,,} partis 1 padaselang [a, b], suatu

himpunan berhingga{a = xg, x4, ... ., x, = b} sedemikian sehingga
a=xg <X < <Xy <X =D

Norm partisi P yang dinyatakan dengan Il PIl nilai terbesar diantarabilangan (x; — x;_1),i =

1,2, ..,n. Makadefinisi jumlah Riemann padafungs f:1 - R adaah
n
S(fiP) = Zf(fi)(xi_xi—l)
i=1

(Bartle, 1992).
Definisi 2.3.2

Diberikan integral tertutup [a, b], partisi Q disebut penghalus partisi P pada [a, b] jikaP Q

(Herawan-Thobirin, 2008).

Teorema 2.3.1



Untuk setiap bilangan real 6 > 0 terdapat partisi P pada [a, b] sehingga ll PlI<é
(Herawan-Thobirin, 2008).
Definisi 2.3.3 Jumlah Riemann Atas dan Jumlah Riemann Bawah

Misalkan A partisi P dari [a, b] adalah terbatas. Untuk setiap subinterval [x,_;, x,] dari P

maka:
mey =10t {f(x):x [x_1.x PdanM, =5 {f(x):x [x4_1. %]}
Sehingga jumlah integral Riemann bawah dari f dengan partisi P adalah
i)
L P) = ) mi(e=e )
k=1
sedangkan jumlah integral Riemann atas adalah
n
UGfP) = ) M)
k=1
dengan m,, = inf f(I,;) dan M,, = sup f(I,;). Akibatnya
L(P; f) < S(P, f) < U(P; f)

Definisi 2.3.4 Integral Riemann Atas dan Integral Riemann Bawah

Misalkan f fungsi bernilai real yang terbatas dan terdefinisi pada i: [a, b] dan P =
(%0, %1, ..., X1, X)) Merupakan partisi dari /. Makaintegral Riemann atas dan integral

Riemann bawah secara bersamaan didefinisikan sebagai:

b
infu(p;f) = j f(0d



dan

b
Sup L(P; f) = j F(0d

Fungs f dikatakan terintegralkan Riemann pada selang [a, b] jika

b b
[ reod = j f)d

dan dinotasikan

b
| reod

Definisi 2.3.5 Integral Sebagai Limit

Diberikan fungsi f real dan terbatas pada [a, b] untuk tiap partisi P = {x, x4, ..., X,,.} pada

[a, b] dibentuk jumiah
S(f;P) = Z () (xi—xi-q)

Di mana merupakan titik sebarang pada sebselang tertutup [x;_1,x;]1 i = 1,2,..,n. Bilangan
rea A disebut limit S(P, f) untuk norm lIPIl - O dan ditulis limyy,_q S(P, f) = A jikadan
hanya jika untuk setiap £ > 0 yang diberikan dan sebarang pengambilan titik t;  [x;_1, x;] ,

terdapat & > 0 untuk semuapartisi P pada[a,b] dengan lIPIl<s berlaku
ISP f —A)l < e
Definisi 2.3.6 Integral Riemann

Andaikan f suatu fungsi yang didefiniskan pada selang tertutup [a, b]



Jika ‘Iim)Zf(Xi).AXi ada
I

Maka f terintegralkan pada [a, b]

(Purcell dan Varberg, 1987).

Teorema 2.3.2 Keintegralan Riemann

Jika f terbatas pada [a, b] dan iakontinu di sana kecuali pada sejumlah terhingga titik, maka
f terintegralkan pada [a, b]. Khususnya, jika f kontinu pada seluruh selang [a, b] makaia

terintegralkan pada [a, b]

(Purcell dan Varberg, 1987).

Teorema 2.3.3 Keintegralan Riemann Fungsi Kontinu
Jika f kontinu pada [a, b] maka f terintegralkan pada [a, b].
Bukti:

Fungsi yang kontinu pada [a, b] pasti terbatas pada [a, b] dan kontinu seragam pada [a, b].
Karena f fungsi kontinu seragam pada [a, b] makadiberikan sebarang £ > 0 terdapat 6 > 0

sedemikian sehingga untuk setiap x, ¥ [a, b] dengan |x — y| < & berlaku
fG) = fO) <
fx)—f() = a

diberikan P = {xg, x4, ..., x,,} partisi dari [a, b], setiap subinterval [x;_;, x,], f mencapai

nilai maksimum M,, dan nilai minimum m,,, maka

f(u) = My dan f(vg) = my



diperoleh:

My =me = f() = f(v) < 5—

akibatnya:

0= U = L) = ) M1, = ) i (i1, %)
k=1 k=i
= z(Mk — mye) (X1, xx)
k=i

= z(f(uk) - f(vk)) (k1. %)
k=1

T

E A |
= h—a Z(xk—ll Xk)

k=1

5 f " (b—a)=c¢
ini menunjukkan
U, f)—L(P,f) <e
Karenae > 0 sebarangmaka f  R[a, b].
Teorema 2.3.4 Ketunggalan

Jkaf R[a,b] makanila integrainyatunggal.

Bukti:

Diketahui f R[a, b], diberikan sebarang £ > 0 dan misal A, dan A, keduanyannilai intergal

Riemann fungs f. Maka akan ditunjukkan A; = A,.



Karena A; merupakan nilai integral fungsi f pada[a, b], makaterdapat bilangan §; > 0

sehingga untuk setiap partisi P pada [a, b] dengan sifat 1P, 1l < &, berlaku
) £
IS(Py; f) — Al < 2

Dan karena A, merupakan nilai integral fungsi f pada[a, b], makaterdapat bilangan &, > 0

sehingga untuk setiap partisi P pada [a, b] dengan sifat 12,1l < &, berlaku
) £
IS(P2; f) — Az < >

Dipilih & = min{é,, 8,} , akibatnyajika P sebarang partisi pada [a, b] dengan sifat 1Pl < &

berlaku 1~ 1l < &, dan I, 1 < §,.

Akibatnya
) £
|S(Py; f) — Al < >
dan
) &
[S(Py; /) — Azl < >
sehingga

|4y — Azl = [A, = S(P; f) + S(P; f) — Aql

<[4 =SB I+ ISP f = A)l

< [S(P; f = A)I+[S(P; f — A))l

N[ m

Karena e sebarang bilangan positif maka A; = A,



(Herawan-Thobirin, 2008).

Teorema 2.3.5 Fungsi Monoton Integral Riemann

Misal f:[a,b] - R fungsi monoton, maka f terintegralan Riemann pada [a, b].

Bukti:

Karena f terbatas pada [a, b] dan misal diberikan £ > 0 berlaku U(f, P) — L(f, P) < £ maka

untuk tiap partisi P padaselang [a, b] berlaku 0 < U(f, P) — L(f, P) < |P||f (b) — f(a)].
Karena f monoton, setiap subinterval [x;_,, x,] diperoleh:

My —mye = |f (e ) — f(xk-1)I

akibatnya:

O<U(P f)—L(P,f) = z(Mk —my) (X1, Xi)
k=i

<121 ) (M =m) = 1PLY 1f (i) = ()]
k=1 k=1

Karena f monoton maka f (x;,) — f(x,_,) keduanyabernilai positif atau keduanya bernilai

negatif. Sehingga

0= U =L < IPL D If ) = flen)
k=1

= |P| = |PIIf(b) = f(a)l

D (FG0) =~ f )
k=1




dengan demikian f  R[a, b].

Teorema 2.3.6 Nilai Rata-rata (Mean) Untuk Integral Riemann

Misalkan f kontinu pada [a, b]. Makaterdapat c dalam [a, b] sedemikian rupa sehingga:

b
[ reod = -1

(Ayres,jr dan Mendelson,2004 )
Teorema 2.3.7 Teorema Dasar Kalkulus

Misalkan fungsi f kontinu padainterval [a, b] dan misalkan F(x) = [ f(x) yaitu F adaah anti

turunan dari f maka:
b
[rwad =r® -k

(Ayres,jr dan Mendelson,2004).

Bukti:

Diberikan £ > 0 sebarang, pilih partisi P = {xg, x4, ..., x,,} dari | sedemikian sehingga
U, f)—L(P,f) <e

Menurut teoremannilai rata-rata, pada setiap interval [x;_q, x,] terdapat titik £,  (x,_q, x)

sedemikian sehingga:

F(x) — F(xe-1) = (e — x¢-1) f (Ek)



Misalkan m; dan M, adalah infimum dan supremum dari f pada [x;_1, x;] maka

My (Kge—1, %) < F () — F(x-1) < My (x-1, %)

Untuk tigp k = 1,2,3,...,n. Dengan menjumlahkan suku-suku di tengah maka diperoleh
L(P,f) s F(b)—F(a) = U, f)

salain itu dimiliki
b
L@J)sjfuxtstxan
akibatnya

<Eg

b
[r@d -1 - k@]

Karenaini berlaku untuk sembarang £ > 0, maka dapat disimpulkan
b
[rwad =rw)-re@
o

(Gunawan,2008).

Selain kriteria di atas, sifat lainnya yang dimiliki oleh integral Riemann padafungsi bernilai

real adalah sebagai berikut.

Teorema 2.3.8 Kelinearan Integral Riemann



Andaikan bahwa f dan g teritegralkan pada [a, b] dan bakwa k konstanta. Maka k dan

f + g terintegralkan dan

(). gk (Dd =kJ, f(x)d

(ii). £ [f ) + g(0ld =, F() +, 9(x)

(Purcell dan Varberg, 1987).

Bukti:

Diketahui f R[a, b]. Diberikan sebarang £ > 0 dan k merupakan konstanta.
Karenaf R[a, b] makaterdapat A = J‘f f(x)d dan é > 0 sehinggauntuk setiap
partisi P pada[a,b] dengan sifat I PIl < & berlaku

|S(P,f) —Al <e

Jika P sebarang partisi pada [a, b] dengan sifat lIPIl < & berlaku

IS(P k) = A1 = [(P) ) (ke Ned(xixi0) = 4] <
= | flapx) -4 <e
karena k konstanta maka
= k|(P) ) fla) i) 4l <&

=k|S(P,f) —Al<e
b
- kjf(x)d

Diketahui f,g Rla, b]. Diberikan sebarang £ > 0.



Karenaf R[a, b] makaterdapat A, = f, f(x)d dan &, > 0 sehingga untuk setiap
partis P, pada[a, b] dengan sifat IPIl < & berlaku
) £
NCWIRFNESS
dankarenag R[a,b] makaterdapat A, = Jf f(x)d dand, > 0 sehingga untuk
setiap partisi P, pada [a, b] dengan sifat IPIl < & berlaku
) £
IS(2, ) = 4] <5
Dipilihd =m {6,, 6,} akibatnyajika P sebarang partisi pada [a, b] dengan sifat

IPIl < & akibatnya

ISCP, f +g) — (A — A)| =

() D (f + 9)(@) G i) = (4 = 42)

(P) D (@) (i xi2) + 9@ (i xi2) = (4 = 42)

(P) ) (@)t xi) + (P) ) 9@ (i xioa) = (A = 4)

= +

() D Fa)(xi) = 4)

(7)) 9@ xi0) = A)
£ + £ _
< E E = £

Terbukti (f + g) Rla, b] danjf[f(x) + g(x)]d =Jff(-r) +J: g(x)

Teorema 2.4.9 Sifat Penambahan Selang



Jika f terintegralkan pada selang yang mengandung tigatitik yaitu a, b, ¢ maka
b C b
[red = [ r@d + | rd
o o (8

Bagaimanapun urutan dari a, b, ¢ (Purcell dan Varberg, 1987).



