. TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini akan dibahas beberapa konsep mendasar meliputi ruang vektor,
ruang Bernorm dan ruang Banach, ruang barisan, operator linear (transformasi
linear) serta teoremateorema yang mendukung. Semua pembicaraan berada

dalam bilangan real R.

2.1 Ruang Vektor

Definisi 2.1.1(Maddox, 1970).

Ruang vektor adalah suatu himpunan tak kosong X yang dilengkapi dengan
fungsi penjumlahan (+):X — X dan fungs perkaian skaar (():F - X
sehingga untuk setiap skalar 4, u dengan elemen x, y, z € X berlaku:
Mx+y=y+x

RQx+y+z=x+@y+2)

(3) ada 8 € X sehinggax + 0 = x

(4) ada—x € X sehinggax + (—x) = 6

5)l.x=x

B)Ax+y)=41 +41

(MA+wx=21 +u

@A ) = (1 )x



2.2 Ruang Bernorm dan Ruang Banach

Definisi 2.2.1 (Rudin, 1987)
Fungs nonnegatif ||.||: X — R disebut norm jika untuk setiap x, y € X dan setiap
skalar « € R berlaku
(a)|lx]| = 0, untuk setiap x € X
[lx|] = 0, jikadan hanyajikax = 6
M lla || = |alllx]l, untuk setiap skalar « € Rd  x € X
Ollx + yIl < [lxll + llyll, untuk setiap x, y € X
Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norm ||. ||, ditulis (X, ||.||) disebut

ruang bernorm.

Definisi 2.2.2 (Mizrahi dan Sulivan,1949)

Barisan (x,;) di dalam ruang Bernorm disebut barisan Cauchy jika untuk setiap
bilangan & > 0 terdapat bilangan asli N sehingga untuk setigp bilangan adli
m,n = N berlaku

Xm — xnl <ég

Definisi 2.2.3 (Mizrahi dan Sulivan,1949)
Barisan (x,,) di dalam ruang Bernorm disebut barisan konvergen jika untuk setiap
bilangan & > 0 terdapat bilangan asli N sehinggajikan > N berlaku

|xn_x| <e&



Definisi 2.2.4 (Maddox, 1970)

Suatu ruang vektor bernorm X dinamakan ruang Banach jika X lengkap.

Kelengkapan berarti bahwa setigp barisan Cauchy dalam X konvergen jika
I + 201l = 0 (n,m - ), x, € x

maka terdapat x € X sehingga

l(xn = 2l = 0 (n = c0).

2.3 Ruang Barisan

Definisi 2.3.1 (Soeparna, 2007)
Diberikan w yaitu koleks semua barisan bilangan real, jadi:
w={x ={x;.}: x4 € R}
a. Untuk setigp bilanganrea pdengan 1 < p < o didefinisikan
P ={xe fx) € w Tyl <)
dan norm pada [? yaitu

1
© v
ity = { ) |l
Jj=1
b. Untuk p = oo didefinisikan
={x {x)] s ply| <o)
dan norm pada [* yaitu

Ixll, = s j21|xj|.



Definisi 2.3.2 (Soeparna, 2007)

Misal p,q (1, ) dengan i+% = 1 (q konjugat p), untukx [Pdany [4
(o), 1= dan ) x| < P liyle

j=1

Teorema 2.3.1 (Soeparna, 2007)

[P(1 < p < o0) merupakan ruang Bernorma terhadap norm I1. 1l,.

Bukti :

a) Akan dibuktikan bahwa [* merupakan ruang bernorm terhadap norm II. Il .
Untuk setiap skalar a dan x = {x,.},{y,} [ diperoleh

(i) Ixll, = s |x| =0 karena|x,| = 0 untuk setiap k.
k=1

IXlw=s I|x%|=0 = |x]=0 untuksetiapk = x ={0}=0.
kz1

i N xll,=s5 | x|s |xl= Ilxll,
J—— o
K>1 K>1
Karena lixll, = s |xx| <o maka I xll, = lxll, <o atau
o1
x 1™

(i) llx + yll, < lxll, + Wpll,d  llx + yll, < oo yaitu
x+y (.

Berdasarkan (i), (ii) dan (iii) terbukti bahwa [* merupakan ruang linear dan

II. I, norm pada!®. Dengan katalain ({*°, Il. Il,) ruang bernorma.

b) Untuk 1 < p < oo diambil sebarang x = {x,.}, ¥ = {y,} [P dan skalar .

Diperoleh :

() N, = {$2.]x[P» = 0 karenalx,| = O untuk setiap k.



130, = {52 [P =0 = x| =0 untuk setiap
- x={0}=0
@) N 2, = {52 la (PP = la{S2 PP = lxll,
Jelasbahwa Il xll, < oo
(i) N + Fl, < Nzl + Ul = {52 2 [P} + {SEalx [P} < oo,
Berdasarkan (i), (ii) dan (iii) terbukti bahwa [P merupakan ruang linear dan Il. Il

norm pada [¥. Dengan katalain ({7, Il. Il.,) ruang Bernorm.

Teorema 2.3.2 (Kreyszig, 1978)
Diberikan ruang barisan [P dengan 1 < p < oo
alJikax [P,y [Ydenganl < p,q < oo dan qkonjugat p maka

(=]
A |

lxyil < Nl liyll,

5]
A |

Xyl =

b.Jkax ',y [® maka

xyi| < ) Ixyil < lxlyliyll,

i=1 i=1

Bukti :

a Akan dibuktikan % |x;y;| < llxll, llyll,

(s}

[yl <Z{l( ;] )p +l( |yil )q}
LT, Tiyll, = 2 \p \Tal, ) " g\,

pll I, pzl il” + qII i, ”Zb’*

1 1
=—+-=1
p q




[¢s]
3
o leiyil < llxll, liyll,

i=1
b. Akan dibuktikan 3% |x;y;| < llxll iyl
Jelasbahwa 3 21 ;i = 2724121 il
< ) lxlst lyil = lxllyliyll,,
i=1

Jkap = q = 2, pertidaksamaan di atas disebut pertidaksamaan Cauchy-Schwarz.

Teorimaini sering juga dinamakan Pertidaksamaan Holder.

Teorema 2.3.3 (Soeparna, 2007)
Jika bilangan real p dengan 1<p < oo, maka ({7,Il.ll,) merupakan ruang
Banach.
Bukti :
Telah dibuktikan bahwa (1P, Il.ll;) merupakan ruang Bernorm. Jadi tinggal
membuktikan bahwa ruang Bernorm itu lengkap.
Dibuktikan dahulu untuk 1 < p < oo, diambil sebarang barisan Cauchy
{x™W} [P dengan
8) ™ = (X} = (x,®@ x,® x,® )
Untuk sebarang & > 0 terdapat bilangan asli ng sehingga untuk setiap dua

bilangan asli m, n = ny berlaku
b) [|x¢™ — x| <2 atau T, | — x, ™" < G) . Hal ini berakibat
untuk setiap dua bilangan asli m, n > 0 diperoleh |x, ™ — x,®|° <§

untuk setiap k. Dengan kata lain diperoleh barisan Cauchy x, ™ untuk
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setiap k. Jadi terdapat bilangan X sehungga lim,, . x, = x, atau
lim,, . |2 — x| = 0. Berdasarkan (b) diperoleh untuk n = n, berlaku
%™ = xil| = limy, oo |2, 0 — %, V| < E Selanjutnya dibentuk barisan

x = (x). Menurut ketidaksamaan Minkowski.

[

1 . =
Q) {Zkalxl’y = {Z?}o_1|xk — %™ + xk(“)|p}”

1
= |immm{2?_1|xk("”) — 2™+ xk(n)lp}p

1 1
® W ® W
=t D x|+ [ puor] <o
Ti-co
k=1

k=1
Yang berarti x = {x,} [P. Berdasarkan (a) diperoleh untuk n =n,

berlaku

d) [|x—x™| = {z?_ﬂxk _ xk(n)lp}ﬁ _ |im_mm{z§°_l|xk _ xk(n)lp}ﬁ < E
maka barisan {x™} konvergen ke x. Berdasarkan hasil (c) dan (d),

terbukti bahwa barisan Cauchy {x™]} (P konvergen ke x = {x,} [”

atau terbukti bahwa (17, II.1l,)), (1 < p < ), merupakan ruang Banach.

Definisi 2.3.3 (Ruckle, 1991)

Misalkan X merupakan ruang barisan, X dikatakan ruang BK (Banach Komplit)
jika X merupakan ruang Banach dan pemetaan koordinatnya B,(x) = x,;, x =
(x¢) X kontinu.

Contoh ruang BK (Banach Komplit) adalah ruang barisan [P, 1 < p < oo.



11

2.4 Operator dan Transformasi
Definisi 2.4.1(Kreyszig, 1989)

Suatu pemetaan pada ruang vektor khususnya ruang Bernorma disebut operator.

Definisi 2.4.2(Kreyszig, 1989)
Diberikan ruang Bernorm X dan Y atas field yang sama.
a. Pemetaan dari X dan Y disebut operator.
b. Operator A X - Y dikatakan linier jika untuk setigp x,y X dan setiap

skaar a berlaku A(ed ) =a danA(x+y)=A +A .

Definisi 2.4.3 (Kreyszig, 1989)
Diberikan (X, II. II) dan (Y, II. II) masing-masing ruang Bernorm.
a. Operator A X - Y dikatakan terbatas jika ada bilangan M R dengan
M = 0 sehinggauntuk setiap x X berlaku llA Il < Mllxll.
b. Operator A dikatakan kontinu di x X jika diberikan bilangan & > 0 ada
bilangan & > 0 sehingga untuk setiagp y X dengan llx — yll < & berlaku
A —A ll<e.

c. JikaA kontinudi setigpx X, A disebut kontinu pada X .

Teorema 2.4.1 (Ruckle, 1991)
Jika X dan Y masing-masing ruang Bernorm atas field yang sama maka [ (X, )

merupakan ruang linier.
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Bukti :

Diambil sebarang A,B  L.(X,Y) dan sebarang skalar a, 3, a, b untuk setiap
X,y X diperoleh
(@ +f )a +b)=a (a +b )+ (a +b)
=« +a + +f
=a +a +a +b
=a +a +b +b
=a(a +f )x+bla +B )y
Jadi (¢ + ) merupakan operator linear.
Karena A dan B terbatas maka ada bilangan read M;, M, =0 sehingga
e + )xll=lla +p |
<lle H+1g |
= lalla I+ |B|IB I
< |a|Mlixll + | B M, lixl
= (la|M; + |BIM)lxI
= Mlixll
Dengan demikiana + f terbatas (kontinu).
Jadi A B L.(X,Y).
Telah dibuktikan bahwa untuk setiap A,B  L.(X,Y) dan sebarang skalar a,

berlaku A, B L.(X,Y).Jadi L.(X,Y) linear.

Teorema 2.4.2 (Maddox, 1970)

JikaY ruang Banach maka £, ((X, ¥), II. Il) ruang Banach.
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Bukti :
Diambil sebarang barisan Cauchy {4;}  £.((X,Y), I 1.
Jadi untuk setigp bilangan &; terdapat np N sehingga jika m, n N dengan
m,n = ng berlaku ll4,, — A, Il < &.
Misal untuk setigp x X dan m,n = ng diperoleh
lA,,x — A,xll = lI(4,, — A,)xIl
< ll4,, — A, lxll < glixll

Jelas untuk setigp bilangan £ >0 (dapat dipilih bilangan &; > 0 sehingga
gollxll < &) ada ng € N sehingga untuk setigp m, n € N dengan m,nh = ng
berlaku lA,,x — A,xll < gllxll < &,
Dengan demikian diperoleh barisan Cauchy {A4;x} Y dan Y lengkap, dengan
katalain {A;x} konvergen, katakanke y, Y.
Jadi lim,,_ . A, x = y, dan x menentukan suatu operator A sehingga 4 = y,.
Proses di atas dapat diulang untuk z € X tetap, dengan z £ x.
Jadi diperoleh lim,,_ . A,z =7y, dan z menentukan suatu operator A sehingga
A =y,
Untuk setiap skalar a dan b, diperoleh ax+ bz € X
lim, . .A,(a +b )=y, 4, dan ax+ bz menentukan suatu operator A
sehingga A(ax+ bz) = yq +p -
JadiA(a +b )=Ilim, . A,(a +b)

=lim,_.(a ,x+ bA,z)

=1lim, ewa ,x +1lim, b ,z

=alim,_ oA, x+blim,_ A,z

= ayy + by,
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= al, + bA,
Jadi operator A bersifat linear.
Untuk n - oo diperoleh
(A, — A)xll = llA,,x — A, xll

=4, x—A

= (A, — A)xll < gllxll
Jadi operator (A,,, — A) dengan m = n, bersifat linear terbatas.
Karena Am dan (4,, — A) masing-masing terbatas, serta A = A4, — (4,, — 4)
maka A terbatas (kontinu).

Jadi A L. ((X,Y), 1) dengan katalain £,((X,Y), Il II) ruang Banach.

Definisi 2.4.4 (Kreyszig, 1978)
Diberikan ruang Bernorm X dengan field R.
a. Pemetaan f: X - R disebut fungsi.
b. Himpunan semua fungsi linier kontinu pada X disebut ruang dua X,

biasanyaditulisX [ .(X,Y).

Teorema 2.4.3 (Ruckle, 1991)

Misal X dan Y ruang BK (Banach Komplit). Jika A matriks tak hingga yang
memetakan X ke'Y maka A kontinu.

Bukti :
Misd A= (a; )
X=(x) X

y=(y;) Y dapat dinyatakan
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] 8

Yi = a; Xj

—.
[y

Mendefinisikan suatu fungsi linear kontinu pada X. Jelas bahwa setiap :

Jm(x) = zm a; X

Misal s = (s;), t=(t;) dana R

fm(s) =211 a; 5 fm(@® =3a; g

— Tl
=Z_ (@i 55+ a; t))

— 1T
=Z_ a; (s;+1;)

— 17 — T
Ofnls) + fa® =) a5+ ) ar g
1 Jj=1

=2l a; (s+1);

= fm(s + 1)

— 171

@) Ud@) =) a (a))

j=1

— Tl
= Z ala; x;)
j=1

— Tl
= a’Z a; Xj
j=1

= a(fin(x))
Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti merupakan fungsi linear pada X.
Selanjutnya akan ditunjukkan £, kontinu pada X.
Hal ini sama sgja membuktikan f,,, terbatas pada X.
Diketahui X ruang BK makaterdapat M > 0 sehingga |P(x)| = |x,| <= M

Oleh karenaiitu,
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| fm ()] = ‘2?_” a; x

j=1
— T
<) a|lxl
=1
— Tl
< |a£ |M
j=1

Berdasarkan pembuktian di atas, f,,, mendefinisikan fungsi linear kontinu pada x

f'..'ir[(x) = Iim'.’irlaoo f'.;ir[(x)
Maka f juga kontinu pada x.

Karenay ruang BK diperoleh

Vi — Iimmm Zj"o_l a; xj(n)

Atau
aq aq aq X Q)
A (n) — az az az e xz (Ti)
as as as | xg (n)

yi=limg_ 27 a xj(n)
= |im7hw}"(x(71))
=1

= A(X)i, [
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Jikay = Ax maka bukti lengkap.

Definisi 2.4.5 (Berberian, 1996)
a Matriks tak hingga A = (@; ) adalah matriks dengan @; R dan elemen
pada baris dan kolom sebanyak tak hingga.
b. Jika A= (a; ) dan B = (b; ) masing-masing matriks tak hingga dan «
skdlarmakaA+B = (a; +b; ),a =(a ;),danA =(Zp,a;by)

dengan 3, a; by R



