Il. LANDASAN TEORI

Pada bab Il ini, akan dibahas pengertian-pengertian (definisi) dan teorema-teorema
yang medukung untuk pembahasan pada bab 1V. Pengertian (definisi) dan teorema

tersebut dituliskan sebagai berikut.

2.1.  Teorema Proyeksi

Teorema proyeksi merupakan prinsip dasar dalam penyelesaian masalah optimisasi.
Sebelum ke Teorema proyeksi, terlebih dahulu akan diperkenalkan konsep

ortogonalitas.

Definisi 2.1.1 (Luenberger, 1969)

Dalam suatu ruang pre-Hilbert X, vektor x,y € X dikatakan ortogonal jika <x, y>=0,
dinotasikan dengan x L y. Suatu vektor x dikatakan ortogonal dengan himpunan S,

dinotasikan x L S jika x L s untuk setiap s € S.

Lemma berikut menunjukkan bahwa Teorema Phytagorean dalam geometri bidang

merupakan akibat dari konsep ortogonalitas.



Lemma2.1.1

Misalkan X suatu ruang Hilbert dan x, y e X. Jika x Ly, maka |x + y||2 = ||x||2 +||y||2
Bukti :
[x+ ¥ = (x+ y.x+y) = (% %)+ (6. y) +(y. X) +(y.y)

=X+ 0+ 0+ [y = [ [yl

Selanjutnya akan dibahas suatu masalah optimisasi yang berhubungan dengan
Teorema proyeksi. Misalkan X suatu ruang Pre-Hilbert, diberikan suatu vektor x e X

dan M ruang bagian dari X, maka akan ditentukan vektor me M yang terdekat ke x,

yaitu vektor yang meminimalkan |x —m|.

Jika x berada di M maka penyelesaiannya trivial, yaitu vektor x sendiri. Secara umum

ada empat pernyataan penting dalam penyelesaian masalah tersebut yaitu :

1. Adakah vektor m € M yang meminimalkan |x —m]| ?

2. Apakah penyelesaiannya tunggal ?
3. Kondisi apa yang harus dipenuhi agar ada penyelesaian optimal ?

4. Bagaimana menentukan penyelesaian optimal ?



Pernyataan nomor 1, 2 dan 3 akan dijawab dengan Teorema proyeksi. Ada dua versi
Teorema proyeksi, satu versi pada ruang Pre-Hilbert dan satu versi yang lain pada

ruang Hilbert dengan hipotesis dan kesimpulan yang lebih kuat.

Teorema 2.1.2 (Teorema Proyeksi di Ruang pre-Hilbert)

Misalkan X suatu ruang Pre-Hilbert, M suatu ruang bagian dari X dan x sebarang

vektor di X. Jika ada vektor m, € M , sedemikian hingga |x—m,| <|x—m|,vyme M,

maka mo tunggal. Syarat perlu dan cukup m, € M , suatu vektor minimal tunggal di

M adalah vektor selisih x — mo ortogonal terhadap M.
Bukti :

Akan di tunjukkan jika mo adalah vektor minimal, maka x — mo ortogonal terhadap M.

Andaikan kondisi sebalinya, terdapat m € M yang tidak ortogonal terhadap x — mo.

Tanpa mengurangi keumuman bukti, dimisalkan |m| =1 dan <x-mo, m>=0=0.

Didefinisikan vektor m, e M, sebagai my = mo+ 0 m maka



[x=m|" = [x—m, —om[’

=<X-—m, —om,X —m, —om >

=<X =My, X—M, >+ <X —My,—0m >+ <—0m, X —m, >+ < —-om,—om >
=[x = mg|*~ < x —mg,am > — < am, x — my > +d|*|m|’

=[x = my |~ <ém, x —m > —<om, x —m, >+’

=[x —mg|" 0 <x—mg,m>-a<m,x—m;>+d’

— [x=m? ~2a" +[of

- px=mff —[of

<Jpe—my|

Ini berarti 3 my dengan my = mo + @ m sehingga [x —m,|" < |x—m|", ini berarti m;

bukan vektor minimal. Jadi mo vektor minimal maka x — mo ortogonal terhadap M

atau (x—mo) L. m, Vme M .

Dengan demikian jika x — mo tidak ortogonal terhadap M maka mo bukan vektor

minimal.

Selanjutnya akan ditunjukkan jika vektor x — mo ortogonal terhadap M, diambil

sebarang me M, berdasarkan Teorema Phytagorea :

[ =" =[x = my +my & mff* = - [+ m; + m*

sehingga ||x—m||2 > ||x—m0||2 untuk m =mo . M



Dalam dimensi tiga, teorema proyeksi ini dapat dinyatakan sebagai berikut :
Ruang bagian M adalah bidang yang melalui titik asal dan x di ruang dimensi tiga X.
Jika ada vektor minimal mo € M maka mo tunggal dan vektor selisih x — mo tegak

lurus terhadap bidang M, seperti digambarkan dalam gambar dibawah ini :

Gambar 2.1

Teorema di atas belum menjamin keberadaan vektor minimal, tetapi jika ada vektor
minimal mo, maka mo tunggal dan vektor selisih x — mo ortogonal terhadap ruang
bagian M. Dengan hipotesis yang lebih kuat didapatkan kesimpulan yang lebih kuat,
yaitu terjaminnya keberadaan vektor minimal. Hal ini dinyatakan dalam teorema

berikut.

Teorema 2.1.3 (Teorema Proyeksi Klasik)

Misalkan H ruang Hilbert dan M ruang bagian tertutup dari H, maka untuk sebarang

vektor x € H , terdapat tunggal vektor m, € M sedemikian hingga



[x=m,[ <[x—m|, ¥Ym e M . Syarat perlu dan cukup m; € M ,suatu vektor minimal

tunggal adalah vektor selisih x — mo ortogonal terhadap ruang bagian M.
Bukti :

Ketunggalan dan ortogonalitasnya telah dibuktikan pada Teorema 3.3.2, sehingga
tinggal membuktikan keberadaan vektor minimal. Jika xe M dan mg = x maka bukti

selesai.

Misalkan x¢ M dan didefinisikan 0 = in{/I

x —m| akan ditentukan m, € M dengan

[x—=m,|| = 0. Misalkan {mi} suatu barisan vektor dalam M dan |[x—m,| — .

Menurut hukum jajaran genjang (parallelogram),
H(mj —X)+(x— mi)H2 + H(mj —X)—(x— mi)H2 = ZHmj — XHZ +2x— mi||2
dengan menyusun kembali persamaan di atas didapatkan :

m; +m;
X_

|m; - miH2 = 2m; - tz +2x—mj -4 untuk setiap i, j .

c+m )
Dan vektor ! berada di M.

Karena M ruang bagian linier sehingga dari definisi o, |x

dan didapatkan :



Jm; =m" < 2m; ="+ 2 —m| - 42°
karena

{ ||mi—x||2 | —>0% isw

Maka { |m, —miHZ {—>0,i,j >oo.

Dengan demikian {m;} adalah barisan Cauchy dan karena M ruang bagian tertutup

dari ruang lengkap, maka barisan {mi} mempunyai limit m, di dalam M.

Dengan kekontinuan norm maka [x—mg||=0. W

Jadi dalam penulisan ini, Teorema proyeksi klasik menjamin keberadaan dan
ketunggalan penyelesaian optimal serta kondisi yang harus dipenuhi agar keberadaan
vector minimal ada penyelesaian optimalnya, penyelesaian optimalnya sendiri belum

dapat ditentukan.

Selanjutnya Teorema proyeksi di atas akan ditetapkan untuk membangun sifat
struktural tambahan dari suatu ruang Hilbert, antara lain adalah dalam sebarang ruang
bagian tertutup dari ruang Hilbert, sebarang vektor dapat ditulis sebagai jumlahan dua
vektor, satu vektor di ruang bagian tertutup dan vektor yang lain ortogonal

terhadapnya.
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\Definisi 2.1.2 (Luenberger, 1969)

Misalkan S suatu himpunan bagian dari ruang Pre-Hilbert. Himpunan semua vektor

yang ortogonal terhadap S disebut komplemen ortogonal dari S dan dinotasikan

dengan S+.

Teorema 2.1.4

Misalkan S dan T himpunan bagian dari ruang Hilbert dan S*, T* berturut-turut

menyatakan komplemen ortogonal dari S dan T maka :

1. S* adalah ruang bagian tertutup
2. Sc S+

3. JikaScTmaka T < S*

n glil= gt

Bukti :

1. Himpunan S* merupakan ruang bagian. Ruang S* tertutup karena jika

{xn} suatu barisan konvergen dari S+, katakan x» — X ; Kekontinuan

perkalian dalam menyatakan 0 = <xn, s> — <X, s> untuk semuas €S,
sehinggaxe S*. M

2. Diambil x eS. Hal ini berarti x L y untuk semuay e S*. Sehingga
diperoleh y 1L z. Untuk setiap z € S** termasuk z = x.

Jadiuntukx €S >z eS*. 1
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3. Ambil x € T*. Oleh karena itu maka y L x untuk semuay T.

KarenaS — T, maka x L z untuk setiap z € S. Dengan kata lainx € S+ .1l
4, (S*Ht=st

Harus dibuktikan :

@ (s*)t < s*

(b) S* =(S*)*

Bukti :

(a) Dari Teorema 3.3.4 (bagian 3).

JikaS ¢ S**, maka(S*)tc s+. W
(b ) Dari Teorema 3.3.4 (bagian 1)

KarenaS — S**, maka S* c(s*")*. W

Definisi 2.1.3 (Luenberger, 1969)

Ruang vektor X dikatakan jumlahan langsung dari ruang bagian M dan N, jika setiap

vektor x € X dapat ditulis secara tunggal, dalam bentuk x = m + n dengan me M dan

ne N, dinotasikan dengan X =M @ N.
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Teorema 2.1.5

Jika M ruang bagian linear tertutup dari suatu ruang Hilbert HmakaH=M & M"*

danM=M™*
Bukti :

Misalkan x € H. Karena M ruang bagian tertutup, maka menurut Teorema proyeksi

ada vektor tunggal mo e M sedemikian hingga |x —m| < |x —m| untuk semua

meMdanng=x-moe M*.

Dengan demikian x = mo + no , dengan mo € M dan ng € M *. Jadi x merupakan
jumlahan dari mp € M dan np e M. Untuk membuktikan ketunggalannya, misalkan

X=mi+n;, denganm; € Mdann; € M+ maka:

0=(my+ny)—(Mo+ng) =mi—mo+ny1—no ,tetapi m1— mp dan ny1— no ortogonal,

sehingga menurut teorema phytagorean 0] = [m, —mq|” + [, —ng| .

Hal ini menyatakan mo = m1 dan no = nz. Jadi untuk setiap vektor di H dapat

dinyatakan dengan tunggal sebagai jumlahan dari suatu vektor di M dan suatu vektor

di M. Dengan katalainH=M & M™".

Untuk membuktikan M = M ** tinggal menunjuKkan M+ < M . Karena

M < M sudah di buktikan dengan Teorema 2.3.4.
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Diambil x € M ** dan akan ditunjukkan x € M. Menurut bagian teorema ini,
X=m+nidengan my € Mdann; € M*,karenax e M~ danme M**.

Makax—-m e M™, yaituni € M*". Tetapin; € M ™", sehingga n; L n; yang

menyatakan n; = 0, sehinggax -m € Mdan M** < M. TerbuktiM= M+, W

Dalam dimensi dua bagian pertama teorema di atas dapat dinyatakan sebagai berikut.
Jika H suatu bidang dan m suatu garis lurus yang melalui titik asal maka untuk setiap

X € H dapat dinyatakan dengan tunggal sebagai x =y + z, dengany € M dan

ze M. Hal ini dapat digambarkan sebagai berikut.

v

Gambar 2.2

Gambar diatas, jika M ruang bagian tetutup dari H makaH=M @& M".
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Misalkan M ruang bagian tertutup dari suatu ruang Hilbert H dan vektor x di H.

Vektor mo e M dengan x —mo € M* disebut proyeksi ortogonal x pada M.

Jadi sampai disini keberadaan dan ketunggalan penyelesaian optimal masalah
optimisasi sudah terjawab, namun penyelesaian optimalnya sendiri belum ditentukan.
Ada dua cara untuk menentukan penyelesaian optimal, yaitu dengan menyelesaikan
persamaan normal dan dengan prosedur ortogonalisasi Gram-Schmidt bersama deret
Fourier. Pada penelitian ini akan dibicarakan dengan menyelesaikan persamaan

normal dan matriks Gram.

Definisi 2.1.4 (Luenberger, 1969)

Misalkan y1,y2,......,yn basis dari M. Diberikan sebarang vektor x € H dan akan
dicari vektor me di M yang terdekat ke x. Jika vektor mo dinyatakan dalam suku-suku

dalam vektor y; sebagai :

Mo = Zﬁ. Yi
i=1
Maka masalah tersebut ekuivalen dengan menemukan skalar g,,i=1, 2, ....., nyang
meminimalkan [X— 8y, = £,Y, — .= By Yol -

Menurut Teorema proyeksi, vektor minimal tunggal mo adalah proyeksi ortogonal x

pada M, atau vektor selisih x — mo ortogonal terhadap setiap vektor y;.
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Dengan demikian : < X— Y, — B, Yy —ceeervene LY., Y, >=0untuki=1,2,..,n.

Atau

<X, Y1> - < [y, V1> - < fB2Y2, V1> - e -<Buyn,yi>=0
<X, Y2> - < fay1, Y2> - < fB2Y2, Y2> - i -< By y2>=0
<X, Yn>-< L1y, Yn> - <fF2Y2, ¥n> - i -< By, Yn>=0
Atau

<YL Y1> 1+ <y, y1>fo+ . + <Yn, Y1=> Bn = <X, y1>
<yLY2> 1+ <y2,¥2> o+ + <yn, y2> fn = <X, y2>

<YyLYn> B1+ <Y, ¥n> f2F s + <yn, Yn> Bn = <X, Yn>

Persamaan dalam koefisien £ sebanyak n kali ini dikenal sebagai persamaan

normal untuk masalah minimalisasi.

Matriks n x n yang berhubungan dengan vektor vy, y2,...,yn Yaitu :

<YLY > <YLY, > <YnY,>
G = Gy, yor Y1) = <y2.,yl><y2',y2> ......... <y'2,yn>
<yn'y1><yn'y2> """"" <yn’yn>
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disebut matriks Gram dari yi, y2, ¥3, ....o... , Yn. Matriks ini adalah tranpose dari

matriks koefisien normal.

Teorema 2.1.6

Determinan Gram g = g(y1, Y2....., Yn) # O jika dan hanya jika y1, y>,...., yn bebas

linear.
Bukti :

Pernyataan tersebut ekuivalen dengan pernyataan vektor—vektor yi, Yo, ...., yn

bergantung linear jika dan hanya jika g = g(y1, y2,....,yn) = 0.

Misalkan yi bergantung linier, berarti terdapat o yang tidak sama dengan nol

sedemikian sehingga Z“i y; = 0. Karena barisan-barisan pada determinan Gram
i=1

bergantung pada yi, maka determinannya nol.

Misalkan g = g(y1, Y2....., Yn) = 0. Maka ada kebergantungan linier di antara barisan-

barisannya sehingga terdapat konstanta ¢ yang tidak semuanya nol sedemikian

hingga D a; <y;,y; >=0, untuk semua j. Dengan demikian < > y;,y; >=0 atau
i=1

i i=1

2

Z“i Yi
=
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Walaupun persamaan normal tidak memiliki penyelesaian tunggal jika yi bergantung
linier, tetapi selalu ada paling sedikit satu penyelesaian. Jika g = 0 maka selalu

dihasilkan penyelesaian yang tidak tunggal, bukan penyelesaian yang tidak konsisten.

Teorema berikut menyatakan jarak minimum suatu vektor ke ruang bagian dapat

dicari dengan determinan matriks Gram.

Teorema 2.1.7

Misalkan ys, ....., ynbebas linear dan o jarak minimum vektor x ke ruang bagian M

yang dibangun oleh y;, yaitu :

0 =min|X—ay, — Y, — ... ANE

maka,

o7 = 901 Yz Yo X)
9(Y2r Yzes Vo)

Bukti :

2

A A A A AN
Menurut definisi 0 =|[X—X| =< X=X, X=X>=< X=X, X>—< X—X,X >

Menurut teorema proyeksi, x - x ortogonal terhadap M, sehingga secara khusus

karena x € M maka : <x - x, x> =0, sehingga
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A A
O* =< X=X X>=< KX > =<K X>=< XX >~ < Y, X >~ —
atau

O+ <Y, X > et @y < Yoy X >=< X, X >
persamaan ini bersama persamaan normal memberikan n + 1 persamaan linier dalam

n+ 1 variabel o, ,,.....,a,,0° . Dengan aturan Cramer didapatkan

<Y Y > <Yo¥p > <Y Y1 > <Xy, >

<YYo > <Ya ¥ > <Y Y, > <Xy, >

<Y Ya > < VYo Yy > <Y ¥, > < XY, >

5 = <YLX> <Y, X > <Y X> <X X> :g(yl, ....... Y X) u

<Y Y>> <VYou¥p > <Yu¥1>0 G(Vpsereereenees +Yn)
<YYo > <VYa Yo > <YnY,>0

<YLY, > < Yo Vo > <Y.,Y,>0

<YLX> <Yy, X > i <y,x>1

2.2.  Modifikasi Teorema Proyeksi

Teorema 2.2.1

Misalkan M ruang bagian tertutup dari ruang Hilbert H, x suatu elemen tertentu di H
dan variasi linier, V = x + M, maka terdapat tunggal vektor Xo di V dengan norm

minimum dan Xo ortogonal dengan M.
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Bukti :
Bagian pertama teorema ini menyatakan jika M ruang bagian tertutup maka terdapat

dengan tunggal xo € V sedemikian hingga |x,[ = r§1|\51||y||

Dibentuk dua pernyataan :

1. Terdapat mo € M sedemikian hingga |x —m| = fnnihr)”x— m|

2. Terdapat xo € V sedemikian hingga |x,| = m|\51||y||
ye

Pernyataan 1, sudah terbukti pada Teorema proyeksi, sehingga jika dapat ditunjukkan

kedua pernyataan di atas ekuivalen maka teorema di atas terbukti.

Misalkan pernyataan 1 terpenuhi, maka akan ditunjukkan pernyataan 2 dipenuhi.
Didefinisikan xo = x — mo=x + (-mo). Karena -m € M, maka Xo € V. Diambily € V,
maka y = x + (-m) untuk semua —-m € M.

Dengan demikian [x,[ = |x —m,| = min
yeVv

x—m| = min|y].

Misalkan pernyataan 2 terpenuhi, akan ditunjukan bahwa pernyatan 1 dipenuhi.
Didefinisikan mp = X —xo atau Xo = X — mo. Karena xo € V maka ada suatu m; € M
sedemikian hingga xo = X + my. Diambil —mo = my, sehingga karena M ruang bagian

maka —mge M.
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Diambil me M makay =x-meV.

Dan [x—my| =[xy =[x~ m,| = min

X —m| = min
yeV

.

Menurut Teorema proyeksi ada vektor minimal tunggal mo e M dan vektor selisih

X — mg ortogonal terhadap M. Diambil xo = x — moe V sehingga x, ortogonal terhadap

M.

V=x+M

X0

Gambar 2.3

Ada dua jenis variasi linear yang membawa ke masalah berdimensi berhingga. Yang

pertama adalah variasi linear berdimensi n yang terdiri dari vektor - vektor berbentuk

X+ Zaixi dengan {xi, ..., xn} himpunan bebas linear di H dan x vektor tertentu di
i=1

H. Masalah norma minimum di sini direduksi menjadi penyelesaian himpunan

persamaan normal berdimensi n.
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Jenis yang kedua adalah variasi linear yang terdiri dari semua vektor x di ruang

Hilbert H yang memenuhi :

<X yi==0C

<X, y2==0C2

<X1 yn> = Cn
dengan y1, Y2, ..., ynadalah vektor - vektor bebas linear di H dan cy, co, ...... , Cn
tertentu.

Jika M adalah ruang bagian yang dibangun oleh yi, y», ..., yn maka variasi linearnya
adalah ruang bagian M~ jika ci = 0. Untuk ci # 0 variasi linear yang dihasilkan
merupakan translasi dari M* . Variasi linear yang berbentuk seperti ini disebut

codimension n. l

Teorema 2.2.2

Misalkan H ruang Hilbert dan {yx, .....,yn }vektor-vektor bebas linear di H. Di antara

semua vektor X € N yang memenuhi :
<Xy, yi===0C

<X1, y2==0C2
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<X1, Yyn= = Cn.

Misalkan X, mempunyai norm minimum, maka :

Xo = Zﬂiyi dengan koefisien £ memenuhi persamaan :
i=1

<Y1, y1=> ﬁ1+ <y2, y1= ﬁz + o + <yn, y1=> ﬂn =C
<y, y2> B+ <y2,¥2> B, + ... + <yn, ¥2=> S, =C2
<y, Yn> B+ <y2, ¥n> B, + ... + <yn, Yn> B, =Cn

Bukti :

Misalkan M ruang bagian berdimensi n yang dibangun oleh vektor-vektor y;. Variasi

linear yang didefinisikan dengan kendala masalah minimalisasi adalah translasi dari

bagian M. Karena M * tertutup, keberadaan dan ketunggalan penyelesaian optimal

dijamin oleh teorema proyeksi, sehingga penyelesaiaan optimal X, ortogonal terhadap

M* atau Xoe M. Karena M tertutup maka M = M. Jadi xo € M atau

Xo= Zn:ﬂi y; . Koefisien g, dipilih sedemikian sehingga Xo memenuhi n kendala. Hal
i=1

ini berarti koefisien 8 memenuhi n persamaan tersebut. M
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