1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Stasioner

Andisis ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) umumnya
mengasumsikan bahwa proses umum dari time series adalah stasioner. Tujuan
proses stasioner adalah rata-rata, varian dan autokorelasi dari time series nya
konstan terhadap waktu. Jika data time series tidak stasioner maka dapat
dilakukan modifikasi data menggunakan differencing dan transformasi untuk
menghasilkan data yang stasioner. Variabel x; dan y, adaah variabel independen
dan variabel dependen pada waktu t yang disebut stasioner jika masing-masing
variabel adalah proses stasioner univariat dan fungsi kovarian silang antara x; dan
Vs, Cov (x¢,ys) dadam selang waktu yang berbeda yaitu selang waktu t untuk

variabel input dan selang waktu s untuk variabel ouput (Wei, 2006).

Time series dikatakan stasioner rata-rata jika E(y;) = u, = U adalah konstan untuk
semuat. Jika datatidek stasioner terhadap waktu, dapat dilakukan modifikas data
dengan differencing. z, merupakan original data time series setelah dilakukan

differencing yang didefinisikan dengan :

Zt =Yt - Ve-1 = VY¢ (2.1)



dimana V adalah differencing. Penulisan lain untuk differencing disebut operator

backshift yang didefinisikan dengan B'y,= y,_; jadi :

2z =(1-B)y: =Vy: =¥t - Ye-1 (2.2

dengan V = (1 - B). Jika differencing pertama tidak menghasilkan time series yang

stasioner maka dapat dilakukan differencing kedua yaitu :
2t =V =V(Vy) = (1= B)?y; =(1-2B+ B*)y; =yt - 2¥t-1 + Y2
(Montgomery et al, 2008)

Transformasi data digunakan untuk menstabikan atau mendapatkan varian yang

konstan. Transformasi ini disebut transformasi Box-Cox yang didefinisikan oleh :

A

g = (23)

Dengan A adalah parameter transformasi Box-Cox dan y, adalah nilai time series
pada waktu ke-t. Jika nilai A = 1 maka tidak ditransformasi atau telah stasioner.
Jika nilai A = 0.5 (transformasi akar kuadrat), A = 0 (log transformasi), A = -0.5
(transformasi invers akar kuadrat) dan A = 1 (transformasi invers) (Pankratz,

2002).

2.2 Autokovarian dan Autokorelas

Fungs autokovarian dan autokorelasi pada analisis time series dihasilkan dari
kovarian dan korelasi antara y, dan y,,, pada proses yang sama dan terpisah pada

interval k. Interval k disebut dengan lag (Wei, 2006).



2.2.1 Autokovarian

Kovarian antara y, dan nila dari periode waktu y,,; disebut dengan autokovarian

di lag k. Autokovarian didefinisikan dengan :

Yie = Cov(yVe, Verr) = E[(ve — We+ie — W] (2.4)

Kumpulan dari nilai y, k = 1, 2, ... disebut dengan fungsi autokovarian. Jika

autokovarian dengan lag k = 0 maka y,= ¢Z. Penduga fungsi autokovarian

didefinisikan oleh :
k=91 = 7 Tk Ve = D Vesrc = 9) (25)
Dimana Ck = penduga fungsi autokovarian
Ve =nilai variabel y pada periodet

Yesre = nilal variabel y pada periode t+k

=nilai rata-ratavariabel y

<

(Montgomery et al, 2008)

2.2.2 Autokorelasi

Autokorelasi digunakan pada data time series untuk mengukur bagaimana nilai y,
saling berhubungan dengan nilai masa depan (V¢4 1, ¥e42, ---) @au sama untuk nilai
masa lau (y¢_1, Y2, ---). Bentuk autokorelasi pada time series dapat digunakan

untuk mengidentifikasi model ARIMA.



Koefisien autokorelasi di lag k adalah :

O = E[(ye—W)reke—w)]  _ Cov(¥e.Yi+k)
k= TR -2 Eak-w2]  Var®y)
.
Pk = ;ﬁ (2.6)
(1]

Dengan p,= 0 dan kumpulan dari nilai py, k=1, 2, ... disebut fungsi autokorelasi

(ACF).
Sampel autokorelasi yang merupakan penduga dari p,, di definisikan dengan :

_ e ) ek

LA Wyeme
Te = 2.7)
Dimana Tk = penduga dari py
Ve =nilai variabel y pada periodet

YVesr = nilal variabel y pada periode t+k
y =nilai rata-ratavariabel y
Tes signifikan untuk koefisien autokorelas yaitu :

Hy:p1=p=...=pxg=0

Hy:3p#20,k=1,2,...,K
Dengan statistik uji :

t= (rk—Pi)
s(ri)
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t
s)=(1 + 2 X¥ir?)zn™

2.2.3 Koefisien Autokorelas Parsial (PACF)

Autokorelasi parsial merupakan hubungan antara Y, dan Y., dengan
mengabaikan ketidakbebasan Y; 1, Y42, -, Yesn—1. Autokorelasi parsial diperoleh

dari persamaan regresi yaitu :
Ves1= P11Ye T €4

Yes2=™ P21Ve-1 T P22Vt + €42

Verk= PrrVesk—1+ ProVesn—2 oo ¥ GraVet errne (2.8)
Dengan : ¢ri = parameter regresi ke-i, i =1, 2, ...,k
eryr = eror dengan rata-rata nol
(Wel, 2006)

Dari persamaan (2.8) dengan mengalikan kedua ruas dan dengan nila harapan

nol, diperoleh :
Yi = br1Vj-1+ biaVj-2 t o + dri¥Vj—k (2.9)
dan

Pj=Pripj-1+ Prapj-2 t o+ Prpj—k (2.10)



Untuk j =1, 2, ..., k makadiperoleh persamaan Y ule-Walker :

1 P1 Pz Pr-1] [Pk p1
P1 1 P1 o Pr-z2| [Prz| _ [Pz
Pk-1 Pk-2 Pk-3 - 1 o Pk
Atau
Pk = pr

Dengan menggunakan aturan Cramer’s dengan k =1, 2, ... diperoleh :

$11=p1
1 P1|
P1 P2
22 =17 p1|
P 1
1 P1 Pz .. Pk-2 P1
P1 1 P1 - Pk-3 P2
— Pk—1 Ple—z Pk-3 . P1 Pkl
kk 1 P1 Pz - Pk-2 Pk-1
b1 P pes Pk
Pk-1 Pk-2 Pk-3 =~ P1 1

10

(2.11)

(2.12)

Dengan ¢y, merupakan fungsi autokorelasi parsia (Box and Jenkins, 1976).

2.3 White Noise

Proses stokastik adalah proses white noise jika E(a;) = 0, Var(a,) = ¢ dan Cov

(¢, ag) = 0 untuk semuatzk.
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Sehingga suatu proses disebut white noise dengan autokovarian :

_ {az, k=0
Ye= 10, k #0
Fungs autokorelas :
_ {1, k=0
Pk=10, k #0
Dan fungsi autokorelasi parsial :
(1, k=0
¢’“€‘{0, k #0

Statistik Q Box-Pierce dikembangkan oleh Ljung-Box dan digunakan untuk
mengetahui apakah autokorelasi residualnya berbeda nyata dari nol. Untuk
mengetahui apakah suatu deret memenuhi proses white noise maka dilakukan uji
dengan hipotesis:

Hy:p1= p2=..=p=0

Hy: pe20,k=1,2 ... K

Statistik uji : Q* =T(T + Z)kaﬂ_ﬁ;ﬂz

dengan T = banyaknya pengamatan
= lag waktu
m = banyaknya lag yang diuji

p(k) = koefisien autokorelas pada periode-k

(Kirchgassner and Wolters, 2007)
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24 Modd ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)

Persamaan univariat model ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)
menyatakan bagaimana sebuah nilai pada time series adalah linier terhadap nilai
masa lalu. Peramalan dapat dihasilkan dari model ARIMA yang layak untuk data

time series.

2.4.1 Proses Autoregressive (AR)

Proses Autoregressive dikembangkan oleh Box dan Jenkins pada tahun 1976.
Proses ini mengasumsikan bahwa time series mempunyal rata-rata konstan dan
varian konstan untuk semua waktu, kondis ini disebut stasioner. Model
Autoregressive adalah moddl terbaik untuk peramalan dengan waktu yang pendek
(short-term forcasting). Sedangkan untuk peramalan dengan waktu yang cukup
panjang (long-term forcasting) menggunakan proses autoregressive tidak begitu

baik (Dickey, 1996).

Model Autoregressive dengan orde p dinotaskan dengan AR(p) yang

didefinisikan dengan :

Ve =0+ Pyt G2Veot ot PpYep+ g (2.13)
Dimana o =(1- )
il = parameter rata-rata

bp = parameter autoregressive orde p (AR(p))
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Ye-p = hilal time series pada periode waktu sebelumnya.
a; = white noise
Persamaan (2.13) dapat ditulis dengan operator backshift (B y:= y,—;) yaitu :

(1- $1B +¢B* + -+ ¢pBP)y =6 + a;

— —~— _
= o(B)
O(B)y, =8 + a (2.14)

(Montgomery et al, 2008)

2.4.2 Proses Moving Average (MA)

Pada proses moving average (MA) nilai dari time series saling berhubungan
dengan eror dari periode waktu sebelumnya. Berbeda dengan proses
autoregressive, dimana nilai time series saling berhubungan dengan nilai time

series yang ada dari periode waktu sebelumnya (Dickey, 1996).

Model Moving Average dengan orde  dinotasikan dengan MA(Q) yang

didefinisikan dengan :

Ve = !J, + ap - Qlat_l - Qzat_z ae = ant—q (215)
Dimana 1l = parameter konstan
04 = parameter moving average orde g (MA(Q))

a;—q = eror untuk periode waktu sebelumnya
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a; = eror untuk periode waktu t.
Persamaan (2.15) dapat ditulis dengan operator backshift (B'y:= Vi) :
ye=u+(@1-6,B-6,B-..-6,B)a
=p+(1-%L,6,BYa
=u+ O(B)a; (2.16)

Dimana ©(B) = (1- Y/, 6;BY)

2.4.3 Proses Autoregressive-Moving Average (ARMA(p,q))

Proses autoregressive-moving average (ARMA(p,0)) didefinisikan oleh :

Ve=0+P1Ye-1t+ P2Ye2t .+ PpYept A -0101 - 0,05 - ... - 040

=6+ Z?:(]‘;biyt—l + a — Z?=1 O

S
= o(B) = o(®)
Atau

2.4.4 Proses Autoregressive | ntegrated Moving Average (ARIMA(p,d,q))

Time series y, dikatakan proses autoregressive integrated moving average
(ARIMA(p,d,q)) jika time series nya tidak stasioner. Untuk mendapatkan time:

series yang stasioner maka dilakukan differencing pertama vyaitu z; =y, - yp_1 =
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(1 - B)y, atau differencing dengan order (d) yaitu z, = (1 — B)%y,. Dan akan

menghasilkan autor egressive-moving average (ARMA(p,q)).
Sehingga proses ARIMA(p,d.q) dapat didefinisikan dengan :
®(B)(1 — B)*y, =6 + O(B)a, (2.18)

(Montgomery et al, 2008)

2.5Model Fungs Transfer

Model fungs transfer merupakan salah satu model statistika yang menyatakan
bagaimana variabel dependen (y,) linier terhadap satu atau lebih variabel
independen (x1; x5 ...). Model ini menggunakan nilai yang diramalkan (variabel
independen) menghasilkan peramalan untuk variabel dependen. Model fungsi
transfer sederhana mengasumsikan bahwa sebuah hubungan linier antara variabel
independen dan variabel dependen, yaitu peramalan variabel independen pada t+1
menjelaskan prilaku variabel dependen padat+1. Sedangkan model fungs transfer
umum dikembangkan dari model transfer sederhana untuk menambahkan nila
variabel independen sebelumnya pada model. Contohnya, model fungs transfer
umum bisa menggunakan peramalan variabel independen di t+1 untuk
menjelaskan prilaku variabel independen di t+2. Moded fungs transfer umum

melibatkan waktu lag yang disebut delay (Dickey, 1996).

Peramalan variabel independen dibutuhkan untuk peramalan variabel dependen,
dengan demikian sangatlah penting jika variabel X independen terhadap variabel

Y. Ketergantungan seperti itu disebut feedback. Feedback menyebabkan situas
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dimana dibutuhkannya peramalan X untuk peramalan Y dan peramalan Y untuk

peramalan X (Brocklebank and Dickey, 2003).

Model fungsi transfer didefinisiken dengan :

Ve = U(B)xt + NE (219)
Dimana Vi = variabel dependen
X¢ = variabel independen

v(B) = fungs transfer (v(B) = Y2 _,,v;BY)
N:  =model noise

Tujuan pemodelan fungsi transfer adalah untuk identifikas dan pendugaan v(B)
dan noise N; menggunakan informasi yang tersedia dari variabel x; dan y,. Tetapi
terdapat kendala karena variabe x, dan y, mempunya angka yang terbatas
sedangkan fungs transfer v(B) mempunya koefisien yang tidak terbatas.

Sehingga fungs transfer v(B) didefinisikan oleh :

_ T | _ w(B)
v(B) = 3B =55
_ wp— wqB— ..— CL)SBS
"~ 1-6,B—..—6,B"
Sehingga model fungs transfer ditulis dengan :
Ve =2 e + Ny (220)

5(B)
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Dimana b adalah sebuah delay. Delay merupakan waktu yang berlalu sebelum
implus dari variabel independen yang menghasilkan efek terhadap variabel

dependen.
Penduga dari parameter w(B) dan §(B) adalah :

~Wj—p, j:b+1,,b+s

U — 511};'_1 = 521)}'_2 = . 5?’”}'—?’ ::{ 0 i>b+s

Dengan v, = w, dan v; = 0 untuk j < b (Montgomery et al, 2008).

Dari model fungsi transfer untuk x, dan N, diasumsikan independen. Model noise
N, dapat ditulis dengan model ARIMA (p,d,q). Sehingga model fungs transfer

dapat ditulis kembali dengan :

— w(B) 8(B)
t =3 Yt-b + . (2.21)

(Pankratz, 2002)

2.5.1 Feedback

Satu asumsi pada model fungs transfer adalah tidak adanya arah (exogeneity)
pada hubungan variabel independen dan dependen. Dengan kata lain, tidak adanya
feedback antara variabel dependen untuk variabel independen. Salah satu tes
untuk pengujian exogeneity adalah Grenger Causarity. Ketika dua time series
saling berhubungan, maka perlu diketahui bahwa X, adalah exogenous pada Y
atau X; haruslah independen terhadap Y;. Pengujian feedback dapat juga diperoleh

menggunakan fungsi korelas silang. Jika fungsi korelasi silang memiliki bentuk
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yang signifikan pada lag negatif, artinya terdapat arah hubungan antara exogenous

dan endogenous atau adanya feedback (Y affee and McGee, 1999).

2.5.2 Fungs Korelas Silang

Fungs kovarian silang untuk time series bivariat (x;, y;) didefinisikan dengan :

}’x,y(tx s) = Cov(xs, yt) (2.22)

Diasumsi kan bahwa (x;, y;) adalah stasioner maka:

E(x¢) = Uy konstan untuk semuat

E(ye) = 1y, konstan untuk semuat

Cov(xe, Xt 4j) = v (), hanya pada |

Cov(ye, Ye+ i) = ¥y () hanya pada

Cov(xe, Ye+j) = Yay (s hanyapadaj denganj =0, £1, %2, ...

Fungs korelesi silang didefinisikan oleh :

Yay ()

Pxy(J) = corr(xy, Yoy j) = _—J—
Yx(0)yy(0)

Penduga kovarian silang didefinisikan oleh :

,untuk j=0,x£1,£2, ... (2.23)

Cj = ?xy(]) = % Ejt\;_lj(xt - x_) (yt+j - y) untukj = Ol 11 2! (224)

6= Pry () = B ju1 (e = D) Geaj — §) untuk=-1,-2, .. (2.25)
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Sampel korelasi silang diduga dengan :

Yxy()

Yy (D) =Py ()= —=——
£ i [0

riski) =222 (2.26)

,untuk j =0, +1,+2, ...

. " 1 s ™ 1 =
Dimana 7, (0) =~ Xi=; (x — ©)* dan 7,(0) = = L=y (e — ¥)*

(Montgomery et al, 2008)

2.5.3 Prewhitening

Filter prewhitening adalah sebuah invers transformas antara variabel input dan
white noise. Jika terdapat autokorelasi pada variabel input maka dibutuhkan
prewhitening. Prewhitening juga digunakan untuk menghilangkan autokorelasi
pada saat fungsi korelas silang. Dimana hubungan antara prewhitened output dan
prewhitned input adalah fungsi dinamis dari input white noise yang tidak memiliki

autokorelasi dalam fungsi korelasi silangnya (Y affee and McGee, 1999).

Untuk model fungsi transfer, diberikan x, mengikuti model ARMA vyaitu :

dx(B)(L — B)dxr = Ox(B)a;

= @x(B)

ay =0y (B)_l Px(B)x, (2.28)

Dimana a, adalah white noise dengan varian ¢2. Pada persamaan (2.28) notasi

0,(B)"! @, (B)x, adalah sebuah filter yang digunakan x; untuk menghasilkan
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white noise yang disebut prewhitening. Dengan menggunakan filter prewhitening

untuk model fungsi transfer maka diperolen :

6x(B)~" @x(B)y; = 6y (B)_l Ox(B)u(B)x; + Oy (B)™" @x(B)N;

= b = N.*

Be =v(B)ay + N * (2.29)

Pendugakorelasi silang untuk v; ialah :

0) = Tap () 2 (2.30)
Dengan T.p = Korelas silang antara prewhitening a dan f8
j = lag waktu
Sp = standar deviasi dari prewhitening 8
S = standar deviasi dari prewhitening «

(Montgomery et al, 2008)

2.6 Model Noise

Berdasarkan persamaan (2.23) model noise N; ditulis mengikuti model ARIMA

(p,d,q) yaitu :

$(B)(1 — B)IN, = 6(B)ax;
= @(B)

@(B) Ny = 8(B)a;

_08()

= Yt

L o)
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Penduga korelasi silarig menggunakan prewhitening untuk model noise adalah :

rggp(K) — Z?io Tap()rap(J+k)
1= 1% g ()

rNt*Nt*(k) = (231)

(Box and Jenkins, 1976)

2.7 Diagnostik Model Fungsi Transfer

Dalam model fungsi transfer diperlukan pengujian kelayakan model sebelum
model digunakan untuk peramalan. Pengujian kelayakan model fungsi transfer
dilakukan pada residual @, dari model white noise dan residual a, dari prewhited

output.

1. Pengujian korelasi silang.
Kelayakan model diperoleh jika sampel fungs korelasi silang pqq (k)
antaraa; a, tidak menunjukan bentuk. Test yang digunakan adalah :
Qo=m(m+2) 5K ym— 1 p2_.())
Dimana mengikuti distribusi chi-square dengan (K + 1) — M dergat
kebebasan, dimanam=n+ t, +1.
2. Pengujian autokorelasi.
Kelayakan model diperoleh jika residua @, pada ACF dan PACF tidak
menunjukan bentuk. Test yang digunakan adalah :
Qy =m(m+2) Yi_o(m—7)""p%()
Dimana mengikuti distribusi chi-square dengan (K — p - ) dergat

kebebasan (Wei, 2006).
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2.8 Peramalan Model Fungs Transfer
Minimum peramalan MSE (Mean Squared Error) pada model fungsi transfer
didefinisikan dengan :
?Hr = Erﬁr—b Ui*aﬁr—b—i + Z?;r 1!"E£t+r—i (2-32)
Dengan eror peramalannya adalah :
&(T) = Yerr = Jeee(B)
= 3 oe v bt + Y10 Yilrer—i (2.33)

(Montgomery et al, 2008)



