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ABSTRACT 

 

 

SOLVING THE SECOND ORDER NON LINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL 

EQUATIONS WITH SUMUDU DECOMPOSITION METHOD 

  

 

By 

DESI EFIYANTI 

 

 

A differential equation is a mathematical equation that relates some functions with 

its derivatives.  There are linear and non linear differential equations.  A non 

linear differential equation more difficult to be solved.  A method that can be used 

to solve it is Sumudu decomposition method.  This method contains Adomian 

decomposition method and Sumudu transform.  Sumudu transform defined as  

 ( )    * ( )+   ∫  (  )   
 

 

      (      )      

The general solution of Adomian decomposition method is  
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with non linear term defined as 
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are Adomian polinomials,           
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ABSTRAK 

 

 

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA ORDE DUA NON 

LINEAR DENGAN METODE DEKOMPOSISI SUMUDU 

  

 

Oleh 

DESI EFIYANTI 

 

 

Persamaan diferensial biasa merupakan persamaan diferensial yang memuat 

turunan biasa.  Terdapat persamaan biasa linear dan non linear.  Persamaan 

diferensial biasa non linear cenderung lebih sulit diselesaikan.  Salah satu metode 

yang digunakan untuk menentukan solusinya adalah metode dekomposisi 

Sumudu.  Metode ini merupakan gabungan antara metode dekomposisi Adomian 

dan transformasi Sumudu.  Transformasi Sumudu didefinisikan  

 ( )    * ( )+   ∫  (  )   
 

 

      (      )      

Sedangkan solusi umum metode dekomposisi Adomian dinyatakan 

 ( )  ∑   
 

   
( ) 

Dengan suku non linearnya didefinisikan  

  ( )  ∑   
 

   
(             ) 

dengan 

   
 

  
[
  

   
 (∑    

 

   

)]

   

 

adalah polinomial Adomian, dengan           

 

Kata kunci : Persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial biasa non 

linear, transformasi Sumudu, dekomposisi Adomian. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

Matematika merupakan ilmu yang sangat penting dan terkenal sebagai induk dari 

segala ilmu, karena pada setiap bidang ilmu lain seperti fisika, kimia, ekonomi, 

komputer, dan ilmu lainnya melibatkan matematika.  Oleh karena itu, matematika 

memilki cakupan kajian yang sangat luas.  Salah satu kajian dalam matematika 

adalah persamaan diferensial.  

 

Dalam aplikasinya, persamaan diferensial  menggunakan formulasi matematika 

berupa penentuan suatu fungsi yang memenuhi suatu persamaan tertentu.  

Persamaan tersebut mengandung satu atau lebih turunan suatu fungsi yang tidak 

diketahui, dan hal itu sangat berguna untuk menyelesaikan berbagai permasalahan 

teknik, fisik, dan sosial yang ada dalam kehidupan sehari-hari. 

 

Karena adanya permasalahan tersebut, maka diperlukan metode-metode untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial ini.  Banyak sekali metode dalam 

menyelesaikan suatu permasalahan persamaan diferensial.  Persamaan diferensial 

dapat diselesaikan secara analitik seperti pemakaian transformasi, penggunaan 

subtitusi, dan penggunaan konstanta c sembarang.  Namun, penyelesaian yang 
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sering ditemukan adalah penyelesaian diferensial linear, padahal kenyataannya 

permasalahan yang terjadi banyak ditemukan adalah tidak hanya diferensial  

linear tetapi permasalahan persamaan diferensial non linear.  Pada penyelesaian, 

tidak semua solusi persamaan diferensial dapat diekspresikan sebagai fungsi 

polinomial, trigonometri, eksponensial, logaritma, dan hiperbolik. 

 

Oleh karena itu, pada penelitian ini digunakan metode dekomposisi Sumudu 

untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa non linear pada orde dua.  

Dekomposisi Sumudu merupakan dekomposisi yang diperkenalkan oleh Gamake 

K.Watugala yang merupakan gabungan antara metode transformasi Sumudu dan 

dekomposisi Adomian.  Transformasi Sumudu identik dengan transformasi 

Laplace, karena sifat-sifatnya hampir sama.  Sedangkan pada dekomposisi 

Adomian lebih menekankan pada solusi non linearnya. 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Adapun tujuan dari penulis diantaranya : 

1. Menganalisis tahapan penyelesaian aplikasi persamaan diferensial biasa 

orde dua non linear dengan metode dekomposisi Sumudu. 

2. Mendapatkan hasil penyelesaian berupa relasi rekursif      ,          

dengan           lalu mencari solusi       
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1.3  Manfaat Penelitian 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini diantaranya : 

1. Sebagai salah satu cara pemecahan masalah pada persamaan diferensial 

biasa orde dua non linear. 

2. Dapat dijadikan referensi untuk penelitian selanjutnya dengan persamaan 

diferensial yang lain. 

 

 

1.4  Batasan Masalah 

 

Pada penelitian ini, penulis membatasi masalah pada jenis persamaan diferensial 

yaitu persamaan diferensial biasa orde dua non linear. 

 



II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan diantara derivatif-derivatif yang 

dispesifikasikan pada suatu fungsi yang tidak diketahui nilainya, dan diketahui 

jumlah serta fungsinya (Birkhoff, 1978). 

Contoh : 

1. 
   

   
     (

  

  
)
 
   

2. 
  

  
  (

  

  
)    

3. 
   

   
  

   

   
 +
   

   
   

 

 

2.2 Persamaan Diferensial Biasa 

 

Suatu persamaan diferensial yang memuat turunan biasa dinamakan persamaan 

diferensial biasa (Munzir, 2009). 

Contoh : 

1.  
   ( )

   
  (   ( ) 

  ( )

  
) 

2. 
  

  
       ( ) 

 

 

 

2.1 Persamaan Diferensial 
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3.   
  

  
       

4. x 
  

  
  (         )         

 

 

2.3 Persamaan Diferensial Biasa Linear 

 

Suatu persamaan diferensial biasa  (          ( ))    dikatakan linear jika 

  merupakan suatu fungsi linear dari peubah         ( ). 

Secara umum persamaan diferensial biasa linear dituliskan sebagai 

  ( ) ( )     ( ) (   )        ( )    ( ), jadi linear di sini adalah 

linear terhadap variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya  

(Munzir, 2009). 

Contoh : 

1.      

   
  

  

  
      

2. 
   

   
  

   

   
  

  

  
        

3.  
   

   
  

  

  
         

 

 

2.4 Persamaan Diferensial Biasa Non Linear 

 

Suatu persamaan diferensial yang tidak memiliki bentuk  

  ( ) ( )     ( ) (   )          ( )    ( ) dinamakan 

persamaan non linear.  Sebuah contoh permasalahan fisik sederhana yang 

memiliki bentuk persamaan diferensial biasa non linear adalah gerakan bandul.  
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Gambar 1.  Contoh masalah nyata dari persamaan diferensial biasa non 

linear 

 

 

Sudut   yang mengatur gerakan bandul sepanjang   membuat gerakan ke arah 

vertikal, memenuhi persamaan non linear  
   

   
  

 

 
      .  Contoh lain 

persamaan diferensial biasa non linear adalah 

1.            

Persamaan diferensial non linear, karena  (          )           

polinom berpangkat dua dalam         . 

2.       
  

  
     (

   

   
)    

Persamaan diferensial non linear, karena   tak berbentuk polinom dalam 

  
  

  
 
   

   
       (Munzir, 2009). 

 

 

2.5 Orde Persamaan Diferensial Biasa 

 

Suatu persamaan diferensial disebut mempunyai orde (tingkat) n jika turunan 

yang tertinggi dalam persamaan diferensial itu adalah turunan ke n  

(Kartono, 2000). 

Contoh: 

1.  
  

  
      ; orde satu. 
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2. 
   

    
   .

   

   
/
 

  
  

  
     ; orde tiga. 

3. .
   

   
/
 

 .
   

   
/
 

       ; orde tiga. 

4. .
   

   
/
 

 
  

  
     ; orde dua. 

 

 

2.6 Derajat Persamaan Diferensial Biasa 

 

Suatu persamaan diferensial disebut mempunyai degree (derajat) k jika turunan 

yang tertinggi dalam persamaan diferensial itu berderajat k (Kartono, 2000). 

Contoh: 

1.  
  

  
        ; derajat satu. 

2. 
   

    
   .

   

   
/
 

  
  

  
      ; derajat satu. 

3. .
   

   
/
 

 .
   

   
/
 

       ; derajat dua. 

4. .
   

   
/
 

 .
   

   
/
 

 
  

  
     ; derajat tiga 

 

 

2.7 Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu 

 

Suatu persamaan diferensial biasa orde satu adalah suatu persamaan yang memuat 

satu variabel bebas, biasanya dinamakan  , satu variabel tak bebas, biasanya 

dinamakan  , dan derivatif  
  

  
.  Suatu persamaan diferensial biasa orde satu  

tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk berikut 

   

  
  (   ) 
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Persamaan  
   

  
  (   ) dengan  (   ) adalah fungsi kontinu pada   dan   

(Dafik, 1999). 

Contoh : 

1.  
  

  
        

2. 
  

  
                   

3. 
  

  
           

 

 

2.8 Persamaan Diferensial Biasa Orde Dua 

 

Persamaan Diferensial Biasa orde dua, yaitu Persamaan Diferensial Biasa yang 

turunan tertingginya adalah turunan kedua.  Persamaan Diferensial Biasa orde 2 

keatas dinamakan juga PDB orde lanjut (Dafik, 1999). 

Contoh: 

1.                     

2.   ( )       ( )      ( )    

3. 
   

   
  .

  

  
/
 

           

 

 

2.9 Persamaan Diferensial Non Linear Orde Dua 

 

Bentuk umum persamaan diferensial non linear orde dua yaitu: 

 

   

   
  [  

  

  
] 
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Salah satu contoh  persamaan orde dua non linear adalah 

   

   
  (    )

  

  
     

Dengan   adalah suatu konstanta positif.  Hubungan antara persamaan  

   

   
  [  

  

  
]         

   

   
  (    )

  

  
     

       [  
  

  
]     (    )

  

  
   

Jika   
  

  
  maka  

   

   
  ,   -, atau 

  

  
            

  

  
  ,   -

}                                         

(L. Ross, 1984). 

 

 

2.10  Masalah Nilai Awal (Initial Value Problem) 

 

Secara umum, problem persamaan diferensial biasa selalu melibatkan nilai awal 

(initial value), yang dapat ditulis sebagai berikut 

  ( )   (   ( ))                     (  )     

dengan kondisi awal  (  )     dapat disebut sebagai masalah nilai awal 

(initial value problem) (Dafik, 1999). 

 

 

2.11 Deret Tak Hingga 

 

Jika *  + suatu barisan dan                    maka barisan *  + 

disebut deret tak hingga.  Deret tak hingga ini dinyatakan dengan 
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∑    
 

   
                

Bila               disebut suku-suku deret tak hingga,               

disebut jumlah parsial deret tak hingga.  Jika    barisan jumlah-jumlah 

parsial, maka dapat ditulis sebagai 

berikut: 

                          

Jadi                  

Beberapa contoh deret tak hingga, antara lain adalah 

 

 

2.11.1 Deret Pangkat 

 

Deret pangkat dalam   mempunyai bentuk  

∑     
 

   
           

     

Deret pangkat ada 2 hal yang perlu diperhatikan: 

1. Untuk nilai   berapa deret ini konvergen. 

2. Untuk fungsi yang bagaimana deret tersebut akan konvergen, deret itu 

menyatakan jumlah  ( ) dari deret tersebut. 

 

 

2.11.2 Deret Pangkat Dalam (   )  

 

Deret pangkat dalam (   ) mempunyai bentuk  

∑   (   ) 
 

   
      (   )    (   )     
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Himpunan konvergensinya salah satu dari ketiga jenis interval berikut: 

1. Titik tunggal      

2. Interval (       ) atau kedua titik ujungnya. 

3. Seluruh garis bilangan R. 

 

 

2.11.3 Deret Taylor 

 
Definisi 

∑
  

( )

  

 

   
(   )   ( )    

( )(   )  
   

( )

  
(   )     

 
  

( )

  
(   )     

Disebut deret Taylor dari   pada   .  Hal khusus dari deret tersebut jika     

disebut deret Maclaurine (Purcell, 2011). 

 

 
2.12 Transformasi Sumudu 

 

Transformasi Sumudu didefinisikan berdasarkan himpunan dari fungsi 

  * ( )|            | ( )|    
     

                  (  ) x ,   )+ 

Dengan rumus 

 ( )   * ( )+  ∫  (  )   
 

 

      (        ) 

Transformasi Sumudu ada jika ∫  (  )
 

 
         ∫  (  )

 

 
   konvergen 

ke nilai batasnya.  Transformasi Sumudu identik dengan transformasi Laplace, 

karena sifat-sifat yang dimiliki oleh transformasi Sumudu identik dengan sifat-
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sifat yang dimiliki oleh transformasi Laplace.  Transformasi Laplace  ( )
dapat 

diubah menjadi transformasi Sumudu   ( )( ) 

dengan hubungan 

 ( )  
 .

 

 
/

  
 

dan inversnya   

 ( )  
  .

 

 
/

 
 

 

Misalkan  ( ) merupakan suatu fungsi dari   terdefinisi untuk    .  Kemudian 

integral ∫      

 
 ( )  ,  jika ada dinamakan suatu fungsi dari  , katakan  ( )

. 

Fungsi   ( ) ini dinamakan transformasi Laplace dari  ( ) dan dinotasikan oleh 

 * ( )+.  

Jadi,  

 * ( )+   ( )  ∫     
 

 

 ( )   

 
Jika  * ( )+   ( ) maka  ( ) dinamakan transformasi Laplace invers dari  ( )

  

dan dinotasikan dengan  ( )     * ( )+.  Kemudian untuk mencari    * ( )+.  

Kita harus mencari suatu fungsi dari    yang transformasi Laplacenya adalah  ( )
. 

Akan ditunjukkan hubungan antara transformasi Sumudu dan transormasi Laplace 

 ( )  
 .

 

 
/

  
 

dan inversnya 

 ( )  
  .

 

 
/
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1. Untuk   ( )   ,  

Maka 

 ( )  
  .

 

 
/

 
 

 

 

 
 

 

 
  untuk mencari nilai invers transformasi Sumudu 

   ( )     adalah sama dengan nilai invers transformasi Laplace  ( )  
 

 
. 

Dengan kata lain    ( ( ))     ( ( ))    

2. Untuk   ( )   ,  

Maka 

 ( )  
  .

 

 
/

 
 

 

 

 
 

 

  
  untuk mencari nilai invers transformasi Sumudu 

  ( )    adalah sama dengan nilai invers transformasi Laplace  ( )  
 

  
. 

Dengan kata lain    ( ( ))     ( ( ))    

 

3. Untuk   ( )    ,  

Maka 

 ( )  
  .

 

  
/

 
 

 

  

 
 

 

  
  untuk mencari nilai invers transformasi Sumudu 

 ( )     adalah sama dengan nilai invers transformasi Laplace  ( )  
 

  
 

Dengan kata lain    ( ( ))     ( ( ))  
  

  
 

Begitu seterusnya untuk hubungan antara transformasi Sumudu dan transformasi 

Laplace.   
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Adapun beberapa invers transformasi Sumudu disajikan dalam tabel berikut : 

 

Tabel 1.  Beberapa fungsi   ( ) dan  invers transformasi Sumudu    ( ( )) 

 

No   ( )    ( ( )) 

 

 ( )     ( ( )) 

1 1 1 

2     

3  

     

    

(   ) 
          

4  

     

    

 ( )
      

5  

    
 

 

    

6     

(    ) 
 

       

(   ) 
          

7     

(    ) 
 

       

 ( )
 

8  

      
 

      

 
 

9  

      
 

       

10  

(    )       
          

 
 

11     

(    )       
 

 

           

12  

      
 

       

 
 

13  

      
 

 

        

14  

(    )       
           

 
 

15     

(    )      
 

 

            

16  

(    )(    )
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No   ( )    ( ( )) 

 

 ( )     ( ( )) 

17  

(    )(    )
 

         

   
      

18   

(      ) 
 

                

   
 

19   

(      ) 
 

        

  
 

20  

(      ) 
 

                

  
 

21  

(      ) 
        

 

 
          

22  (      )

(      ) 
 

 

         

23   

(      ) 
 

                  

   
 

24   

(      ) 
 

         

  
 

25  

(      ) 
 

                  

  
 

26  

(      ) 
 

 

        
 

 
            

27  (      )

(      ) 
 

 

          

28   

(      ) 
 

(      )                 

   
 

29   

(      ) 
 

                  

   
 

30   

(      ) 
 

(      )                

   
 

 

(Setianingrum, 2013). 
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2.13 Dekomposisi Adomian 

 

Misalkan  persamaan 

 ( )   ( )     (2.1) 

di mana operator diferensial   memuat bentuk linear atau nonlinear.  Metode 

dekomposisi Adomian menguraikan bagian linear dari   menjadi     dengan   

adalah operator linear dan   adalah sisa operator linear, sedangkan bentuk non 

linear dari   dimisalkan   sehingga persamaan (2.1) menjadi  

 ( )             (2.2) 

Karena   adalah operator linear, maka   dapat ditentukan inversnya yaitu    .  

Untuk   = 
 

  
  dan    = ∫ ( )  

 

 
.  Kemudian, dengan menerapkan     pada 

kedua ruas persamaan (2.2) diperoleh  

                            (2.3) 

Jadi ruas kiri persamaan (2.3) dapat dinyatakan dengan  

       ∫      
 

 
 

    ( )   ( )   (2.4) 

Kemudian substitusikan persamaan (2.4) ke persamaan (2.3), sehingga diperoleh 

 ( )   ( )                     (2.5) 

Persamaan (2.5) dapat ditulis dalam bentuk sebagai berikut  

   ( )                       (2.6) 

Jika pada persamaan (2.6) diasumsikan     ( )        maka akan diperoleh  

                   (2.7) 
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Selanjutnya pada persamaan (2.7) diterapkan metode dekomposisi Adomian, yang  

mengasumsikan solusi   dalam bentuk deret sebagai berikut 

  ∑   
 
       (2.8) 

Bentuk non linear    dinyatakan dalam suatu polinomial khusus 

   ∑   
 
       (2.9) 

 

dengan    adalah polinomial Adomian non linear yang nilainya tergantung pada  

  ,  ,….   dan    dapat didefinisikan dengan    

   
 

  
[
  

   
 (∑     

 

   

)]

   

 

                …      (2.10) 

 

dengan   adalah suatu parameter.  Jadi dengan menggunakan persamaan (2.10)  

   dapat diuraikan sebagai berikut  

    (  ) 

     

 

   

 (  ) 

     

 

   

 (  )  
  

 

  

  

   

  (  ) 

     

 

   

 (  )      

  

   
  (  )  

  
 

  

  

   

  (  ) 

  

Berdasarkan uraian   , diperoleh    bergantung pada   .    bergantung 

pada    dan         bergantung pada   ,  ,   , dan seterusnya.  Selanjutnya 
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subtitusikan persamaan (2.8) dan persamaan (2.9) ke persamaan (2.7), diperoleh 

solusi dari   sebagai berikut 

∑      
 
        ∑     

      ∑   
 
      (2.11) 

 

Berdasarkan persamaan (2.11) diperoleh relasi rekursi sebagai berikut 

                

                

                

  

                    (Widiya, 2013). 

 

 

2.14  Dekomposisi Sumudu 

 

Dekomposisi Sumudu merupakan gabungan antara transformasi Sumudu 

  * ( )|            | ( )|    
     

                  (  ) x ,   )+ 

Dengan rumus 

 ( )   * ( )+  ∫  (  )   
 

 

      (        ) 

Transformasi Sumudu untuk turunan fungsi  ( ) adalah 

 *  ( )+   
 ( )

  
 ∑

 ( )( )

    

   

   

 

Dan dekomposisi Adomian 

     
 

  
[
  

   
 (∑     

 

   

)]
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Gabungan ini terletak pada penyelesaian persamaan yang menggunakan 

keduanya.  Dengan terlebih dahulu menerapkan transformasi Sumudu yang 

diketahui pada suatu persamaan.  Setelah itu mengasumsikan solusi sebagai deret  

tak hingga, pada bentuk non linear menggunakan polinomial Adomian dan 

mencari relasi rekursif.  Dengan menerapkan invers transformasi Sumudu 

 ( )      ( ), hasil invers untuk mencari relasi                       dan 

menentukan   ( ) sebagai solusi akhir (Kumar, 2012). 



III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2015/2016 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung. 

 

Pada penelitian ini metode yang digunakan adalah studi literatur dan 

menggunakan metode dekomposisi Sumudu.  Adapun langkah-langkahnya 

sebagai berikut : 

1. Menerapkan transformasi Sumudu pada persamaan diferensial biasa orde 

dua nonlinear yang diketahui. 

2. Mendekomposisikan suku nonlinearnya ke dekomposisi Adomian sebagai 

  ( )  ∑   
 
   . 

3. Menerapkan invers transformasi Sumudu pada persamaan hasil 

transformasi. 

4. Menyatakan solusi sebagai barisaan tak hingga   ( ),   ( ), 

  ( )     ( ). 

5. Mencari relasi rekurensi  ( ), dengan   ( )  ∑   ( )
 
   . 

 

 

3.1 Waktu Dan Tempat Penelitian 

 

 

3.2 Metode Penelitian

 



V. KESIMPULAN 

 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Dengan menggunakan metode dekomposisi Sumudu dalam menyelesaikan 

persamaan diferensial orde dua non linear adalah dengan melihat turunan 

ke-n yaitu  

 *  ( )+   
 ( )

  
 
 ( )

  
 
  ( )

    
    

    ( )

 
 

dengan memasukkan nilai awal ke persamaan tersebut, lalu dengan 

transformasi Sumudu, dapat menghitung nilai invers transformasi Sumudu.  

Bentuk non linear dihitung menggunakan polinomial adomian  

   
 

  
[
  

   
 (∑   

 

 

   

)]

   

                 

Pada persamaan diferensial  
   

   
 (   )

  

  
       dengan nilai awal 

 ( )         ( )   , diperoleh solusi yaitu 

 ( )                    

 

Deret  tersebut membentuk kisaran  ∑    
    yang konvergen ke jumlah 

 

(   )
 dengan | |      

 



44 
 

Pada persamaan diferensial  
   

   
        

  

  
           dengan 

nilai awal                     , diperoleh solusi yaitu  

                       

 

Deret  tersebut membentuk kisaran  ∑     
    yang konvergen ke jumlah 

 

     
 dengan | |    

 

2. Cara memperoleh solusi      adalah dengan mencari relasi rekursif dari  

          =             

           {      {     
   

  
}                         } 

          

                     

          ∑      
 

   
 

 

 

5.2 Saran 

 

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk penelitian selanjutnya pada persamaan 

diferensial yang lain, seperti dengan orde yang lebih tinggi atau pun pada 

persamaan diferensial parsial. 
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