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ABSTRACT 

 

CHARACTERISTICS EMPIRICAL BAYES  

ESTIMATOR IN SMALL AREA ESTIMATION FOR BETA BINOMIAL 

MODEL 

 

 

By 

 

DWI MAYASARI 

 

 

 

Empirical Bayes (EB) method is one of method in small area estimation for count 

or binary data. Estimation with EB method based on posterior which its parameter 

be estimated by data. Maximum likelihood estimation (MLE) can be used to 

estimate parameter of posterior. Beta Binomial model is model that can be used 

for binary data. This research review characteristics of EB estimator in small area 

estimation and Mean Squared Error EB estimator in theory and empirical though 

simulation. From the result of this research, we know that EB estimator is biased. 

Based on simulation provided that if amount of area gets greater, than the value of 

bias gets smaller, and then the value of MSE is almost same.  

 

Keyword: Small Area Estimation, Empirical Bayes (EB), Beta Binomial Model, 

Maximum Likelihood Estimation (MLE). 

 



 

 

 

 

 

 

ABSTRAK 

 

KARAKTERISTIK PENDUGA EMPIRICAL BAYES  

PADA PENDUGAAN AREA KECIL  

DENGAN MODEL BETA BINOMIAL 

 

 

Oleh 

 

DWI MAYASARI 

 

 

 

Metode Empirical Bayes (EB) merupakan salah satu metode pada pendugaan area 

kecil untuk data cacah atau biner.  Pendugaan dengan pendekatan EB didasarkan 

pada sebaran posterior yang parameternya diduga dari data. Salah satu metode 

yang dapat digunakan untuk menduga parameter pada distribusi posterior yaitu  

maximum likelihood estimation (MLE). Model Beta Binomial merupakan salah 

satu model yang dapat digunakan pada respon biner. Penelitian ini mengkaji 

karakteristik penduga EB dan Mean Squared Error penduga EB baik secara teori 

maupun empiris melalui kajian simulasi. Hasil penelitian ini menunjukan bahwa 

penduga EB bersifat bias. Berdasarkan hasil simulasi diperoleh bahwa jika jumlah 

area  semakin besar maka nilai biasnya semakin kecil, sedangkan nilai MSEnya 

menghasilkan nilai yang tidak jauh berbeda (hampir sama). 

 

Kata kunci: Pendugaan Area Kecil, Empirical Bayes (EB), Model Beta 

Binomial, Maximum Likelihood Estimation (MLE). 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Metode Empirical Bayes (EB) merupakan salah satu metode pada pendugaan area 

kecil. Pendugaan area kecil merupakan suatu teknik statistika untuk menduga 

parameter-parameter subpopulasi yang ukuran contohnya kecil. Menurut Rao 

(2003), metode EB cocok digunakan dalam menangani data biner dan data 

cacahan pada pendugaan area kecil. Beberapa penelitian terkait penerapan metode 

EB pada pendugaan area kecil antara lain dilakukan oleh  Lohr dan Rao (2009) 

yang menggunakan pendekatan EB dalam menduga mean squared error dan 

Kismiantini (2007) menggunakan pendekatan EB untuk menduga resiko relatif 

penyakit demam berdarah di Kota Bekasi.  

Pendugaan dan inferensi pada pendekatan EB didasarkan pada sebaran posterior 

yang parameternya diduga dari data. Salah satu metode yang dapat digunakan 

untuk menduga parameter pada distribusi posterior yaitu  maximum likelihood 

estimation (MLE). MLE dapat digunakan untuk menduga parameter jika distribusi 

dari populasinya diketahui. 

 

Dalam pendugaan area kecil umumnya digunakan model dua tahap dimana 

konsep pendugaannya memanfaatkan informasi tambahan yang dikenal sebagai 

distribusi prior. Dengan demikian diperlukan distribusi prior yang mengakomodir 
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informasi tambahan ini. Salah satu distribusi yang bisa digunakan untuk respon 

biner atau cacah pada pendugaan area kecil adalah distribusi Binomial. Pada 

penelitian ini dipilih distribusi Beta sebagai distribusi prior sehingga model 

pendugaan area kecil yang digunakan yaitu model Beta-Binomial.  

 

Kebaikan suatu penduga dapat dievaluasi melalui sifat tak bias dan varian 

minimum. Pada kenyataannya, penduga Bayes biasanya bersifat bias (Bolstad, 

2007). Sehingga dalam penelitian ini kualitas penduga EB yang diperoleh akan 

dievaluasi melalui kriteria Mean Square Error (MSE). 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Penelitian ini bertujuan untuk : 

1. Menentukan penduga EB pada pendugaan area kecil untuk model Beta 

Binomial 

2. Mengkaji karakteristik penduga EB dan mengevaluasi MSE penduga EB baik 

secara teori maupun empiris melalui kajian simulasi.  

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah memberikan informasi tentang 

karakteristik penduga Empirical Bayes pada pendugaan area kecil dengan model 

Beta Binomial. 



 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

2.1  Pendugaan Area Kecil 

 

 

Pendugaan area kecil merupakan metode estimasi tidak langsung yang 

mengkombinasikan antara data survei dengan data pendukung lain misalnya dari 

data sensus sebelumnya yang memuat variabel dengan karakteristik yang sama 

dengan data survei sehingga dapat digunakan untuk menduga area yang lebih 

kecil dan memberikan tingkat akurasi yang lebih baik.  Model area kecil 

dikelompokkan menjadi dua jenis yaitu: 

1. Pendugaan  Area Kecil Berbasis Area 

Pada model pendugaan area kecil berbasis area, data pendukung yang tersedia 

hanya sampai level area.  Model level area menghubungkan penduga langsung 

pendugaan area kecil dengan data pendukung dari domain lain untuk setiap area. 

 

2. Pendugaan Area Kecil Berbasis Unit 

Pada model pendugaan area kecil berbasis unit diasumsikan bahwa data variabel 

penyerta unit    
 =(xij1,xij2,....,xijp)

T
 tersedia untuk setiap elemen ke-j pada area ke-i 

namun kadang cukup dengan rata-rata populasi  ̅   diketahui saja.   
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2.2 Model Beta Binomial 

 

 

Model dasar yang digunakan dalam penelitian ini adalah model berbasis area dua 

level. Model dua level tersebut dapat dituliskan sebagai berikut: 

          

Dengan: 

  = penduga langsung area ke-i 

  = pengaruh acak di dalam area 

    Parameter yang ingin diduga 

 

Dimana:: 

Level 1: yi| pi ~ Binomial (ni, pi) 

Level 2: pi ~ Beta (α,β), i= 1,2,3,...,m 

Dengan yi  menyatakan banyaknya pengamatan suatu kasus pada area ke-i, ni 

adalah banyaknya ulangan keberhasilan suatu kasus pada area ke-i, pi adalah 

peluang keberhasilan suatu kasus pada area ke-i yang tidak diketahui dan m 

menyatakan jumlah area, sedangkan α dan β merupakan parameter yang belum 

diketahui. Level pertama diasumsikan bahwa yi ~ Binomial (ni, pi) dan level 

kedua diasumsikan bahwa pi ~ Beta (α,β). 

 

 

2.3  Metode Empirical Bayes 

 

 

Dasar pengembangan pendekatan statistik Bayes adalah hukum Bayes yang dibuat 

oleh Thomas Bayes.  Hukum ini diperkenalkan oleh Richard Price tahun 1763 dua 

tahun setelah wafatnya Thomas Bayes.  Pada tahun 1774 dan 1781, Laplace 

memberikan analisis lebih rinci dan lebih relevan untuk statistik Bayes sekarang 
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(Gill, 2002).  Model Bayes sederhana yaitu misalkan kemungkinan Y|θ~f(y|θ) dan 

prior θ~ (θ), Y atau θ dapat berupa vektor dan   diasumsikan diketahui, maka 

sebaran posterior dari θ adalah: 

p(θ|y)= 
          

    
, dengan m(y)=∫            . 

 

Pendugaan dan inferensi pada pendekatan EB didasarkan pada sebaran posterior 

yang parameternya diduga dari data. Salah satu metode yang dapat digunakan 

untuk menduga parameter adalah Maximum Likelihood Estimation (MLE).  

Untuk menentukan maximum likelihood estimator dari  ̂ sebagai berikut: 

1. Tentukan fungsi likelihood. 

L(θ1,θ2,....,θn)= ∏    
        . 

2. Bentuk log likelihood l= log L( ̂). 

3. Tentukan turunan dari l= log L( ̂) terhadap  ̂. 

     ̂ 

   ̂
=0 

Penyelesaian dari persamaan poin 3 merupakan maximum likelihood estimator 

untuk θ. 

4. Tentukan turunan kedua dari l= log L( ̂) terhadap  ̂. Jika 
      ̂ 

   ̂ 
<0, maka 

akan membuktikan bahwa  ̂ benar-benar memaksimumkan fungsi likelihood L( ̂). 

(Bain dan Engelhardt, 1992). 

 

 

2.4 Metode Iterasi Newton Raphson 

 

 

Apabila dalam proses estimasi parameter didapat persamaan akhir yang non linear 

maka tidak mudah memperoleh estimasi parameter tersebut, sehingga diperlukan 
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suatu metode numerik untuk memecahkan persamaan non linear tersebut. Salah 

satu metode yang sangat populer digunakan untuk memecahkan sistem persamaan 

non linear adalah metode Newton Raphson. Metode Newton Raphson adalah 

metode untuk menyelesaikan persamaan non linear secara iteratif seperti 

persamaan likelihood yang mencari lokasi yang memaksimalkan suatu fungsi. 

Dasar dari metode ini adalah pendekatan deret taylor linear: 

           ∑
 

  

       

      
       

 

   

 

Perluasan dari bentuk orde 1: 

     

  
=0 

 

Diperoleh: 

     

  
                

=              

Jika θ
0
 merupakan nilai awal (inisialisasi) dari θ atau θ

0 
merupakan nilai ke-1 dari 

θ, maka dapat dimisalkan θ
0
=θ

t
 dan θ=θ

t+1
 dengan t awal=0. Begitu pula dengan G 

dan H. Maka diperoleh iterasi sebagai berikut: 

                 

dengan indeks t menyatakan ukuran iterasi. 

Adapun langkah-langkah metode iterasi Newton Raphson adalah sebagai berikut: 

1. Ambil estimasi awal dari θ, misal θ
0
 

2.  ̂     
   ̂  

  ̂   
 ,    ̂   merupakan derivative pertama dari f(θ) pada θ=θ

t
 

3.  ̂     ̂  
   ̂  

   ̂  
, misal  ( ̂ )    dan    ̂     , maka: 
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  ̂     ̂           

4. Estimator  ̂  diiteratif sampai diperoleh jarak antara  ̂    dengan  ̂  nilainya 

sangat kecil atau  ̂     ̂     

 

Metode ini dapat diperluas untuk menyelesaikan sitem persamaan dengan lebih 

dari satu parameter. Misal θ1, θ2,....,θp maka iterasinya sebagai berikut: 

 ̂     ̂           

Dimana  ̂    dan  ̂  dalam bentuk vektor yaitu 

 ̂    [
 ̂ 

   

 
 ̂ 

   
] dan  ̂  [

 ̂ 
 

 
 ̂ 

 
] 

  

[
 
 
 
 
      

   
  

      

      

   
      

   
  

      

   
 ]

 
 
 
 

  dan   

[
 
 
 
     

   

 
     

   ]
 
 
 

 

       (Seber dan Wild, 2003) 

 

 

 

2.5  Karakteristik Penduga Parameter 

 

 

Estimator yang baik adalah yang memenuhi sifat tertentu, diantaranya sifat tak 

bias dan varian minimum. 

 

2.5.1 Ketakbiasan 

 

 

Sifat penduga yang baik salah satunya adalah sifat takbias. Suatu penduga 

dikatakan takbias apabila asumsi yang telah ditentukan terpenuhi, adapun 

penjelasannya sebagai berikut:  
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Definisi 2.5 ( Takbias)  

Misalkan Y1, Y2, Y3 merupakan sampel acak dari fungsi kepekatan peluang 

kontinu         , dimana θ merupakan parameter yang tidak diketahui.   

Penduga  ̂                 dikatakan takbias bagi θ,  jika  ( ̂)   . 

        ( Larsen dan Marx,  2012).  

 

 

2.5.2 Varian Minimum 

 

 

Selain sifat ketakbiasan,  penduga parameter dikatakan baik apabila memenuhi 

sifat penduga ragam minimum.  Adapun definisi ragam minimum suatu penduga 

sebagai berikut:  

 

Definisi 2.6 (Ragam Minimum)  

Bila U(X) merupakan penduga bagi g(θ),  maka U1(X) dikatakan sebagai  

penduga beragam terkecil,  jika  

       
       

  

Dimana U(X) merupakan sembarang penduga bagi g(θ).  

(Hogg dan Craig,  1995).  

 

Untuk estimator tak bias, nilai varian U(X)  akan sama dengan MSE U(X) tetapi 

pada pendugaan Empirical Bayes  penduga yang dihasilkan bersifat bias sehingga 

performa dari penduga dievaluasi melalui MSE. 

Jika  ̂ 
   merupakan sebuah estimator untuk p, maka MSE tidak bersyarat dari 

 ̂ 
   adalah: 

     ̂ 
         ̂ 

      ̂ 
    ̂ 
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Dimana 

     ̂ 
               

(Lohr dan Rao, 2009). 

 



 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2015/2016, 

bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung, Lampung. 

 

 

3.2. Metode Penelitian 

 

 

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menetapkan model dua tahap distribusi Beta Binomial 

 Level 1: yi| pi ~ Binomial (ni, pi) 

 Level 2: pi ~ Beta (α, β) 

 Model dua level ini dapat ditulis sebagai model linear campuran: 

 Yi= pi + ei 

2. Menentukan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari model linear 

campuran di atas. 

3. Menduga parameter distribusi Binomial dengan menggunakan pendugaan EB.  

4. Menduga  parameter dari penduga EB dengan menggunakan MLE. 

5. Jika dugaan parameter penduga EB tidak dapat diselesaikan secara analitik 

maka menggunakan Metode Iterasi Newton Raphson. 
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6. Mengevaluasi nilai harapan dan MSE penduga EB. 

 

Langkah-langkah dalam mengevaluasi nilai harapan dan MSE dengan 

menggunakan simulasi:  

1. Menentukan jumlah area yang berbeda-beda yaitu 10, 50 dan 100 sebagai 

representasi jumlah area yang berukuran kecil, sedang dan besar. 

2. Membangkitkan theta berdistribusi Beta. 

3. Membangkitkan data berdistribusi Binomial dengan theta berdistribusi Beta 

sesuai dengan jumlah area yang sudah ditentukan. 

4. Menentukan ε yaitu 0,0001. 

5. Melakukan iterasi untuk mendapatkan  ̂ dan  ̂ dengan ulangan 100 kali dan 

kriteria berhenti untuk Newton Raphson adalah saat iterasi mencapai 1000. 

dengan sebelumnya menentukan parameter awal α dan β. 

6. Menghitung nilai bias dan MSE. 



 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

Dari hasil penelitian ini dapat diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut: 

1. Penduga EB pada pendugaan area kecil model Beta Binomial adalah: 

 ̂   
   ̂

 ̂    ̂
 

2. Penduga EB pada pendugaan area kecil model Beta Binomial bersifat bias 

dengan MSE tidak bersyaratnya adalah: 

   ( ̂ 
  )        

 

Dimana: 

  
 

(       )(     ) 
 

  (
 (   ) 

(     )(   )
   

 (   )

   
    ) 

  
 

(     ) (   )
 

  (
(   )( (   ))

(     )
   

   

(   )
) 

 

Berdasarkan hasil simulasi diperoleh bahwa jika jumlah area semakin 

besar maka nilai biasnya semakin kecil, sedangkan nilai MSEnya 

menghasilkan nilai yang tidak jauh berbeda (hampir sama). 
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