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Abstrak

Oleh
Siti Fatimah

Graf G(V,E) dikatakan graf terhubung jika untuk setiap dua titik pada graf
tersebut terdapat path yang menghubungkannya. Jika tidak ada path yang
menghubungkan antara kedua pasang titik di G maka G tidak terhubung. Garis
paralel adalah dua garis atau lebih yang mehubungkan dua titik yang sama. Pada
graf terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan jumlah titik ndan jumlah garis
mbanyak graf yang dapat dibentuk, baik terhubungatau tidak terhubung. Dalam
penelitian ini dibahas tentang cara menentukan banyaknya graf terhubung berlabel
tanpa garis paralel jika diberikan n =6 dan 5 <m < 15. Dari penelitian ini

didapat jumlah graf tersebut untuk n = 6 ;g = 5 adalah N(Gy ;m15) = 1296 (r;) ;
m_l) ; dan untukn =6;g =

untuk n = 6 ;g = 6 adalah N(Gnmae) = 1980 ( -

m—Z).

7 adalah N(Gy,my7) = 3330 ( -

Kata kunci: graf, graf terhubung, loop, garis paralel
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori Graf merupakan salah satu teori atau cabang matematika yang mempelajari
tentang objek — objek diskrit dan hubungan antara objek — objek tersebut. Teori
graf diperkenalkan oleh matematikawan Swiss yang bernama Leonhard Euler.
Pada tahun 1736 Leonhard Euler memberikan solusi terhadap masalah jembatan
Konigsberg yang sangat terkenal di Eropa. Dengan memodelkan masalah tersebut
kedalam bentuk graf, jembatan Konigsberg yang melalui sungai Pregel di
Kaliningrat, Rusia, daratan dinyatakan sebagai titik atau vertex dan jembatan
dinyatakan sebagai garis yang disebut sisi atau edge. Permasalahannya adalah
menentukan apakah mungkin melakukan perjalanan yang dimulai dari satu

daratan dan melalui setiap jembatan tersebut hanya satu kali serta kembali ke

tempat semula.

Gambar 1. Jembatan Konigsberg dan representasinya dalam bentuk graf.



Dengan merepresentasikan titik sebagai daratan dan garis sebagai jembatan,
Leonhard Euler menyatakan bahwa tidak mungkin dapat melewati jembatan
tersebut tepat satu kali jika derajat tiap titik jumlahnya tidak genap sehingga

model graf tersebut dikenal sebagai graf Eulerian.

Jika diberikan n titik dan m garis, dengan » # 0 danm > 5, maka banyak graf

yang dapat dibentuk, diantaranya graf terhubung dan tidak terhubung.

Graf berlabel adalah graf yang tiap titik atau garisnya berlabel. Jika hanya
titiknya yang diberi label maka pelabelan tersebut disebut pelabelan titik, jika
hanya garis yang diberikan label maka pelabelannya disebut pelabelan garis. Jika
titik dan garis keduanya diberikan label maka pelabelannya disebut pelabelan titik

dan garis atau pelabelan total.

Arifah (2015) telah melakukan observasi dari graf terhubung berlabel tanpa garis

paralel dan diperoleh rumus untuk n = 3;m = 2 yaitu G(D)3, =

(Zmz_ 1), untuk n =4 ; m = 3 yaitu G(l),3 =16,dan untuk n = 4; m >
3 yaitu G(D)gm = (3(’“3_ 1)) -3(™2 - (™ h.

Berdasarkan solusi — solusi yang di dapat tersebut penulis tertarik untuk meneliti

banyaknya pola — pola graf terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan n = 6.



1.2.Batasan Masalah

Dalam penelitian ini pembahasan dibatasi pada graf terhubung berlabel tanpa
garis paralel dengann = 6danm > (n— 1) dengan n adalah banyaknya titik

dan m adalah banyaknya garis pada graf.

1.3. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu:
1. Untuk mengetahui pola dalam menghitung graf jika diberikan n titik dan m
garis
2. Untuk mengetahui jumlah graf yang terbentuk untuk tiap pola jika diberikan
n titik dan m garis
1.1 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini yaitu:
1. Mengetahui pola dalam menghitung graf.
2. Mengetahui jumlah graf yang terbentuk dari masing — masing pola jika

diberikan n titik dan m garis



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Konsep Dasar Teori Graf

Istilah — istilah yang digunakan pada subbab ini diambil dari Deo (1989).

Graf G = (V, E) terdiri dari suatu himpunan dari objek V = {v,,v,,...} yang
disebut dengan vertex atau titik, dan himpunan lainnya E = {e;, e,, ... } dimana E
boleh @, dengan elemen — elemennya disebut edge atau garis. Setiap garis atau
edge ex; menghubungkan pasangan titik (v, v;). Titik v, dan v; disebut titik
ujung dari ex;-

Contoh:
€g

%1

Us

=)

Vy €3 V3
Gambar 2. Contoh graf

Dua titik v; dan v; dikatakan bertetangga (adjacent) jika satu sama lain dari
kedua titik tersebut dihubungkan oleh garis yang sama dan dinotasikan dengan
(v;,v;). Suatu garis e;; dikatakan menempel (incident) dengan titik v, jika titk v

merupakan salah satu ujung dari garis e;; tersebut.



Pada Gambar 2, titik v, bertetangga dengan v, . Sementara itu, v; tidak
bertetangga dengan v karena tidak ada garis yang menghubungkan kedua titik
tersebut. Garis e;menempel pada v, dan v, sedangkan e; menempel pada v, dan

V3.

Loop adalah garis yang titik awal dan ujungnya sama, sedangkan garis paralel
adalah dua garis atau lebih yang memiliki titik ujung yang sama. Suatu graf
tanpa

loop atau garis paralel disebut dengan graf sederhana.

Pada Gambar 2 merupakan contoh graf yang memuat loop dan garis paralel, loop

yaitu garis e, sedangkan garis paralel yaitu garis e, dan es yang menempel pada

v, dan v,.
Contoh:
Ul vl 7.71
e
e e, e e, e 4
e
V3 U3
VU, es U, es U e3

Gambar 3. Contoh graf sederhana, dan graf tidak sederhana

Misalkan v; adalah titik dalam suatu graf G. Jumlah garis atau edge yang
menempel atau incident pada titik v;, dengan loop dihitung sebanyak dua, disebut
derajad atau degree dari titik v;, yang dinotasikan dengan d(v;).

Pada Gambar 2 d(v,) = 3,d(v,) = 4,d(v3) =3,d(v,) =3,d(vs) = 1.

Karena vsberderajat satu, maka vs merupakan titik pendant.



Walk adalah barisan berhingga dari titik dan garis yang dimulai dan diakhiri
dengan titik sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik sebelum dan
sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut closed
walk. Sedangkan path adalah walk yang memiliki atau melewati titik yang
berbeda — beda. Path yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut
cycle.

Pada Gambar 2 contoh walk adalah (v,e,v,eq voe,v5e31,).

Contoh closed walk adalah (v, e,v,eqv,e,v3e30,e,11).

Contoh path (vie;v,e,v3e3v,e,).

Contoh cycle adalah (v, e,v,e,v3e3v,4e,14)

Suatu graf dikatakan graf terhubung jika untuk setiap dua titik pada graf tersebut
terdapat path yang menghubungkannya. Jika tidak ada path yang
menghubungkannya maka G dikatakan graf tak terhubung.

Contoh:

(a) (b)

Gambar 4. Contoh graf terhubung (a) dan graf tak terhubung (b)
Pelabelan pada graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek kajiannya
berupa graf yang secara umum dipresentasikan oleh titik dan sisi serta himpunan
bilangan asli yang disebut label, maka pelabelan disebut dengan pelabelan titik,

jika garis yang diberikan label maka pelabelannya disebut pelabelan garis. Jika



titik dan garis keduanya diberikan label maka pelabelannya disebut pelabelan titik
dan garis atau pelabelan total.

Dua graf dikatakan isomorfis jika memiliki banyaknya titik dan garis yang sama
dan mempertahankan sifat ketetanggaannya walaupun digambarkan dengan cara
yang berbeda.

Contoh:

Gambar 5. Contoh dua graf yang isomorfis

2.2. Konsep Dasar Teknik Pencacahan

Teorema dan istilah yang digunakan pada subbab ini diambil dari Siang (2006).
Misalkan n adalah bilangan bulat positif. Besaran n faktorial (simbol n!)
didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat antara 1 sampai n. Untuk
n=0, nol faktorial didefinisikan = 1.
n'=123...(n—1).n
ol=1

Teorema 1:



Banyaknya kombinasi dari n objek berbeda yang diambil sebanyak r objek adalah

|
n _ n.

T (=)

Permutasi adalahsuatu susunan yang berbeda atau urutan yang berbeda yang
dibentuk oleh sebagian atau keseluruhan objek yang diambil dari sekelompok
objek yang tersedia. Dalam permutasi, perulangan tidak diperbolehkan, artinya
objek yang sudah dipilih tidak bisa dipilih kembali.

Contoh:

Suatu warna tertentu dibentuk dari campuran 3 warna yang berbeda. Jika terdapat
4 warna, yaitu merah, kuning, biru dan hijau, maka berapa kombinasi tiga jenis

warna yang dihasilkan?
Penyelesaian:

Dalam memilih warna yang akan dicampur, urutan warna tidaklah diperhatikan.
Jadi, yang menjadi masalah adalah warna apa yang akan dicampur. Tidaklah
menjadi masalah apakah warna merah dicampur pertama ataupun terakhir. Jadi
banyaknya kombinasi warna yang dapat dihasilkan adalah kombinasi 4 objek

yang diambil 3 sekaligus.

a1 al 24
Ci = =—="=14 cara
31(4-3)1 3111 6

Teorema 2:

Permutasi r objek dari n objek dihitung dengan cara

n!
(n-r)!’

p(n,r) =
Contoh:

Dalam suatu organisasi yang terdiri atas 30 orang akan dipilih 4 orang yang akan
menjadi ketua, wakil ketua, sekretaris, dan bendahara. Ada berapa cara untuk

memilih ketua, wakil ketua, sekretaris, dan bendahara untuk organisasi tersebut?



Penyelesaian:

Untuk memilih ketua organisasi ada 30 calon. Untuk memilih wakil ketua
organisasi ada 29 calon. Untuk memilih sekretaris ada 28 calon dan untuk
memilih bendahara ada 27 calon, sehingga untuk memilih ketua, wakil ketua,

sekretaris, dan bendahara ada 30 - 292827 = 657.720 cara.

300 _ 3% _ 657.720 cara

p(30,4) - (30-4)! 26!

Teorema — teorema di atas digunakan untuk mencari banyaknya graf terhubung

berlabel tanpa garis paralel untuk setiap n dan m jika diketahui bentuk grafnya.

2.3. Konsep Dasar Barisan

Barisan adalah fungsi yang domainnya merupakan semua bilangan bulat dan
dinotasikan dengan a,, (Rosen, 2012).

Secara umum barisan direpresentasikan dalam barisan sebagai berikut:

Ay At 1, A2, -, Ap

Contoh : Barisan bilangan 2, 4, 6, 8, 10, ...

Suatu barisan geometri adalah barisan yang memiliki bentuk a, ar, ar?, ..., ar™, ...
Dengan a dan r adalah bilangan real serta » merupakan rasio (Rosen, 2012).
Contoh : Barisan bilangan 1, 2, 4, 5, 16, ..., dengan a = 1 dan r = 2.

Suatu barisan geometri adalah barisan yang memiliki bentuk a,a + d, a +

2d, ...,a + nd, ... dengan a dan d adalah bilangan real serta d adalah merupakan
beda (Rosen, 2012).

Contoh : Barisan bilangan 1, 4, 7, 10, 13, ....,dengan a = 1 dan d = 3

Diberikan barisan bilangan {a,, } sebagai berikut ini:
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ag, 44,05, 03, ..., Ay 1)
Beda pertama dari barisan (1) adalah:

D},Di,D},..D} dengan D} = a,,; — a,

Secara rekurensi mendefinisikan beda orde ke k dari barisan (1) dengan orde k -1
sebagai beda sebelumnya adalah:

D, Dk, Dk, ... DFdengan D = Dk} — D! 2)
Perhatikan bahwa (2) valid untuk k=1 jika a,. = D?

(Alonso, 2000).

Proposisi 1: Diberikan Barisan (1). Jika terdapat polinomial p(x) berderajat k
dengan koefisien ¢ sehingga a,.= p(r) untuk r = 0,1,2,3,... maka barisan (1) adalah
barisan aritmatika orde k dengan beda adalah k! C (Alonso, 2000).

Bukti:

Misalkan p(x) = a;x* + ax*™1 + azx*=2 + -

Maka a, = a;7* + a,r* 1 + azrk=2 + .-

Sehingga

ay = appq — Ay = a1 [(r + D —mF] + a,[(r + DL — k1] + oo = ckrk?
Oleh Kkarena itu untuk beda pertama dapatdibentuk p(x) = kcx*~1 + -+ yang
berderajat k — 1 dengan koefisien pertama kc sehingga D} = p,(r) dengan
melakukan perulangan proses yang sama sebanyak k kali dapat disimpulkan

bahwa:

DF =p,(r) untuk suatu polinomial p,(r) berderajat nol dengan koefisien

pertama k!c sehingga D¥ = k! c untuk r=0,1,2,3,...



IIl. METODE PENELITIAN

3.1 Penelitian — penelitian yang telah dilakukan berkaitan dengan
perhitungan graf

1. Misalkan G = (V,E) adalah graf terhubung dengan |V (G)| = n dan
|E(G)| = m, dengan 0 < m < (121)

a. Graf g, merupakan graf sederhana dengan n titik. Banyaknya graf g,

adalah
In = 2(721)
b. Graf gn(m) merupakan graf sederhana dengan n titik dan m garis.

Banyaknya graf g,(m) adalah:

s =()

m

(Agreusson dan Raymond, 2007)

2. Misalkan G(V,E) adalah graf terhubung jika untuk setiap dua titik di G
terdapat path yang menghubungkannya. Jika n adalah banyaknya titik dan m
adalah banyaknya garis pada graf graf terhubung berlabel tanpa garis paralel
atau G (1), , maka banyaknya G (1), , adalah:

a. Untukn = 3;m > 2 diperoleh rumus umum adalah

6Wsm= (")
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b. untuk n = 4 ; m > 3 diperoleh rumus adalah:
(i).untukn=4;m =3
G(l)4‘3 = 16

(if). untuk n =4;m > 3

HO (3(m3— 1)) _3 (mg 1) _ (m;— 1)

(Arifah,2015).

3.2 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian akan dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan llimu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada tahun 2015-2016.
3.3 Metode Penelitian

Langkah — langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah:

1. Tentukan banyaknya titik dan garis graf yang akan dicari banyaknya jumlah
graf terhubung berlabel tanpa garis paralel yang dapat dibentuk dari titik dan
garis tersebut.

2. Lakukan observasi dengan cara menggambar graf terhubung berlabel tanpa
garis paralel dengan n = 6 ; m > 5 dan, dimana n adalah banyaknya titik dan m
adalah banyaknya garis.

3. Kelompokkan graf terhubung untuk setiap n titik dengan m garis.

4. Hitung jumlah graf terhubung untuk setiap n titik dengan m garis.

5. Lihat pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat dibentuk dari n titik

dan m garis.
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6. Tentukan banyaknya graf terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan n titik
dan m garis yang terbentuk dari masing - masing pola.

7. Tentukan rumus untuk jumlah graf terhubung berlabel tanpa garis paralel
dengan n titik dan m garis.

8. Buktikan rumus yang terbentuk

Penyajian dalam bentik diagram alir adalah sebagai berikut:

A

Tentukan n dan m graf yang akan diteliti

A

Tentukan banyaknya n dan m graf yang akan diteliti

A
Gambar graf terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan:
n=6danm=>n—-1

v

Kelompokkan graf berdasarkan n titik dan m garis yang sama dan
menghitung jumlah graf sehingga dapat terlihat pola yang terbentuk

Tenentukan banyaknya graf yang terbentuk dari masing — masing pola

l

Tentukan rumus untuk jumlah grafterhubung berlabel tanpa garis paralel dengan
n titik dan m garis

v

Buktikan rumus

A
Stop

Gambar 6. Diagram alir metode penelitian




V. KESIMPULAN

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan observasi dari graf terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan
orde 6, maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Untuk n=6 ; g=5 diperoleh rumus:

N(Gnmas) = 1296 (g )

2. Untuk n=6 ; g= 6 diperoleh rumus:

N(Grmus) = 1980 ("2 1)

5

3. Untuk n=6; g= 7 diperoleh rumus:

N(Grm) = 3330 (7 %)

5

dengan
n= banyaknya titik pada graf
m= banyaknya garis pada graf

g= garis bukan loop

5.1. Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan rumu umum banyaknya graf

terhubung berlabel tanpa garis paralel berorde lebih besar dari 6.
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