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ABSTRAK

KARAKTERISTIK PENDUGA EMPIRICAL BAYES
PADA PENDUGAAN AREA KECIL
DENGAN MODEL POISSON-GAMMA

Oleh
DYTA OMPUMONA

Area kecil merupakan himpunan bagian dari populasi dimana suatu peubah menjadi
perhatian. Pendugaan area kecil didefinisikan sebagai suatu teknik statistika untuk
menduga parameter area kecil. Metode Empirical Bayes (EB) merupakan salah satu
metode pendugaan area kecil yang digunakan pada data biner atau cacahan
Pendugaan pada metode EB didasarkan pada distribusi posterior yang parameternya
diduga dari data. Metode yang dapat digunakan untuk menduga parameter
posteriornya adalah Maximum Likelihood Estimation (MLE). Salah satu penerapan
metode EB untuk data cacahan adalah model Poisson-Gamma. Dalam penelitian ini
dikaji karakteristik penduga EB dan Mean Square Error (MSE) penduga EB pada
pendugaan area kecil, baik secara teori maupun empiris melalui data simulasi. Hasil
penelitian ini menunjukan bahwa penduga EB bersifat bias. Dengan nilai MSE yang
relatif kecil pada jumlah area berukuran kecil, sedang dan besar.

Kata Kunci: Area Kecil, Empirical Bayes (EB), Model Poisson Gamma, Metode
Maximum Likelihood Estimation (MLE).



ABSTRACT

CHARACTERISTICS EMPIRICAL BAYES ESTIMATOR
IN SMALL AREA ESTIMATION
FOR POISSON GAMMA MODEL

By

DYTA OMPUMONA

The small area is a subset of a population where a variable concern. Estimation of
small area is defined as a statistical technique to estimate parameters of a small area.
Empirical Bayes (EB) method is method in small area estimation for count or binary
data. Estimation with EB method based on posterior which its parameter be
estimated by data. One of method that can be used to estimate parameter of posterior
is Maximum Likelihood Estimation (MLE). One application of EB methods for
binary data is Poisson-Gamma model. This research will be reviewing
characteristics of EB estimator in small area estimation and Mean Squared Error
(MSE) EB estimator in theory and empirical through simulation data. These results
so that the EB estimator is biased and the MSE is small with amount of area which
small, medium and large size.

Keyword: Small Area, Empirical Bayes (EB), Poisson-Gamma Model, Maximum
Likelihood Estimation (MLE).
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I. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang dan Masalah

Area kecil merupakan himpunan bagian dari populasi dimana suatu peubah menjadi
perhatian. Teknik statistika untuk menduga paramater area kecil disebut pendugaan
area kecil (small area estimation, SAE). Pendugaan sederhana area kecil didasarkan
pada penerapan model desain penarikan sampel (design-based) disebut sebagai
pendugaan langsung (direct estimation). Pendugaan langsung menghasilkan
penduga tak bias namun karena ukuran sampel yang kecil mengakibatkan ragam
yang besar sehingga tidak dapat memberikan ketelitian yang baik. Dalam
mengatasi masalah ini, pendugaan area kecil dilakukan dengan metode pendugaaan
tidak langsung (indirect estimation) yang artinya bahwa penduga tersebut

mencakup data dari domain yang lain.

Berbagai metode pendugaan tidak langsung telah dikembangkan untuk
memperoleh penduga area kecil. Metode yang sering digunakan yaitu penduga
Bayes Empirik (Empirical Bayes, EB), penduga Bayes Hirerarkhi (Hirerarchical
Bayes, HB) untuk data biner atau cacahan sedangkan untuk data kontinu yaitu
penduga prediksi takbias linear terbaik empirik (Empirical Best Linear Unbiased
Prediction, EBLUP). Pendugaan pada metode EB didasarkan pada distribusi

posterior yang parameternya diduga dari data. Salah satu metode yang dapat



digunakan untuk menduga parameter distribusi posterior adalah Maximum
Likelihood Estimaton (MLE). Metode MLE dapat digunakan untuk menduga

parameter jika distribusi dari populasinya diketahui.

Salah satu penerapan metode Empirical Bayes (EB) untuk data cacahan adalah
model Poisson-Gamma. Model poisson merupakan peluang baku untuk data
cacahan namun dalam keadaan tertentu rataan dan ragamnya tidak sama, yaitu pada
saat terjadi overdispersi. Hal ini dapat diatasi dengan informasi tambahan untuk
mengakomodasi kelebihan ragam dari pengamatan dan dikenal sebagai distribusi
prior. Distribusi gamma merupakan distribusi yang dapat dipilih sebagai prior.

Sehingga model poisson menjadi model dua tahap yaitu model Poisson-Gamma.

Menurut Sadik (2009), penduga yang diperoleh pada pendugaan area kecil perlu
dievaluasi karena penduga yang diperoleh merupakan penduga berbias namun
memiliki ragam minimum. Dengan demikian untuk mengevaluasi penduga yang
baik pada pendugaan area kecil dilakukan menggunakan Mean Square Error
(MSE). Beberapa penelitian terdahulu seperti penelitian oleh Kismianti (2007),
Widiarti (2011) dan Partasiwi (2012) mengkaji pendugaan metode EB pada model
Poisson-Gamma. Namun dalam penelitian-penelitian tersebut belum dikaji bias,
ragam, dan MSE secara teoritis, sehingga penulis tertarik untuk mengkaji bias,

ragam dan MSE penduga EB pada model Poisson-Gamma.



1.2 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan penelitian ini adalah

1. Mengkaji bias dan ragam pada metode Empirical Bayes untuk pendugaan area
kecil.

2. Mengevaluasi Mean Square Error (MSE) pada metode Empirical Bayes untuk

pendugaan area kecil.

1.3 Manfaat Penulisan

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah menambah wawasan lebih

dalam lagi tentang penduga Empirical Bayes dan pendugaan area kecil.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan landasan teori mengenai small area estimation,
empirical bayes, model Poisson-Gamma, maximum likelihood estimation, metode

newton raphson dan karakteristik penduga parameter.

2.1 Small Area Estimation

Persoalan statistik area kecil telah menjadi perhatian serius para statistisi sejak 10
tahun terakhir ini, meskipun dasar pemikirannya telah dimulai jauh sebelumnya.
Penduga parameter yang bersifat kekar untuk suatu area kecil, saat ini merupakan
tujuan penting bagi banyak badan dan penelitian dalam SAE. Area kecil tersebut
didefinisikan sebagai himpunan bagian dari populasi dimana suatu peubah menjadi
perhatian. Small Area Estimation merupakan metode untuk menduga parameter

pada suatu subpopulasi dengan ukuran sampel kecil (Rao, 2003).

2.2 Model Area Kecil

Model area kecil merupakan model dasar dalam pendugaan area kecil. Model
dikelompokkan menjadi dua yakni model level area dasar dan model level area unit

dasar (Rao, 2003).



2.2.1 Model Level Area Dasar

Pada model level area dasar parameter area kecil yang ingin diamati adalah 6;,
dengan yi merupakan variabel respon. Sehingga model level area dasar yang
menjelaskan hubungan tersebut adalah

yi=0itei ; i=1,2,....,n (2.1)

dengan ej adalah galat sampel diasumsikan ei~iid N(0, 6%i) (Kurnia, 2009).

2.2.2 Model Level Area Unit Dasar

Pada model pendugaan area kecil berbasis unit diasumsikan bahwa data variabel
penyerta unit X;I]::(Xijl,XijZ,....,Xijp)T tersedia untuk setiap elemen ke-j pada area ke-i.
Selanjutnya variabel respon y;j diasumsikan berkaitan dengan Xjj sehingga bentuk
persamaan model pendugaan area kecil berbasis unit sebagai berikut:

YisxiB + e+ vi; j=1,2,...m; i,=1,2,....,n (2.2)
dengan v; merupakan pengaruh acak area, B merupakan koefesien regresi dan

diasumsikan bahwa E(eij)=0 dan Var(eij)= o%ij (Rao, 2003).

2.3 Emperical Bayes

Emperical Bayes (Bayes Empirik) merupakan metode dengan menggunakan
inferensia dari estimasi posterior untuk menduga parameter. Metode Emperical
Bayes merupakan metode yang cocok digunakan dalam menangani data biner dan
data cacahan pada pendugaan area kecil. Misalkan x1, X, ..., xn merupakan sampel

acak berukuran n dari distribusi yang mempunyai fungsi kepekatan peluang



berbentuk f(x1, X2, ..., xn|0) dan sebaran dari peubah acak 0 yaitu h(0) sebaran prior.
Metode EB dalam konteks pendugaan area kecil secara ringkas sebagai berikut:
1. Mendapatkan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari X1, X2, ..., Xn
dengan f(xz, X2, ..., Xn) Yyang didefinisikan sebagai berikut:

f(x1,X2,.-4Xn10).h(0)

0P Xa, - X0 = 8)h(B)d0

(2.3)

2. Menduga parameter model dari fungsi kepekatan peluang marginal.
3. Menggunakan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dugaan untuk
membuat inferensi parameter area kecil yang menjadi perhatian.

(Kismiantini, 2007)

2.4 Model Poisson-Gamma

Model poisson merupakan model peluang baku untuk data cacahan. Model ini
mengalami keterbataasan dalam rataan dan ragam ketika digunakan untuk
pendugaan parameter tunggal. Umumnya, data cacahan (seperti data jumlah)
mengalami overdispersi. Oleh karena itu, dikembangkan suatu formulasi poisson
yang mengakomodasi ragam dari pengamatan data sampel, maka diperkenalkan
model dua tahap untuk data cacahan yang dikenal dengan model Poisson-Gamma.
Model Poisson-Gamma dapat ditulis sebagai berikut:

Level 1:yi~ Poisson (6;),i=1,2,...n

Level 2 : 6i ~ Gamma (o, B) , i=1,2, ...n

Misalkan y1,yo, ..., yn sSampel acak dengan fungsi peluang:

e 90vi.
fOyLyz, - ynl0) = —=— yi=0,12, ... (2.4)
!

Dengan fungsi kepekatan peluang gamma:



y=_—1 9.2 15-6:/B. .
hO) = rrpa i @ : 0<[0i< oo (2.5)

Maka didapatkan fungsi bersama model Poisson-Gamma sebagai berikut:

e ® oV _ 1 ~1__p,
LYz, o o 0) == 08 1z 0% e O (26)

sebaran marginal diperoleh dengan mengintegralkan fungsi bersama sebagai

berikut :
K 1 1 (yito) )
(e, 0 30) = rz T+ (7575) (27)
Dengan demikian fungsi posterior adalah:
PRI I % f(y1, y2, .., yn, |BD)h(6;)d6;
gvitag 0i+Y/p)
= ° (2.8)

) (yi+o)
I(yj+a) (m)

(Larsen dan Marx, 2012)
Sehingga 6;|y;, B, a~ Gamma (y; + o, 1+1/B)' Dari posterior tersebut diperoleh
penduga bayes bagi 0i dan ragam bagi 0; adalah
8:° = E(Bily)= (yr+ c0/(1+1/p) (2.9)
Var(0ilyi) = (yi+ a)/(1+1/8)2 (2.10)

Penduga EB dapat diperoleh dengan cara menduga parameter prior berdasarkan
data sehingga penduga EB yaitu :

6iF8 = (yi+a)/(1+ PB) (2.11)
Parameter pada distribusi prior yaitu a dan (3 dapat diduga dengan menggunakan

metode Maximum Likelihood Estimation.



2.5 Metode Maksimum Likelihood Estimation

Misalkan terdapat y1,y>, .., yn dari suatu populasi yang memiliki fungsi probabilitas
f(y; 0) ; 6 € Q, dimana 6 merupakan suatu parameter yang tidak diketahui dan Q
adalah ruang parameter. Karena y1,y, ..., y» adalah sampel acak maka fkp bersama
dari y1,y2, ..., yn adalah
f(yy2, ..., Yn; 0) = f(y1;6) f(y26) ... f{yn;6) (2.12)
Berdasarkan Hogg and Craig (1995), fungsi likelihood didefinisikan sebagai fkp
bersama. Misalkan fungsi likelihood dinotasikan sebagai L(0; y1,Y2, ..., Yn) = L(0)
sehingga
L(©) =f(yny2 ..., ¥n; 6)
= f(y1;6) f{y2:0) ... f(yn;6)
=1 f(yi; ©) (2.13)
Dalam metode maximum likelihood estimation (MLE), penduga dari 6 diperoleh
dengan memaksimumkan fungsi likelihood. Mencari penduga dari 6 yang dengan
memaksimumkan fungsi InL(6) sebut 1(0). Jadi penduga dari 6 dapat diperoleh

dengan mencari solusi dari persamaan berikut:

21(0)
90 =0

2.6 Metode Newton-Raphson

Pada bentuk-bentuk persaman non linear dengan derajat lebih dari dua, terkadang
akan ditemukan kesulitan untuk mendapatkan akar-akarnya. Untuk itu ada metode-
metode yang sering digunakan untuk mencari akar bagi persamaan non linear

tersebut salah satunya yaitu Newton Raphson. Ada pendekatan dalam menurunkan



rumus metode Newton Raphson yaitu dengan deret Taylor. Dasar dari metode ini

adalah pendekatan deret taylor sebagai berikut:

1 a'f(e .
(1) = f(8Y) + 37, 22 (ét)l) (611 — gty (2.14)
bila pada suku orde-1maka:
f(Or1) = £(8Y) + (81 — BYH)f (BY) (2.15)

karena persoalan mencari akar, maka f(6'*1) = 0 sehingga

0= f(8Y) + (B¥1 — O (0Y)

t+41 _ ot _ f(8Y)
ot =0 P (2.16)

Metode ini dapat diperluas untuk menyelesaikan sistem persamaan dengan lebih
dari satu parameter. Misal 64, 0,, ..., 6, maka itersinya sebagai berikut:

pt+l = ot — (HH1Gt (2.17)
Dengan indeks t menyatakan ukuran iteratif. Untuk G, 8*** dan 8% dalam bentuk

vektor , dan H dalam bentuk matriks yaitu :

et+1 eg
i+l = l ]dan gt =1 :

et+1 ef(
0°F(0) 0?%F(0) 90°F(0)
0(61)2 691 692 T 691 691(
H=]: : :
0%F(8)  0%F(0) 0%F(0)
(02 00100, T 8(0y)?
dF(0)
90,
Dan G = :
dF(0)
90k

Estimator 8t diiteratif hingga diperoleh nilai jarak antara 6'** dan 0* sangat kecil

atau |@**1 — @' | = & (Burden dan Faires, 2010).
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2.7 Karakteristik Penduga

Jika 8 merupakan parameter yang dapat diduga, maka penduga dari 6 dinotasikan
6. Berkaitan dengan karakteristik pendugaan maka akan dijelaskan penduga yang

baik sebagai berikut:

2.7.1 Takbias

Sifat penduga yang baik salah satunya adalah sifat takbias, adapun definisi takbias

suatu penduga sebagai berikut:

Definisi 2.7.1.1 (Takbias)

Misalkan Y3, Y, ..., Y, merupakan sampel acak dari fungsi kepekatan peluang
kontinu, f,(y;0), dimana 6 merupakan parameter yang tidak diketahui. Penduga
Bn[=N(Y1,Y2,....,Yn)] dikatakan takbias bagi 0, jika E(6)=0. Untuk konsep dan
terminologi yang sama berlaku, jika terdapat data sampel acak Xi,Xa,....,Xn yang
diambil dari fungsi kepekatan peluang diskret p, (k;0). Suatu penduga

Bn[=h(Y1,Y2,....,Yn)] dikatakan penduga takbias asimtotik bagi 0 jika lim E(8 n)=0.
n—-oo

Jika E(6)#0 maka penduga dikatakan penduga yang berbias. (Larsen dan Marx,

2012).
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2.7.2 Ragam Minimum

Selain sifat ketakbiasan, penduga parameter dikatakan baik apabila memenuhi sifat
penduga ragam minimum. Adapun definisi ragam minimum suatu penduga sebagai

berikut:

Definisi 2.7.2.1 (Ragam Minimum)
Bila U(X) merupakan penduga bagi g(0), maka U1(X) dikatakan sebagai penduga
beragam terkecil, jika:

0216000 x) (2.18)

dimana U(X) merupakan sembarang penduga bagi g(0) (Hogg and Craig, 1995).

2.8 Mean Square Error (MSE)

Keakuratan suatu penduga umumnya dievaluasi berdasarkan nilai Kuadrat Tengah
Galat (KTG) /Mean Square Error (MSE). Nilai MSE dari suatu penduga parameter
memiliki peranan penting untuk diketahui, diantaranya adalah untuk mengukur

seberapa akurat penduga parameter yang diperoleh.

Jika Bi¥8 merupakan penduga bagi 6; maka MSE tidak bersyarat dari ;% adalah
MSE (iF8) = ka(at, B) + E(BiFB - 6;)? (2.19)
ki(a, B) = E(Var(6;]yi) = MSE (8:i®) (2.20)
Jika a dan 3 tidak diketahui, maka penduga bagi EB vyaitu:
68 = (yi+@)/(1+ B) (2.21)

dengan @ dan P diperoleh dari data (Sharon,2009).



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan IImu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung. Waktu penelitian dilakukan pada

semester genap 2015-2016.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data simulasi atau data yang
dibangkitkan dengan menggunakan software R 1386 3.1.0. Pembangkitan data
dalam simulasi dilakukan menggunakan model Poisson-Gamma dengan
yi~Poisson (6;) dan 6;~ Gamma (a, ) Simulasi dirancang untuk mengetahui
karakteristik bias dan ragam minimum dari penduga EB pada model Poisson-
Gamma dengan jumlah area ditetapkan n=10, n=20, n=50 dan n=100 sebagai

representasi jumlah area yang berukuran kecil, sedang dan besar.

3.3 Metode Penelitian

Kajian tentang karakteristik dari penduga parameter pada model Poisson-Gamma
dilakukan secara teori dan empiris melalui simulasi. Adapun langkah-langkah

secara teori yaitu:
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Menetapkan model dua tahap yaitu model Poisson-Gamma

Level 1 :y;~ Poisson (6i),i=1,2,...n

Level 2 : 6; ~ Gamma (o, 1/B) ,i=1,2, ...n

Mendapatkan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari sampel acak y;
~ Poisson (6;) dan dengan priornya 6;~ Gamma (o, 1/3)

Mendapatkan fungsi marginal dari model Poisson-Gamma

Menduga parameter 6; model Poisson-Gamma dari fungsi kepekatan peluang
akhir

Mendapatkan penduga EB (8iF8)

Menentukan penduga o dan penduga 8 dengan menggunakan MLE
Membuktikan karakteristik ketakbiasan bagi penduga EB

Menentukan ragam dan MSE bagi penduga EB.

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam simulasi untuk model Poisson-

Gamma yaitu:

1. Membangkitkan 6; dari sebaran 6;~ Gamma (a, 1/)

2. Membangkitkan y; dari sebaran y; ~ Poisson (6;)

3. Mendapatkan nilai @ dan B dengan metode iterasi Newton Raphson
4. Mendapatkan penduga EB (8i¥%) dengan iterasi 1000

5. Mendapatkan nilai bias,ragam dan MSE dari 6.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan,dapat disimpulkan bahwa:

1.

Karakteristik parameter éiEB yang diperoleh pada pendugaan area kecil dengan
menggunakan metode EB merupakan penduga yang berbias namun bias yang

diperoleh kecil.
Mean Square Error (MSE) dari parameter @iEB yang dihasilkan cukup kecil

dengan menggunakan metode EB artinya nilai duga parameter éiEB cukup

mendekati nilai parameter 0; yang sebenarnya.
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