KARAKTERISTIK BILANGAN CATALAN DENGAN LATTICE PATH
DAN KOMBINATORIAL

(Skripsi)

Oleh
IRA NURDIANA

FAKULTASMATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITASLAMPUNG
BANDAR LAMPUNG
2016



ABSTRACT

CHARACTERISTIC OF CATALAN NUMBER WITH LATTICE PATH

AND KOMBINATORIAL

By

IRA NURDIANA

Catalan number is a positive integer obtained by calculating the structure of the
combination of a sequence. Catalan Number can be expressed in the form of
recursive and can be solved in many ways, such as by lattice path, balanced
paranthesis, combinatorial principle characteristic equation and the moment
generating function. By completing the modification of a combinatorial problem
and the relationship to the Catalan number, obtained by a recursive eguation
solution Catalan numbers are

1 (Zn) (2n)!

" h+1iln :(n+1)!n!

Form of recursive equation is balanced parenthesis

P?'i :POPTI—1 +P1Pn_2 + ...+Pn_1P0
Which has similarities with the Catalan number form.

Form the moment generating function Catalan number is

C = 1 (2:’)
BT TN

Keywords : Catalan number, lattice path, recurrence relation, balanced paranthesis.



ABSTRAK

KARAKTERISTIK BILANGAN CATALAN DENGAN LATTICE PATH
DAN KOMBINATORIAL

Oleh

IRA NURDIANA

Bilangan Catalan merupakan bilangan bulat positif yang diperoleh dengan
menghitung struktur kombinasi dari suatu barisan. Bilangan Catalan dapat
dinyatakan dalam bentuk rekursif dan dapat diselesaikan dengan banyak cara,
diantaranya dengan lattice path, balanced paranthesis, persamaan karakteristik
prinsip kombinatorial dan fungsi pembangkit momen. Dengan menyel esaikan
modifikasi dari suatu persoalan kombinatorial dan mencari hubungannya dengan

bilangan Catalan, diperoleh solusi persamaan rekursif bilangan Catalan adalah

1 (Zn) (2n)!

" h+iln :(n+1)!n!

Bentuk persamaan rekursif halanced paranthesis adalah
P?'i :POPTI—1 +P1Pn_2 + ...+Pn_1P0

Y ang memiliki kesamaan dengan bentuk bilangan Catalan.

Bentuk fungsi pembangkit momen bilangan Catalan adalah

C = 1 (2:’)
BT TN

Katakunci : Bilangan Catalan, lattice path, relas rekurensi, balanced paranthesis.
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1. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Daam ilmu matematika dikenal bermacam-macam bilangan. Tiap bilangan
mempunyai definisi masing-masing beserta aplikasinya. Salah satu bilangan
tersebut adal ah bilangan Catalan. Bilangan Catalan (Catalan number) adalah
suatu bentuk bilangan yang terdiri dari bilangan bulat positif yang diperoleh
dengan menghitung struktur kombinasi dari suatu barisan. Barisan adalah daftar
urutan bilangan dari kiri ke kanan yang mempunyai karakteristik atau pola
tertentu. Salah satu barisan yang terkenal adalah barisan Fibonacci yang
didefiniskansebagai F;,, = F,,_1 + Fp_p, n = 2dimanaF, = 0dan F; = 1.
Dengan melakukan subtitusi untuk nilai-nilai n, maka diperoleh beberapa suku
pertama dari barisan Fibonacci, yaitu 0,1, 1, 2,3,5,8,13,21, 34, 55,... (Zaky,

2013).

Bilangan Catalan ditemukan pada tahun 1844 oleh seorang matematikawan asal
Belgia, Eugene Charles Catalan ketika mempelgjari bentuk barisan parentheses
(barisan bentuk kurung). Parentheses dibuat dari semua string seimbang

yang dibentuk dari n tanda kurung sebelah kiri dan n tanda kurung sebelah kanan



dengan jumlah dari tanda kurung sebelah kanan tidak boleh melebihi tanda
kurung sebelah kiri. Catalan menghitung banyaknya cara suatu rantai dari n + 1
simbol yang bisa dibentuk dengan n pasang tanda kurung sehingga setiap
pasangan memiliki 2 simbol, sebuah ekspresi kurung dan sebuah simbol atau dua
ekspresi kurung. Sebagai contoh, untuk n = 3, dapat dibentuk string seperti ()()()
dan (())( ), namun tidak diizinkan membentuk string seperti (())) atau ())(( ).
Bilangan ini telah lama ditemukan namun tidak diketahui karena tidak
diperkenalkan di dalam buku cetak. Barisan bilangan catalan (C,,) memiliki
definisi C ;.41 = Xj=o CiCph-1, n = 0.DimanaC, = 1,makadiperoleh C,4+, =
CoCy, + C1Cp_q + ... C,,Cy untuk n > 0 atau dapat juga dinyatakan dalam C,, =
— C(2n,m).

Daam perkembangannya banyak buku atau artikel tentang bilangan catalan yang
membahas bentuk-bentuk bilangan ini. Bilangan catalan sangat bermanfaat untuk
memecahkan masalah-masalah dalam ilmu komputer. Selamaini pembelgaran
tentang bilangan ini dipenuhi oleh metode yang rumit sehingga banyak orang
awam yang sulit memahami bilangan ini. Karenaitulah bilangan ini akan
diperkenakan dengan cara yang |ebih mudah dan menarik sehingga akan

dihindari teorema-teorema yang tidak umum (Arianto, 2008).

Dalam penelitian ini akan dibahas tentang bilangan bilangan Catalan berdasarkan
karakteristiknya. Karenaitu, penulis memilih judul “KARAKTERISTIK
BILANGAN CATALAN DENGAN LATTICE PATH DAN

KOMBINATORIAL™.



1.2. Tujuan Pendlitian

Mengkaji karakteristik bilangan Catalan dan mencari solusi persamaan

rekursifnya dengan menggunakan kombinatorial.

1.3. Manfaat Pendlitian

Manfaat dari penelitian ini adalah :
1. Dapat memperoleh pengetahuan tentang bilangan Catalan.
2. Dapat memberikan pemikiran dalam rangka memperluas dan memperdalam
pengetahuan ilmu matematika khususnya mengenai bilangan Catalan.
3. Dapat memperol eh pengetahuan tentang karakteristik bilangan Catalan
dengan lattice path
4. Dapat memperoleh pengetahuan tentang persamaan rekursif dengan

menggunakan kombinatorial.

1.4. Batasan Masalah

Pembahasan masalah ini terbatas pada pengenaan bilangan Catalan melalui
lattice path , persamaan rekursif dengan struktur kombinatorial, dan menentukan

suatu bilangan Catalan ditinjau dari karakteristiknya.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa konsep dasar, definisi mengenai teori diskrit dan
teori bilangan yang mendukung proses penelitian. Dalam penyel esaian bilangan

Catalan akan dibutuhkan tentang konsep koefisien binomial sebagai berikut.

2.1. Koefisien Binomial

Koefisien binomial merupakan bilangan-bilangan yang muncul dari hasil
penjabaran penjumlahan dua peubah yang dipangkatkan, misalnya (a + b)™.
Sepintas terlihat bahwa ekspresi (a + b)™ tidak ada hubungannya dengan
kombinasi, tetapi bisa mendapatkan rumus untuk penjabaran (a + b)™.dengan
menggunakan rumus banyaknya kombinasi  dari n unsur. Teori untuk
menurunkan rumus yang diperoleh dari penjabaran (a + b)™ dengan
menggunakan kombinasi dikenal dengan Teorema Binomial. Sebelum membahas
teoremaini, perhatikan ilustrasi berikut ini dalam aljabar

(a +b)? = a® +3a°b + 3ab? + b>

Penjabaran dari (a + b)® yang merupakan perkalian 3 faktor (a + b) yaitu

(a+b)>=(a+b)a+b)(a+b)



adalah pemilihan baik @ maupun b dari masing-masing ketigafaktor (a + b)
tersebut, selanjutnya hasil pemilihan tersebut dikalikan bersama-sama dan
kemudian hasil kalinya dijumlahkan. Misanya, jika memilih a dari setiap
faktor dan mengalikannya, maka diperoleh aaa. Jika memilih a dari faktor
pertama, a dari faktor kedua dan b dari faktor ketiga kemudian mengalikannya,
maka diperoleh aab, dan seterusnya. Sehingga semua kemungkinan pemilihan
baik @ maupun b dari masing-masing faktor adalah

aaa,aab,aba, abb, baa, bab, bba, bbb

Atau kalau dikalikan diperoleh

a3,a’b,a’b,ab?,a’b, ab?, ab?, b3

Jika semua suku-suku diatas dijumlahkan, maka hasilnya adalah

a’® +3a®b + 3ab? + b3

Bilangan 3 yang merupakan koefisien dari a?b muncul dari pemilihan a dari 2
faktor dan b dari 1 faktor sisanya. Hal ini bisadilakukan dalam C(3,2) atau
C(3,1) cara. Carayang sama bisa dilakukan untuk memperoleh koefisien b* yang
dalam hal ini merupakan pemilihan a dari 0 faktor dan b dari 3 faktor lainnya
yang dapat dilakukan dalam €(3,0) atau € (3,3) cara, dan seterusnya. Sehingga
secara umum koefisien-koefisien tersebut bisa ditentukan berdasarkan teorema

binomial berikut (Johnsonbaugh, 1997)

Teorema 2.1.1(Johnsonbaugh, 1997)

Jika a dan b adalah bilangan real dan n adalah bilangan bulat positif, maka



(a+b)" = 2 :_GC(n, Ba™*p*

Bukti
Penjabaran dari (a + b)™ merupakan perkalian (a + b) sebanyak n faktor, yaitu
(a+b)"=(a+b)a+b)..(a+b)

Koefisien dari a™ *b* dapat ditentukan dengan banyaknya cara pemilihan a dari
n — k faktor diantaran faktor yang ada atau pemilihan b dari k faktor diantaran
faktor. Hal ini bisadilakukan dengan C(n,n — k) atau C(n, k) cara. Penentuan
koefisien ini berlaku untuk setiap k = 0, 1, ..., n. Sehingga

(a+b)"=C(1n,0)a" b’ +C(n,DNa™ b + ...+ C(n,n)a™ "b"

n
=\ C(n, k)a™ *pk
A k=0

Contoh 2.1.1
1. Jabarkan (a + b)*
penyelesaian
(a+ b)* = C(4,0)a*°b° + C(4,1)a* bt + C(4,2)a* 2b% + C(4,3)a*3h3
+ C(4,4)a**b*

= a* + 4a3b + 6a’b?* + 4ab® + b*

2. Tentukan koefisien dari a®bh® dalam penjabaran (a + b)*
penyelesaian

11! 1110987 _

COLE) =561 = Sa321 162




Teorema 2.1.2 (Johnsonbaugh, 1997)
Cn+1,k)=Cnk—1)+C(nk)

Untuk1 <k <n.
Bukti

Misalkan X sebuah himpunan dengan n unsur. Ambil a € X sehinggaC(n + 1, k)
merupakan banyaknya sub himpunan k unsur dari ¥ = X U {a}. Sub himpunan k
unsur dari Y bisadibagi menjadi dua kelas yang saling lepas, yaitu

1. Sub himpunan dari Y yang tidak mengandung a

2. Sub himpunan dari Y yang mengandung a

Subhimpunan dari kelas 1 merupakan subhimpunan k unsur dari X dan
banyaknya adalah C(n, k). Sedangkan subhimpunan dari kelas 2 merupakan
subhimpunan k — 1 unsur dari X digabung dengan a dan banyaknya adalah

C(n, k — 1). Dengan demikian
Cn+1Lk)=Cnk—1)+C(nk)

Identitas pada teorema di atas disebut dengan identitas kombinatorial. Sedangkan
argumen yang dipakai untuk pembuktiannya disebut dengan argumen

kombinatorial.

Contoh 2.1.2

Gunakan Teorema 2.1.1 untuk menunjukkan bahwa

2 i Cli,k)=Cln+1,k+1)
i=k

Dengan menggunakan Teorema 2.1.1, diperoleh



Cli+Lk+1D)=C@ik)+C@ik+1)
Sehingga
Ck)=Ci+Lk+1)—-C(i,k+1)

Berikutnya menjabarkan )i, C(i, k), yaitu
‘ n
/ Ci,k)=Clk,k)+Ck+1,k)+Ck+2,k)+ ..+ C(n k)
i=k

=1+Ck+2,k+1)-Clk+1,k+1)
+Ck+3,k+1)-C(k+2,k+1)
+ .+ Cn+1L,k+1)—-Cnk-1)

=Cn+1Lk+1)

Secara umum koefisien binomial (') dapat didefinisikan sebagai berikut.

Misalkan n dan r adalah bilangan buat non negatif.

n n!
(r) e (n—r)!

Dengan 0 < r < n. Jikar > n, maka (™) didefinisikan sebagai 0 (Koshy, 2009)
Teorema 2.1.3 (Koshy, 2009)

Misalkan n dan r adalah bilangan bulat non negatif, maka

Bukti

n n!
(n—r):(n—(n—r)!(n—r)!



- (n—r)r!

=C(n,7r)

2.2. Relasi Rekurens

Ketika mempelajari barisan dari bilangan a,,, akan didapatkan suatu hubungan
antara a,, dan a,,_; atau antara beberapanilai sebelum qa;, i < n, untuk suatu
bilangan bulat nonnegatif n. Hubungan inilah yang disebut dengan relasi

rekurensi (Rosen, 2012).

Suatu barisan dikatakan rekursif jika kondisi awal barisan ditentukan, dan suku-
suku barisan selanjutnya dinyatakan dalam hubungannya dengan suku-suku
sebelumnya. Sebuah barisan dikatakan solusi dari suatu relasi rekurens jikatiap

suku barisan tersebut memenuhi relasi rekurensi tersebut.

Contoh 2.2.1
Solusi dari relasi rekurensi a,, = 3a,_4,jika diketahui ay = 2

an = 3a‘n—i
an = S(San_z) - 32. an..z

an =3(3(a,-3)) = 3. ap-3

— 2N -— 2N
a, =3"%a,-n =3"qag

a, =2.3"
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2.3. Konsep Dasar Teori Graf

Graf G adalah suatu struktur (V, E) dengan V(G) himpunen tak kosong yang
elemen — elemennya disebut titik / vertex di G, sedangkan E(G) (tidak kosong)
adalah himpunan pasangan tak terurut dari elemen — elemen di V(G) yang

anggotanya disebut sisi / edge. (Deo, 1989)

Vs, €4 V

Gambar 1. Contoh Graf G dengan 6 titik/vertex dan 5 garis/edge.

2.3.1 Walk

Suatu barisan bergantian antaratitik dan garis, yang dimulai dan diakhiri oleh titik
sedemikian sehingga setiap garis menempel dengan titik sebelum dan sesudahnya.

Tidak adasis yang muncul lebih dari satu kali (Deo, 1989)

ey €3

Vs
Gambar 2. Graf yang memuat walk : V4, eq,V3,e3,V3,e5 V4, e4,Vy
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2.3.2. Path / Lintasan

Path / lintasan adalah suatu walk yang tidak memiliki pengulangan titik / vertex

(Deo, 1989)

Berdasarkan gambar 2. graf yang memuat path/lintasan : Vy, e, Vo, e5,V3,e3,V,

2.4. Lattice Path

Lattice adalah suatu model matematika dalam ruang diskrit yang terdiri dari dua
himpunan, suatu himpunan vertex V. R™ dan suatu himpunan edge E ¢ R™ X

R"dengan tidak lebih dari duasisi diantara duatitik (Koshy, 2009)

Gambar 3. contoh lattice

Lattice path adalah route cara perjalanan dari titik awal (0,0) ketitik (n,n)

dengan syarat hanya boleh berjalan ke atas dan ke kekanan sgja.

2.5. Bilangan Catalan

Bilangan Catalan merupakan urutan bilangan bulat positif yang didapat dengan

menghitung stuktur kombinasi dari suatu barisan untuk menyel esaikan persoalan
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pada persamaan bilangan secara ekuivalen yang terdiri atas urutan-urutan secara.
rekursif. Bilangan Catalan dapat dituliskan dalam bentuk C,, = ﬁC(Zn, n)
dimana untuk n > 0, atau dapat ditulis dalam barisan yaitu : C,4; = X1 CiCp—1,
untuk n > 0. Beberapa suku pertama dalam barisan Catalan yaitu

1,1,2,5,14,42,132,429, ... (Zaky, 2013).

Definis 2.5.1

Bilangan Catalan C,,untuk n > 0, yaitu

/!
Cn = mC(Zn,n)

Nilai-nilai dari C,, untuk n > 0 diberikan padatabel berikut

n 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cph 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4.862 16.796

Tabel 4.3.1. sebelas pertama bilangan Catal an.



[11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan tempat penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan 11mu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester genap tahun gjaran

2016/2017.

3.2. Metode Pendlitian

M etode yang digunakan dalam penyelesaian tugas akhir ini adalah
memperkenalkan bilangan catalan melaui Lattice path, struktur kombinatorial

dan relas rekurensi.

Langkah-langkah yang dilaksanakan yaitu :

1. Mengkaji bilangan catalan untuk mendapatkan bentuk dan sifat-sifat dari
bilangan ini dengan lattice path
2. Mengkaji solusi persamaan rekursif bilangan catalan dengan

menggunakan kombinatorial.



V.SIMPULAN

Dari hasil pembahasan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa :

1. Path memiliki kesesuaian nilai dengan bilangan Catalan, begitu juga
balanced paranthesis memiliki kesesuaian nilai dengan bilangan Catalan.
Sehingga Ty, = B, = Cy.

2. Solusi dari persamaan rekursif bilangan Catalan adalah

1 (ZH) (2n)!

(.. = =
" n+1\n (n+1)!n!

3. Fungsi pembangkit dalam mencari rumus bilangan Catalan diperoleh

P 1 26)
"5_5—1(5
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