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ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TAK TERHUBUNG
BERLABEL TITIK BERORDE MAKSIMAL EMPAT

Oleh
RENI PERMATA SARI

Graf G disebut graf terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda di G,
terdapat suatu path yang menghubungkan dua titik tersebut, jika tidak maka
disebut graf tidak terhubung. Suatu graf dapat diberi label pada titik atau garisnya.
Jika hanya titik yang diberi label disebut pelabelan titik, jika hanya garis disebut
pelabelan garis, dan jika titik dan garis yang diberi label maka disebut pelabelan
total. Suatu garis pada graf yang memiliki titik awal dan titik akhir sama disebut
loop, sedangkan dua garis disebut garis paralel jika dua garis tersebut
menghubungkan dua titik yang sama. Jika diberikan n titik dan m garis, banyak
graf yang dapat dibentuk, baik terhubung atau tidak terhubung, sederhana ataupun
tidak. Pada penelitian ini diperoleh rumus untuk menghitung banyaknya graf tak
terhubung berlabel titik dengan loop atau garis paralel untuk n = 3, 4, dan m > 1
sebagai berikut:

a. untukn=3,N(Gz,) = (m+ 1)(m;2)
b. untukn=4,N(Gymg,) = ("°) + zm(mgﬂ) +15("°) + 4(™%)

Kata Kunci : graf tak terhubung, pelabelan titik, loop, sisi paralel.



ABSTRACT

COUNTING THE NUMBER OF DISCONNECTED VERTEX LABELLED
GRAPHS WITH MAXIMAL FOUR ORDER

By
RENI PERMATA SARI

A graph G is called to be connected if for every pair of vertices in G there exists a
path connecting them, otherwise, G is disconnected. A graph can be labeled. If
only the vertices are labeled then it is called as vertex labelling, if only edges are
labeled then it is called as edge labeling, and if both vertices and edges are
labeled, it is called as total labeling. The edge that has the same starting and end
point is called a loop, and two edges that connect the same vertices are called
parallel edges. Given n vertices and m edges there are a lot of possible graphs can
be constructed either connected or not, simple or not. In this research we discuss
about counting the number of disconnected graph if given n = 3,4 and m > 1. The
resultis :

a. forn=3, the formulais N(Gs ) = (m + 1)("}?)
b. for n = 4, the formula is N(Gymg,) = ("7°) + ;m(mgﬁ) +15("°) +
4(" )

Key words : disconnected graph, vertex labelling, loop, parallel edges.
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l. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang dan Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang memiliki banyak
aplikasi dalam berbagai bidang. Dengan menggunakan teori graf dapat
mempermudah dalam menyelesaikan suatu masalah. Salah satu contoh
permasalahan yang dapat diselesaikan dengan teori graf yaitu permasalahan

desain jaringan.

Pada tahun 1736 teori graf diperkenalkan oleh Leonhard Euler sewaktu
menyelesaikan masalah Jembatan Konigsberg. Terdapat tujuh jembatan di atas
sungai Pregel di kota Konigsberg. Masalah Jembatan Konigsberg adalah
mungkinkah seseorang mulai dari satu daratan, melintasi tepat satu kali setiap
jembatan yang menghubungkan empat daratan yang dihubungkan oleh tujuh
jembatan tersebut dan kembali ke tempat semula. Masalah jembatan Konigsberg
ini dipresentasikan dalam bentuk gambar yang kemudian dikenal sebagai
representasi graf, dengan titik menyatakan suatu daerah dan garis menyatakan
jembatan yang menghubungkan dua daerah. Euler membuktikan bahwa tidak
mungkin melewati setiap jembatan tepat satu kali dan kembali kegaris semula.
Karena jumlah jembatan yang menghubungkan ganjil, maka tidak mungkin dapat

melintasi tepat satu kali setiap jembatan yang menghubungkan ke empat daratan



dan kembali ke tempat semula. Agar dapat melalui setiap jembatan tepat sekali
diperlukan jumlah jembatan yang menghubungkan setiap daratan berjumlah
genap. llustrasi dalam permasalahan tersebut dan bentuk representasinya dapat

dilihat pada Gambar 1.

(a) (b)

Gambar 1. (a) Jembatan Konigsberg dan (b) graf yang mempresentasikan

jembatan Konigsberg.

Suatu graf G = G (V,E) didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), dengan
V adalah himpunan titik yang tak kosong dan E adalah himpunan pasangan tak
terurut (mungkin kosong) dari titik-titik yang disebut garis. Banyaknya titik pada

G dinotasikan dengan | A% | dan banyaknya garis dinotasikan dengan | E | .

Suatu graf dapat diberi label pada titik atau garisnya. Jika hanya titik yang diberi
label disebut pelabelan titik, jika hanya garis disebut pelabelan garis dan jika titik
dan garis yang diberi label disebut pelabelan total. Label pada tiap titik dapat

berbeda-beda bergantung pada masalah yang dimodelkan.



Graf G disebut graf terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda di G,
terdapat suatu path (lintasan) yang menghubungkan dua titik tersebut, jika tidak
terdapat path (lintasan) yang menghubungkan dua titik tersebut maka disebut graf
tidak terhubung. Loop merupakan suatu garis pada graf yang memiliki titik awal
dan titik akhir sama, sedangkan dua garis disebut garis paralel jika dua garis

tersebut menghubungkan dua titik yang sama.

Suatu graf yang tidak memuat loop atau garis paralel disebut graf sederhana. Jika
diberikan n titik m garis maka banyak graf yang dapat terbentuk, baik sederhana

ataupun tidak, maupun terhubung atau tidak.

Enumerasi graf pertama kali dilakukan oleh Cayley (1874) sewaktu menemukan
formula untuk menghitung isomer hidrokarbon. Pada tahun 2007, Bodirsky

mengenalkan langkah-langkah mengenumerasi graf planar tidak berlabel.

Untuk menghitung graf berlabel, pada tahun 2014 Rohandi menginvestigasi graf-
graf tak terhubung berlabel titik tanpa loop dengan banyak titik adalah 3 dan 4,
dan mendapatkan formula untuk n = 3 dan n = 4 dengan 1 < m <10. Pada tahun
2015, Winarni menginvestigasi banyaknya graf tak terhubung berlabel titik tanpa
garis paralel. Berdasarkan hasil yang didapat oleh Rohandi (2014) dan Winarni
(2015) penulis tertarik untuk meneliti banyaknya graf tak terhubung berlabel titik

dengan loop atau garis paralel untuk n = 3 dan 4 dengan m>1.



1.2  Batasan Masalah

Dalam penelitian ini pembahasan dibatasi hanya untuk graf tak terhubung berlabel
titik dengan loop atau garis paralel jika n = 3 dan 4 dengan m > 1, n adalah
banyaknya titik pada graf yang dinotasikan |V(G) | = n, sedangkan m adalah

banyaknya garis pada graf yang dinotasikan | E(G) | =m.

1.3  Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah menentukan banyaknya graf tak terhubung berlabel
titik dengan loop atau garis paralel jika n = 3 dan 4 dengan m > 1, yaitu:
1. Mengetahui banyaknya graf yang dapat terbentuk menggunakan n = 3 dan
4 denganm > 1.
2. Mengetahui pola yang terbentuk untuk menentukan bentuk umum graf
menggunakan n = 3 dan 4 dengan m > 1.
3. Memberikan konjektur (dugaan) rumus jumlah graf terbentuk untuk n =3

dan 4 dengan m > 1.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah:
1. Menambah wawasan tentang teori graf terutama tentang graf tak
terhubung dengan loop atau garis paralel.
2. Sebagai referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya dan dapat

memberikan motivasi dalam mempelajari ilmu matematika dibidang graf.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa istilah, definisi serta konsep-konsep yang

mendukung dalam penelitian ini.
2.1  Konsep Dasar Graf

Berikut ini akan diberikan konsep dasar teori graf yang bersumber dari Deo

(1989) :

Graf adalah himpunan terurut (V(G), E(G)), dengan V(G) menyatakan himpunan
titik dari G dengan V(G) # @, dan E(G) menyatakan himpunan garis Yyaitu
pasangan tak terurut dari V(G). Banyaknya himpunan titik VV(G) disebut orde dari
graf G. Banyaknya titik pada graf G dinyatakan sebagai |V(G)|= n, dan

banyaknya garis pada graf G dinyatakan sebagai | E(G) | =m.

Gambar 2. Contoh graf G dengan 4 titik dan 6 garis.

Pada suatu graf, dua titik disebut bertetangga (adjacent) jika terdapat satu atau

lebih garis yang mengaitkan keduanya. Dua garis disebut bertetangga jika kedua



garis tersebut menempel pada titik yang sama. Himpunan titik yang bertetangga
dengan titik v disebut tetangga (neighbor) dari v, dinyatakan sebagai N(v). Jika
suatu titik v merupaka titik akhir atau ujung dari garis e, maka titik v dikatakan
menempel (incident) pada garis e. Untuk contoh dari Gambar 2 dapat dilihat
bahwa garis e, menempel pada titik v, serta untuk titik v, bertetangga dengan v,

dan vs.

Graf sederhana merupakan graf yang tidak memuat loop ataupun garis paralel.

%1 U,

Gambar 3. Contoh graf sederhana dengan titik 4 dan garis 4.

Walk merupakan barisan berhingga dari titik dan garis yang dimulai dan diakhiri
dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis yang menempel pada titik sebelum
dan sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir dititik yang sama disebut walk
tertutup. Sedangkan jika walk yang berawal dan berakhir dititik berbeda disebut

walk terbuka.

V1 U,

Gambar 4. Contoh graf yang memiliki walk tertutup dan terbuka



Salah  satu  contoh  walk tertutup pada Gambar 4  vyaitu
V1, €3,Vy,€84,V4,€5 V3,65, 01, Oan salah satu contoh walk terbuka vyaitu

V1, €3, Vg, €4, Uy, €6, Us.

Path merupakan walk yang semua titiknya berbeda. Salah satu contoh path yang

dapat dibentuk dari Gambar 4 yaitu: v,, v,, v4, V5. Path tertutup disebut sirkuit.

Loop merupakan suatu garis yang memiliki titik ujung yang sama. Sedangkan
garis paralel adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan dua titik yang

Sama.

(@) (b)

Gambar 5. (a) Contoh graf dengan loop dan (b) contoh graf dengan garis paralel

Derajat (degree) dari suatu titik v pada graf G dinotasikan deg(v), adalah
banyaknya garis yang menempel pada titik v dengan loop terhitung dua. Untuk
contoh dapat dilihat pada Gambar 5 (a) bahwa deg(v;) = 4, deg(v,) = 2, dan

deg(vg) = 2.

Titik terasing merupakan titik yang memiliki derajat nol, sedangkan titik pendant

(daun) adalah titik yang memiliki derajat satu.
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Gambar 6. Contoh graf dengan 1 titik terasing dan 1 titik pendant

Pada Gambar 6 titik v, merupakan titik terasing yang berderajat nol dan titik

v merupakan titik pendant yang berderajat satu.

Berikut ini adalah lemma yang menyatakan kaitan antara jumlah derajat semua

titik pada suatu graf G dengan banyak garisnya.

Lemma 1. Misalkan G(V,E) adalah graf terhubung dengan | E | = ¢, maka :

n
z deg(v;) = 2e
i=1

Bukti : Dalam sebarang graf, masing-masing garis menghubungkan dua titik,
sehingga setiap garis menyumbangkan tepat dua untuk jumlah derajat titik. Jadi

jumlah derajat pada titik sama dengan dua kali jumlah garis.

Lemma 2. Untuk sembarang graf G, banyaknya titik yang berderajat ganjil, selalu

genap.

Bukti : MisalkanVypqp dan Vg, j; masing-masing adalah himpunan-himpunan
titik yang berderajat genap dan berderajat ganjil pada G(V,E). Maka persamaan

dapat ditulis sebagai berikut :



id(vi>= DA+ Y dw)
i=1

Vgenap Vganjil

Karena d(v;) untuk setiap v; € Vgenqp, Maka suku pertama dari ruas kanan
persamaan harus bernilai genap. Ruas Kiri persamaan juga harus bernilai genap.
Nilai genap pada ruas kiri hanya benar bila suku kedua dari ruas kanan juga harus
genap. Karena d(vy) untuk setiap vy € Vyg,ji, Maka banyaknya titik v, didalam

V

yanjir harus genap agar jumlah seluruh derajatnya bernilai genap. Jadi banyaknya

titik yang berderajat ganjil selalu genap. ||

Suatu subgraf H disebut subgraf dari G, ditulis H < G, jika V(H) € V(G) dan

E(H) € E(G).
e, e, o o
G . e3 84 H . e7
€7
Uy s Us €¢ Ve Us

Gambar 7. Contoh subgraf H dari graf G

Suatu subgraf H dari graf G dikatakan spanning subgraf, jika V(H) = V(G) dan

E(H) c E(G). Subgraf terhubung maksimal dari graf G disebut komponen dari graf

U1 U
v, V3 v, V3
Uy G Uy H

Gambar 8. Contoh spanning subgraf H dari G

G.
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Dua graf G, dan G, dikatakan isomorfis, jika terdapat korespondensi satu-satu antara
titik di G; dengan titik-titik di G, serta antara garis - garis di G; dengan garis - garis

di G, sedemikian sehingga hubungan ketetanggaan tetap terjaga.

V3 v, V3

Gambar 9. Contoh isomorfis graf G, dan G,

Suatu graf T disebut tree atau pohon jika graf T merupakan graf terhubung yang tidak
memiliki cycle atau sirkuit. Suatu graf T disebut spanning tree dari suatu graf G jika
graf T adalah tree dan memuat semua titik dari graf G atau dengan kata lain graf T
adalah spanning subgraf dari graf G yang tidak memuat cycle atau sirkuit. Gabungan

dari tree disebut dengan forest (hutan).

Gambar 10. Contoh tree

Pada Gambar 10, titik v; v3 v, vs disebut pendant vertex (daun).
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(%) v V4 I Vs -
leW/F Ug
Vg

(@)

2 Vg Uy v

(b)
Gambar 11. Graf (b) merupakan salah satu contoh spaning tree dari graf (a)

Graf G dikatakan terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda di G ada path
yang menghubungkan titik tersebut. Jika tidak ada path yang menghubungkan

maka G dikatakan tidak terhubung.

121 V1
) /\3 ) / i
(a) (b)

Gambar 12. (a) Contoh graf terhubung dan (b) contoh graf tak terhubung

2.2  Konsep Dasar Teknik Pencacahan

Istilah pada konsep pencacahan ini diambil dari Rosen (2012).
Dalam proses pencacahan terdapat dua kaidah yang digunakan yaitu kaidah

penjumlahan dan kaidah perkalian. Pada kaidah penjumlahan, jika percobaan 1
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mempunyai m; hasil percobaan yang mungkin terjadi dan percobaan 2
mempunyai m, hasil percobaan yang mungkin maka jika hanya salah satu dari
dua percobaan itu saja yang dilakukan, maka terdapat m; + m, hasil

jawabannya.

Pada kaidah perkalian, jika terdapat n; cara untuk mengerjakan suatu pekerjaan
pertama dan n, cara untuk mengerjakan suatu pekerjaan kedua setelah pekerjaan
pertama selesai, maka ada n; xn, cara untuk mengerjaan suatu pekerjaan

tersebut.

Nilai n! (dibaca “n factorial” didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat
positif antara 1 sampai n, dengan n € N.
n! =n(n-1)(n-2)(n-3).....3.2.1
Teorema 1
Ol=1dan1!'=1
Bukti :

n! =n(n-1)(n-2)(n-3).....3.2.1

n! =n(n-1)!
_n!
(n-l)! = ;
Untukn=1
_ 1
(1-D' = "
ol=1
1
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Untukn=2
_ 2!
(2-1)! ==
11=2
2
11=1 [ |

Permutasi merupakan susunan dari urutan berbeda yang dibentuk oleh sebagian
atau keseluruhan objek yang diambil dari kelompok objek yang tersedia.
Perulangan tidak diperbolehkan ketika menggunakan teknik permutasi, karena

objek yang sudah dipilih tidak diperbolehkan dipilih kembali.

Teorema 2

Banyaknya permutasi n objek yang diambil sebanyak r objek adalah

n!

P(n,r) = CEST

Bukti :
n! = n(n-1)(n-2)(n-3)....(n-r+1)

(n-r)(n-r-1)(n-r-2)...3.2.1
(n-r)(n-r-1)(n-r-2)..3.2.1

=n(n-1)(n-2)(n-3)....(n-r+1) x

_nnm-1)n-2)(n-3)...n-r+1)(n-r)(n-r-1)(n-r-2)..3.2.1
- (n-r)(n-r-1)(n-r-2)..3.2.1

n!
(n-r)!

Suatu kombinasi r dari himpunan n objek adalah pemilihan secara acak tanpa
memperhitungkan urutan sebanyak r objek yang diambil dari n objek. Misalkan

untuk semua n dan r adalah bilangan bulat, dengan 0 <r <n.
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Teorema 3

Banyaknya kombinasi r objek dari n objek adalah:

n!
C(n,r) = m
Bukti :
P(n,r) = C(n,r) xr!
C(n,r) = P(:’r)
C(n,r) = r!(:ir)! [ |

2.3  Barisan Aritmetika Orde Tinggi

Barisan aritmetika tingkat ke-p adalah sebuah barisan yang memiliki selisih yang
sama tiap suku berurutannya setelah p tingkatan (Imail, 2012). Rumus umum suku

ke-p pada barisan aritmetika adalah

my, (m—1)m; Mm—-—1Dn-2)m, m—-1)n—-2)..(n—p)m
Un=0_!0+ T + o0 +...+ ol P

dengan:

U, = suku ke-n

m, = suku awal pada barisan semula

m, = suku awal pada barisan tingkat pertama yang dibentuk
m, = suku awal pada barisan tingkat kedua yang dibentuk

m,, = suku awal pada barisan tingkat ke-p yang dibentuk
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2.4  Penelitian yang telah dilakukan

Adapun penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, antara lain:
1. Agnarsson dan Raymon (2007).
Diberikan m,n dengan 0 < m < (72‘), m,n € N, maka banyaknya graf
sederhana g, dengan n titik adalah:
gn = 2(721)

Sedangkan banyaknya graf g,,(m) dengan n titik dan m sisi adalah:

gn(m) = (%?)

2. Rohandi (2014)
Diberikan n titik, m sisi tanpa loop dan r garis maksimal yang membuat
graf tidak terhubung tanpa adanya garis rangkap yang terbentuk dengan
n,m € N. Untuk n=3, m> 1 danr=1,2 rumus yang diperoleh yaitu
G3mr =3
Untukn=4,m>1danr=1,2,3 rumus yang diperoleh yaitu
e m<n

-1
r=1

m m 4
S e 3L

; 4m,r m—-r+1/\r+1
r=

n—-1 n—-1
m-—1 4
IR e
Y m—-r+1/\r+1
r=1 r=1
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3. Winarni (2015)

Diberikan n titik, m sisi tanpa sisi paralel dengan n,m € N. Untuk n = 3

dan m > 1 rumus yang diperoleh yaitu (2rr;+2)’ dan untuk n=4m > 1

rumus yang diperoleh yaitu (SHQH) — (mgl) + (er;+2).



I11.  METODE PENELITIAN

3.1  Waktu Penelitian
Penelitian ini dilaksanakan di Program Studi Magister Matematika Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam pada semester

ganjil tahun ajaran 2015/2016.

3.2 Metode Penelitian
Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah :
1. Mengumpulkan bahan literature serta studi kepustakaan yang
berhubungan dengan graf.
2. Menentukan banyaknya titik dan garis dari graf yang akan dicari.
3. Menggambarkan graf tak terhubung berlabel titik dengan loop atau garis
paralel untuk n = 3 dan 4 dengan 1< m <10.
4. Mengelompokkan graf tak terhubung berdasarkan n titik dan m garis yang
sama.
5. Menghitung jumlah graf tak terhubung berdasarkan n titik dan m garis
yang sama.

6. Melihat pola yang terbentuk pada n titik dan m garis yang sama.
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7. Menentukan rumus umum untuk menghitung jumlah graf tak terhubung
berlabel titik dengan loop atau garis paralel pada n = 3 dan 4 dengan

1<m<10.

Langkah-langkah tersebut dapat dinyatakan dalam diagram alir sebagai berikut:



Penyajian dalam bentuk diagram alir

Mulai

A
Mengumpulkan literature yang berkaitan dengan topik penelitian

A 4

Tentukan banyaknya titik dan garis yang akan diteliti

A 4

Gambar graf tak terhubung berlabel titik dengan loop atau garis
paralel untuk n=3 dan 4; 1<m<10

A 4

Kelompokkan graf tak terhubung berdasarkan titik atau garis yang
sama dan menghitung jumlah graf yang terbentuk

A 4

Melihat pola yang terbentuk

A 4
Tentukan rumus yang terbentuk

|

Gambar 13. Diagram Alir Langkah-Langkah Penelitian
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V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil kontruksi dan observasi terhadap penentuan banyaknya graf tak
terhubung berlabel titik menggunakan garis paralel atau loop, maka diperoleh

kesimpulan sebagai berikut:
1. Untuk n=3 dan m > 1, diperoleh rumus umum yaitu:
m+ 2
NGsm) =+ (")
dengan n = banyaknya titik pada graf
m = banyaknya garis pada graf

2. Untukn=4,1<m<10,dan 0 < g; <3,i=0,1,2,3 diperoleh rumus
umum yaitu:
a. Untuk n =4, 1 <m < 10, dan g, diperoleh rumus umum sebagai
berikut:

m+3)

N(G4-,m,go) = ( 3



71

b. Untuk n = 4, 1 <m < 10, dan g, diperoleh rumus umum sebagai
berikut:
N(Gamg.) = Em (m + 3)
2 3
c. Untuk n =4, 1 <m < 10, dan g, diperoleh rumus umum sebagai
berikut:

m+ 3
N(Gymg,) = 15( . )

d. Untuk n =4, 1 <m < 10, dan g, diperoleh rumus umum sebagai
berikut:

m+ 3
N(G4,m,g3) = 4( 6 )

Jadi, untuk n =4 ,1<m<10,dan 0 < g; <3,1=0,1,2,3, rumus umum untuk

menentukan banyaknya graf adalah:
N(Gsm,g,) = N(Gamg,) + N(Gamg,) + N(Gamg,) + N(Gamg,)
NGamg) = ("3%) + 5m("%) +15("8%) +4(")
dengan:
n = banyaknya titik
m = banyaknya garis
g; = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu

1=01,23
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Gnmyg, = Graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau
loop,dengan n titik, m garis dan g; banyaknya garis bukan loop pada G

dengan garis paralel dihitung satu

N(Gpm,g,) = Jumlah Gy, , 4.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan rumus umum banyaknya graf
tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop untuk n =5, 6, 7,... dan

m>1.
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