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ABSTRAK

ANALISIS APROKSIMASI FUNGSI DENGAN METODE MINIMUM
NORM PADA RUANG HILBERT CJa, b]
(STUDI KASUS : FUNGSI TRANSENDEN)

Oleh

TIKA KRISTI

Aproksimasi fungsi dalam proses komputasi sering digunakan hampir di semua
bidang analisis numerik. Dua alasan utama penggunaan aproksimasi fungsi adalah
untuk memberikan fungsi pendekatan yang efektif dan mendekati suatu fungsi
yang rumit dengan fungsi yang lebih sederhana. Diberikan sebuah fungsi f, baik
secara utuh ataupun hanya beberapa nilai di titik-titik tertentu saja, kita ingin
memperoleh hampiran (aproksimasi) untuk f yang mempunyai bentuk tertentu
(misalnya supaya lebih mudah dianalisis) dengan kesalahan yang dapat kita

1
kontrol. Misalnya kita hendak menghitung Ie‘xz dx, kita hampiri integrannya
0

dengan polinom (suku banyak) berderajat n (dengan n cukup besar). Masalah
optimisasi khususnya aproksmasi fungsi terbaik yang tidak mendapatkan solusi
terbaik (ralat yang besar) dalam ruang fisis atau yang dikenal sebagai ruang real ,
dapat dipecahkan dengan sistem matematis yang sederhana, dengan membawa
masalah aproksimasi tersebut ke ruang abstrak (berisi aksioma-aksioma) atau
ruang vektor, khususnya pada ruang Hilbert C[a,b]. Masalah tersebut dikenal
sebagai masalah minimum norm dalam ruang Hilbert C[a,b]. Dengan
menggunakan konsep minimum norm akan diperoleh kesalahan optimal (galat)
yang minimum.

Kata kunci: Aproksimasi, minimum norm, ruang Hilbert C[a,b], fungsi
transenden, deret Maclaurin, kesalahan optimal.
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. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang dan Masalah

Persoalan-persoalan di bidang matematika dalam kehidupan sehari-hari biasanya
dinyatakan ke dalam bentuk fungsi. Persoalan-persoalan matematika tersebut
biasanya tidak dapat dicari solusinya dengan hanya perhitungan biasa (eksak).
Fungsi itu mungkin diperoleh dari data numerik dengan interpolasi ataupun
regresi. Misalnya persoalan akar-akar persamaan, sistem persamaan linear,
pencocokan kurva, integrasi, dan persamaan diferensial biasa. Oleh karena itu,
perlu digunakan perhitungan melalui aproksimasi untuk mendapatkan suatu nilai
yang mendekati nilai yang diinginkan. Aproksimasi adalah suatu pendekatan
untuk memperoleh nilai fungsi yang mendekati dengan nilai fungsi yang lainnya.
Perlu diperhatikan bahwa dalam pendekatan memperoleh nilai fungsi, harus

diambil nilai fungsi yang mendekati dengan nilai yang sebenarnya.

Cara mencari aproksimasi fungsi tersebut adalah dengan optimisasi. Optimisasi
adalah suatu proses memaksimumkan atau meminimumbkan suatu fungsi objektif
yang memenuhi kendala tertentu. Suatu masalah optimisasi yang tidak

mendapatkan solusi terbaik dalam ruang fisis atau ruang real, dapat dipecahkan



dengan suatu sistem matematis, yaitu dengan membawa masalah tersebut ke

ruang abstrak (berisi aksioma-aksioma) atau ruang vektor (Kreyzig, 1978).

Metode optimisasi dengan metode ruang vektor pada dasarnya adalah mencari
vektor dengan norma minimum atau meminimumkan norma suatu vektor
(Luenberger, 1969). Untuk membahas aproksimasi fungsi digunakan Teorema
Proyeksi [Adkinson (2001) & Luenberger (1969)]. Dalam pemecahan masalah ini,
langkah penting yang harus dilakukan adalah pemilihan basis yang bebas linear
yang membangun ruang fungsi yang akan diaproksimasi dan penentuan kesalahan
optimal atau ralat optimal dari aproksimasi yang diambil. Basis ini tidak tunggal.
Pemilihan basis yang berbeda akan menghasilkan aproksimasi fungsi yang sama

dan juga kesalahan optimal yang sama pula.

Masalah aproksimasi fungsi di atas dapat diselesaikan pada ruang vektor, yaitu
dengan metode optimisasi ruang vektor. Ruang vektor yang digunakan adalah
ruang Hilbert. Ruang Hilbert merupakan ruang abstrak yang di dalamnya memuat
perpaduan tiga konsep, yaitu Aljabar, Analisis, dan Geometri. Konsep geometri
yang digunakan adalah mengenai proyeksi, sebab ruang Hilbert dibangun oleh
konsep inner product (Berberian, 1961). Penelitian tentang masalah tersebut,
diantaranya adalah penyelesaian masalah minimum norm pada ruang Hilbert
L,[a,b] (Amanto dkk., 2003). Selanjutnya penelitian yang sama juga dilakukan
pada ruang Hilbert yang lain, yaitu ruang Hilbert C[a,b] (Joko Waluyo, 2003).
Dalam hal ini konsep yang digunakan adalah minimum norm pada ruang Hilbert
Cl[a,b]. Fungsi yang akan dicari aproksimasinya adalah fungsi-fungsi kontinu

bernilai real yang terdefinisi pada [a,b]. Pada penelitian tersebut baru sampai pada



tahap mencari solusinya, belum pada tahap evaluasi atau analisis hasil terkait

dengan galat yang dihasilkannya.

Pada penelitian ini akan dibahas evaluasi atau analisis hasil terkait dengan galat
pada pemilihan basis pada aproksimasi fungsi dengan metode minimum norm
pada ruang Hilbert C[a,b] dengan mengambil kasus untuk fungsi-fungsi

transenden.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah menganalisis galat yang terjadi pada aproksimasi
fungsi transenden dengan metode optimisasi ruang vektor, yaitu minimum norm
pada ruang Hilbert C[a,b] untuk mendapatkan aproksimasi fungsi transenden yang

terbaik.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah :

1. Memberikan pemahaman konsep analisis terhadap galat atas pemilihan
basis yang dilakukan pada aproksimasi fungsi dengan metode minimum
norm pada ruang Hilbert C[a,b] sehingga akan diperoleh aproksimasi
fungsi transenden terbaik dengan galat (kesalahan) yang paling kecil.

2. Memberikan kontribusi bagi penelitian tentang metode minimum norm

pada ruang Hilbert C[a,b].



3. Dapat memberikan sumbangan pemikiran dan menambah wawasan

mengenai metode minimum norm pada ruang Hilbert C[a,b].

1.4 Batasan Penelitian

Pada penelitian ini, yang menjadi batasan masalah adalah membahas analisis
aproksimasi fungsi transenden dengan metode minimum norm pada ruang Hilbert

C [a,b].



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab I1 ini, penulis akan menggunakan pengertian-pengertian (definisi),
teorema, dan konsep yang mendukung untuk pembahasan pada bab IV. Pengertian

(definisi) dan teorema tersebut dituliskan sebagai berikut.

2.1 Pengertian Ruang Hilbert

Definisi 2.1.1

@ Misalkan X ruang linier. Fungsi dari X x X —C dengan rumus

(X, y) = (x,y) e C yang memenuhi :

()  (y)=0y) untuk setiap x,y e X

(I2) (axy)= a(xy) untuk setiap x, y € X dan skalar o

() (x+yz)=(x,z)+({y,z) untuksetiapx,y,z € X

()  (x,x) 20 untuk setiap x € X



(x,x) =0 < x =0.disebut perkalian dalam (inner product).

(b) Ruang linear X yang diperlengkapi dengan suatu perkalian dalam (inner
product) disebut ruang perkalian dalam (inner product space) atau ruang

Pre- Hilbert (Atkinson, 2001).
Contoh :

Ruang vektor C [a, b] didefinisikan sebagai koleksi fungsi-fungsi dari interval
tertutup [a,b] ke himpunan bilangan riil yang kontinu dan di dalamnya

didefinisikan dua operasi :

(i) Penjumlahan

(f+g) (x) = f(x) + g(x), Vx e[a,b]

(i)  (cf(x) = cf(x), Vx € [a,b] dan konstanta ¢
Selanjutnya pada C[a,b] didefinisikan fungsi(..., ...} : C[a,b] x C[a,b] —>C,

dengan

(f,g)= j. f(x)g(x)dx, V f,g eC[a,b] xe[a, b}

Lemma 2.1.1 (Pertidaksamaan Cauchy - Schwarzt)
Untuk setiap x, y dalam ruang perkalian dalam X, berlaku [(x, y)| < x]|y]-

Bukti :

(i) Jika x = 0 atau y = 0, maka diperoleh :



Untuk x =0, maka :

(x,y)=(0,y)=0dan [x[ly] =0. [y| =0

Jadi, |(x,y)] <[]

(i)  Jikay= axuntuk skalar o, diperoleh :

(Oey)] =[x )
= ‘&(x,x)‘
= ‘&‘(x,x)
i

=aIx[Ix]
= [
=[lyl

Jadi, |(x, y)| < ¥l

(iii)  Jikay # ax, x # 0 untuk setiap o.

Untuk membuktikan |(x, y)| < [x]|y| ekuivalen dengan membuktikan :

1
MKX,M <I¥

Untuk setiap z € X dengan z = Y |z = HLH = i||y|| =1.
vl Il (vl



Untuk setiap skalar o berlaku :

0<|x-aeff

= (x-az,x-a, )

= (xx) = {azx) = (x az) +(az,az)

(
_||x|| —a(z.X)— <z X>+aa (2.2)
= M - a{xz) - a(zx)+[of 2]
= [ ~(xa(xz) + (x2) o) (x2)-a)

Khusus untuk o = (x,z), maka berlaku :
0<|xf ~|(x.2)
Jadi, ‘(xz)‘ <|¥-
Dengan kata lain, terbukti bahwa
[y <XVl oy e X

Teorema 2.1.2
Pada ruang Pre-Hilbert X, suatu fungsi |x| = /(x,x) , untuk setiap x e X adalah

norm.

Bukti :

Untuk menunjukkan || fungsi norm, harus ditunjukkan ||| memenuhi aksioma

(N1) — (N3) dalam Definisi 2.1.1.



(N1) x| =(xx),vx e X

> 0, sebab (x,x)> 0 (Aksioma l4 Definisi 3.2.1)

M=0 fxx) =0

< (x,x)=0
= x =0 (Aksioma I, Definisi 3.2.1)

(N2)  Untuk suatu skalar «, diperoleh :

x| = y/{ex, )
= Jaa(x X)
el
el
= e/

(N3)  Untuk setiap x € X, diperoleh :

[+ I = () + (y)+ (y) + ()
=[x+ O y)+ )+ vl
=4+ {y)+ (%) + Iy
="+ 2Re(x, y) |y
<M+ 200y + v

Dengan menggunakan pertidaksamaan Cauchy — Schawarzt diperoleh :
[x+ v <[x” + 2yl + IyI = (] + Iv])F

=[x+ vl <[+l
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Jadi, berdasarkan aksioma (N1), (N2) dan (N3) terbukti bahwa

1| = y/(x,x),¥x € X fungsi norm pada ruang Hilbert X.

2.2.  Aproksimasi Fungsi

Suatu fungsi tidak memerlukan penyelesaian tetapi fungsi tersebut dapat
dievaluasi apabila nilai variabelnya diberikan. Suatu fungsi juga dapat

dipresentasikan dalam deret pangkat tak hingga. Suatu fungsi yang diekspansi

dalam deret tak hingga iCiZi tidak dapat diselesaikan dengan perhitungan
i=0

biasa untuk mendapatkan nilai eksaknya. Oleh karena itu, untuk mencari nilainya
dapat dilakukan dengan penggunaan suatu pendekatan. Perhitungan dengan suatu

aproksimasi menghasilkan nilai pendekatan (Munir, 2006).

2.3.  Teorema Proyeksi

Teorema proyeksi merupakan prinsip dasar dalam penyelesaian masalah
optimisasi. Sebelum ke Teorema proyeksi, terlebih dahulu akan diperkenalkan

konsep ortogonalitas.

Definisi 2.3.1 (Luenberger, 1969)

Dalam suatu ruang pre-Hilbert X, vektor x,y € X dikatakan ortogonal jika (x,y)=
0, dinotasikan dengan x L y. Suatu vektor x dikatakan ortogonal dengan

himpunan S, dinotasikan x L S jika x L s untuk setiap s € S.
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Lemma berikut menunjukkan bahwa Teorema Phytagorean dalam geometri

bidang merupakan akibat dari konsep ortogonalitas.

Lemma2.3.1

Misalkan X suatu ruang Hilbert dan x, y e X. Jika x L y, maka

I+ =X+ vl
Bukti :
[x+y[" = (x+y, x+y) = (% X)+ (%, ¥) + (¥, ) + (¥, y)
=[x +0+0+]y[" = X" +]y]"-

Selanjutnya akan dibahas suatu masalah optimisasi yang berhubungan dengan
Teorema proyeksi. Misalkan X suatu ruang Pre-Hilbert, diberikan suatu vektor x e

X dan M ruang bagian dari X, maka akan ditentukan vektor m e M yang terdekat

ke x, yaitu vektor yang meminimalkan |x —m|.

Jika x berada di M maka penyelesaiannya trivial, yaitu vektor x sendiri. Secara

umum ada empat pernyataan penting dalam penyelesaian masalah tersebut yaitu :

1. Adakah vektor m € M yang meminimalkan |)x —m|| ?

2. Apakah penyelesaiannya tunggal ?

3. Kondisi apa yang harus dipenuhi agar ada penyelesaian optimal ?

4.  Bagaimana menentukan penyelesaian optimal ?

Pernyataan nomor 1, 2 dan 3 akan dijawab dengan Teorema proyeksi. Ada dua

versi Teorema proyeksi, satu versi pada ruang Pre-Hilbert dan satu versi yang lain
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pada ruang Hilbert dengan hipotesis dan kesimpulan yang lebih kuat.

Teorema 2.3.2 (Teorema Proyeksi di Ruang pre-Hilbert)

Misalkan X suatu ruang Pre-Hilbert, M suatu ruang bagian dari X dan x sebarang

vektor di X. Jika ada vektor m, € M , sedemikian hingga

Ix=m, [ <[x—ml|,¥vmeM , maka mo tunggal. Syarat perlu dan cukup m, € M,

suatu vektor minimal tunggal di M adalah vektor selisih x — mg ortogonal terhadap

M (Berberian,1961).

Bukti :

Akan di tunjukkan jika mq adalah vektor minimal, maka x — mq ortogonal terhadap

M. Andaikan kondisi sebaliknya, terdapat m € M yang tidak ortogonal terhadap x
— mo. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan |m| =1dan (x - m,,m) =

0#0.

Didefinisikan vektor m, € M, sebagai m; = mg + 0 m maka

[ = m " = x—m, — o’
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=(X—my —om,x—m, —om)

= (X=My, X=My )+ (X =M, —0m)+(—om, x—my ) + (- om,—om)
= =mo|" = {x=mq om) —(om, x=m ) +[of ‘]

:||x—m0||2 —<m>—<am,x—mo>+|a|2

= [x=m,|* =&(x—mg, m)—a(m, x—m,)+|d[*
=lpe=mq | ~2Jof" +[o]"

= pe=mq " ~Jof

<[x=mq

Ini berarti 3 m; dengan m; = mo + 0 m sehingga ||x — ml||2 <|x- m0||2, ini berarti
mo bukan vektor minimal. Jadi mg vektor minimal maka x — mg ortogonal terhadap

M atau (x—mp) L m, Vme M .

Dengan demikian jika x — mg tidak ortogonal terhadap M maka mq bukan vektor

minimal.

Selanjutnya akan ditunjukkan jika vektor x — mg ortogonal terhadap M, diambil

sebarang me M, berdasarkan Teorema Phytagorea :

[x =" = = mg + my -+ mf" = x—my|[*+ [y + m®

sehingga |x— m||2 > [x— m0||2 untuk m # mo
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Dalam dimensi tiga, teorema proyeksi ini dapat dinyatakan sebagai berikut :
Ruang bagian M adalah bidang yang melalui titik asal dan x di ruang dimensi tiga
X. Jika ada vektor minimal my e M maka mg tunggal dan vektor selisih x —mg

tegak lurus terhadap bidang M, seperti digambarkan dalam gambar dibawah ini :

Gambar 2.1 Ruang Dimensi Tiga

Teorema di atas belum menjamin keberadaan vektor minimal, tetapi jika ada
vektor minimal mgy, maka mq tunggal dan vektor selisih x — mg ortogonal terhadap
ruang bagian M. Dengan hipotesis yang lebih kuat didapatkan kesimpulan yang
lebih kuat, yaitu terjaminnya keberadaan vektor minimal. Hal ini dinyatakan

dalam teorema berikut.

Teorema 2.3.3 (Teorema Proyeksi Klasik)

Misalkan H ruang Hilbert dan M ruang bagian tertutup dari H, maka untuk

sebarang vektor x € H , terdapat tunggal vektor m, € M sedemikian hingga
[x=m, | <[x—ml|,¥meM . Syarat perlu dan cukup m, € M ,suatu vektor

minimal tunggal adalah vektor selisih x — mgy ortogonal terhadap ruang bagian M

(Berberian, 1961).
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Bukti :

Ketunggalan dan ortogonalitasnya telah dibuktikan pada Teorema 2.3.2, sehingga
tinggal membuktikan keberadaan vektor minimal. Jika xe M dan mp = x maka

bukti selesai.

Misalkan x ¢ M dan didefinisikan 0 = inf

meM

x —m| akan ditentukan m, € M dengan
[x—m,| = & . Misalkan {m;} suatu barisan vektor dalam M dan |x—m,|—&.
Menurut hukum jajaran genjang (parallelogram),

[(m; =)+ =m)[| +|m; =3 —x=m)[| = 2Jm; = + 2Jx—mf

dengan menyusun kembali persamaan di atas didapatkan :

2 2 2 mi +Mm.
Hmj—miH = ZHmj—xH +2x—my|- 4x - !

untuk setiap i, j .

+mj

Dan vektor berada di M.

Karena M ruang bagian linier sehingga dari definisi 0, |[X

dan didapatkan :

[m; —m[" < 2Jm; — x| + 2Jx—m|f - 427
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karena

{|m =" }>&,i>w
Maka { Hmj—miH2 }—>0,i,j >oo.

Dengan demikian {m;} adalah barisan Cauchy dan karena M ruang bagian tertutup

dari ruang lengkap, maka barisan {m;} mempunyai limit m, di dalam M.

Dengan kekontinuan norm maka ||jx —mg|| = o.

Jadi dalam penulisan ini, Teorema proyeksi klasik menjamin keberadaan dan
ketunggalan penyelesaian optimal serta kondisi yang harus dipenuhi agar
keberadaan vektor minimal ada penyelesaian optimalnya, penyelesaian

optimalnya sendiri belum dapat ditentukan.

Selanjutnya Teorema proyeksi di atas akan ditetapkan untuk membangun sifat
struktural tambahan dari suatu ruang Hilbert, antara lain adalah dalam sebarang
ruang bagian tertutup dari ruang Hilbert, sebarang vektor dapat ditulis sebagai
jumlahan dua vektor, satu vektor di ruang bagian tertutup dan vektor yang lain

ortogonal terhadapnya.
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Definisi 2.3.3 (Luenberger, 1969)

Misalkan S suatu himpunan bagian dari ruang Hilbert. Himpunan semua vektor
yang ortogonal terhadap S disebut komplemen ortogonal dari S dan dinotasikan

dengan S*.

Teorema 2.3.4

Misalkan S dan T himpunan bagian dari ruang Hilbert dan S*, T berturut-turut

menyatakan komplemen ortogonal dari S dan T maka :

1. S+ adalah ruang bagian tertutup
2. Sc S+
3. JikaScTmaka T < S+

4. Slll: SL

Bukti :

1. Himpunan S* merupakan ruang bagian. Ruang S+ tertutup karena
jika {x,} suatu barisan konvergen dari S, katakan x, — X;
Kekontinuan perkalian dalam menyatakan 0 = <x,, s> — <x, s> untuk
semua s €S, sehingga xe S*.

2. Diambil x €S. Hal ini berarti x Ly untuk semuay e S™. Sehingga

diperoleh y 1L z. Untuk setiap z € S** termasuk z = x.

Jadi untuk x €S > z € S**.
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3. Ambil x e T*. Oleh karena itu makay L x untuk semuay <T.

Karena S < T, maka x L z untuk setiap z € S. Dengan kata lain x

S*.

4. (SLL)J_ - SL

Harus dibuktikan :

(a) (SJ_J_)L c SJ_

(b) SJ_ C(SJ_J_)L

Bukti :

(@) JikaS < S*,maka(S*) < S*.

(b) KarenaS < S™,maka S*<(S*)".

Definisi 2.3.4 (Luenberger, 1969)

Ruang vektor X dikatakan jumlahan langsung dari ruang bagian M dan N, jika
setiap vektor x e X dapat ditulis secara tunggal, dalam bentuk x = m + n dengan

me M dan n e N, dinotasikan dengan X =M @N.

Teorema 2.3.5

Jika M ruang bagian linear tertutup dari suatu ruang Hilbert H makaH =M &

M+ danM= M
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Bukti :

Misalkan x € H. Karena M ruang bagian tertutup, maka menurut Teorema

proyeksi ada vektor tunggal mo € M sedemikian hingga |x —my| <|x—m| untuk

semua meMdanng=Xx-mge M*.

Dengan demikian x = mg + ng , dengan my € M dan no € M *. Jadi x merupakan
jumlahan dari mg € M dan ng € M*. Untuk membuktikan ketunggalannya,
misalkan x =m; + ny, denganm; € Mdann; € M* maka: 0= (m; + ny) — (Mo

+ng) =my—my + ny—ng , tetapi m— mg dan ny— ny ortogonal, sehingga

menurut teorema phytagorean 0] =||m, —m|" + o, — .

Hal ini menyatakan mo = m; dan no = n;. Jadi untuk setiap vektor di H dapat

dinyatakan dengan tunggal sebagai jumlahan dari suatu vektor di M dan suatu

vektor di M*. Dengan kata lainH=M & M™.

Untuk membuktikan M = M ** tinggal menunjuKkan M < M . Diambil x €

M ** dan akan ditunjukkan x € M. Menurut bagian teorema ini,
X =m+ n;dengan m; € Mdann; € M+, karenax e M* danm ¢ M**.

Makax—m e M™*, yaitun, € M. Tetapin; € M, sehingga n; L n; yang

menyatakan n; = 0, sehingga x -m € Mdan M < M. Terbukti M= M **.

Dalam dimensi dua bagian pertama teorema di atas dapat dinyatakan sebagai

berikut. Jika H suatu bidang dan m suatu garis lurus yang melalui titik asal maka
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untuk setiap x € H dapat dinyatakan dengan tunggal sebagai x =y + z, dengan y

e Mdanze M. Hal ini dapat digambarkan sebagai berikut.

v

Gambar 2.2 Ruang Dimensi Dua

Gambar di atas, jika M ruang bagian tetutup dari H makaH=M @ M~ .

Misalkan M ruang bagian tertutup dari suatu ruang Hilbert H dan vektor x di H.

Vektor my € M dengan x — mo € M* disebut proyeksi ortogonal x pada M.

Jadi sampai disini keberadaan dan ketunggalan penyelesaian optimal masalah
optimisasi sudah terjawab, namun penyelesaian optimalnya sendiri belum
ditentukan. Ada dua cara untuk menentukan penyelesaian optimal, yaitu dengan
menyelesaikan persamaan normal dan dengan prosedur ortogonalisasi Gram-
Schmidt bersama deret Fourier. Pada penelitian ini akan dibicarakan dengan

menyelesaikan persamaan normal dan matriks Gram.
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Definisi 2.3.5 (Luenberger, 1969)

Misalkan y1,Ya,......,yn basis dari M. Diberikan sebarang vektor x € H dan akan
dicari vektor mg di M yang terdekat ke x. Jika vektor mq dinyatakan dalam suku-

suku dalam vektor y; sebagai :

Mo = Z,B. Yi
i=1
Maka masalah tersebut ekuivalen dengan menemukan skalar g,,i=1, 2, ....,n
yang meminimalkan [X— Y, = B,Y, = wwece. = By Yo -

Menurut teorema proyeksi, vektor minimal tunggal mg adalah proyeksi ortogonal

x pada M, atau vektor selisih x — mg ortogonal terhadap setiap vektor y;.

Dengan demikian : (X— .Y, = ,Y; —-ueveeees —B.Yn Yi)=0untuki=1,2,..,n.
Atau

(1) B Yo VI Bos Vis V1) evveverveieinnns -(Bn,y,v1)=0

(,¥2) (Bry1.Y2)( Bor V2, ¥2) wovvvineiinnns (A0, Yny2) =0

(x, Yn> ~ ,Bl:)Il:Yn)'( ,Bzr)’ZJYn) ------------------ '(,B n, Yn, yn) =0
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Atau

YY) B+ Yo y1) ot e +(Yn, y1) S0 = (x,y1)
Yo Y2) By + (V2 y2) Bot e, +(Yn ¥2) B0 = (x,¥;)
V1Y) By + Voo V) Bot v + (Y, Vn) B0 = (x, V)

Persamaan dalam koefisien ;i sebanyak n kali ini dikenal sebagai persamaan

normal untuk masalah minimalisasi.

Matriks n x n yang berhubungan dengan vektor vyj, ya,...,y, Yaitu :

(Yo Y1) (Yar Yo )oreereeeYar Vi)

G = G(Y1, Y2,ereeey Yn) = <y2'}/1> <Y2ay2:> ......... <y2,:yn>

<yn,‘y1> <yn,y;> ......... <yn,.yn>

disebut matriks Gram dari yi, Y2, Y3, «.ve.... , Yn. Matriks ini adalah tranpose dari

matriks koefisien normal.

Teorema 2.3.6

Determinan Gram g = g(y1, Y2,...., ¥Yn) # O jika dan hanya jika yi, ya,...., yn bebas

linear (Luenberger, 1969).
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Bukti :

Pernyataan tersebut ekuivalen dengan pernyataan vektor—vektor yi, Yo, ...., yn

bergantung linear jika dan hanya jika g = g(y1, Y2, ....,Yn) = 0.

Misalkan y; bergantung linier, berarti terdapat ¢; yang tidak sama dengan nol

sedemikian sehingga Zai y, = 0. Karena barisan-barisan pada determinan Gram
i=1

bergantung pada y;, maka determinannya nol.

Misalkan g = g(y1, Y2.-..., Yn) = 0. Maka ada kebergantungan linier di antara

barisan-barisannya sehingga terdapat konstanta a; yang tidak semuanya nol
sedemikian hingga > e, (y;,y;) =0, untuk semua j. Dengan demikian
i=1

2

=0. Sehingga > o y; =0 dan vektor y,

i=1

Zai Yi

i=1

<Zaiyi, yj> =0 atau
i=1

Y2, ...., ¥n Dergantung linier.

Walaupun persamaan normal tidak memiliki penyelesaian tunggal jika vy;
bergantung linier, tetapi selalu ada paling sedikit satu penyelesaian. Jika g = 0
maka selalu dihasilkan penyelesaian yang tidak tunggal, bukan penyelesaian yang
tidak konsisten.

Teorema berikut menyatakan jarak minimum suatu vektor ke ruang bagian dapat

dicari dengan determinan matriks Gram.
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Teorema 2.3.7

Misalkan ys, ....., y, bebas linear dan ¢ jarak minimum vektor x ke ruang bagian M

yang dibangun oleh y;, yaitu :

0 :min||x_a1Y1_a2yz_ ----- —“nyn”:

maka,

o7 = 901 Y0 Y X)
9(Y1r Yzreenr Vi)

Bukti :

Menurut definisi 62 =

Menurut teorema proyeksi, X - X ortogonal terhadap M, sehingga secara khusus

karena x € M maka : (x — >A< >A<) =0, sehingga

0? :<x—;<,x>:<x,x>—<§<,x>:<x,x>—ai<yl,x>— ...... —a, (Y, X)

persamaan ini bersama persamaan normal memberikan n + 1 persamaan linier

dalam n + 1 variabel o, a,,..... ,an,az. Dengan aturan Cramer didapatkan



771G 700 70 N (Vor Y1) (% Vs)
<yl,'y2><y2,y2.> ................... <yn,.y2><x, yl>
(Y1, V) (Y2 yn'> ................... (Yos Yo ) (% Va)

0 (Y1 %) (Yu X, (Y0, %) (X,X) (G Yo
SR LG 73570 N— (Yo ¥1) O [ (/-
<yl,.y2><y2,y2'> ................... (YorY2) O
<yl,.yn><y2,yn.> ................... <yn,y‘n> O
(Y1 X) (Yoo X)errrnrrirarriirnee, (Yo, x) 1

2.4. Deret Maclaurin

Kasus khusus pada deret Taylor adalah bila fungsi diperluas sekitar t,=0 maka

deretnya dinamakan deret Maclaurin yang juga merupakan deret Taylor baku

sebagai berikut :

(Purcell, 2004).

Contoh 2.4.1

Carilah deret Maclaurin untuk sin x pada a.

Jika f(x) = sin x, maka kita punyaf'(x) = cos X, f (X) = -sin X, f"'(X) = -C0s X,

f"V(x) = sin x, dan seterusnya.
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Jadi, dari rumus deret Maclaurin di atas,

. _ _ (-=sina) _ (=cosa)
cp=SIha, ¢y =cosa, ¢ = , C3= 3!

sina
, C4= ( ), dan seterusnya.
2! 4

Sehingga diperoleh deret Maclaurin yaitu:

a)

—a)2 _
Sinx =sina + (cos a) (x —a) — (sina) %— (cosa) (xT+

(x-a)*

" + -

(cosa)

2.5.  Fungsi Transenden

Fungsi transenden atau fungsi non aljabar adalah fungsi yang tidak dapat
dinyatakan dalam sejumlah berhingga operasi aljabar. Fungsi transenden yang
bisa dijumpai dalam hal ini terdiri dari fungsi eksponensial, fungsi logaritmik,
fungsi trigonometrik, fungsi siklometrik, dan fungsi hiperbolik. Dalam
pembahasan selanjutnya, akan diuraikan satu persatu mulai dari definisi, invers,

sampai integral dari masing-masing fungsi transenden tersebut.

a. Fungsi Eksponensial

Fungsi eksponensial adalah fungsi yang variabel bebasnya menjadi pangkat
dari suatu bilangan. Fungi eksponen dinyatakan dalam bentuk umumnya= f(x)
= a’, dengan a # 0 dan a e R. Sebagai ilustrasi fungsi y = f{x)=2", g(x)=10"

dan sebagainya.
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b. Fungsi Logaritmik
Fungsi logaritmik dengan bilangan dasar a # 1 adalah invers dari fungsi
eksponen dari bilangan dasar a. Fungsi eksponen y = g(x) a* dengan a*,
inversnya adalah fungsi logaritmiknya y = f(x) = ?log x. g(x) = log x, dan

sebagainya.

c. Fungsi Trigonometrik
Fungsi trigonometrik antara lain meliputi fungsi-fungsi y = sin x, y = cos x, y =
tan x, dan sebagainya. Dengan x menyatakan besar suatu sudut (radian atau

derajat) dan y menyatakan nilai fungsi.

d. Fungsi Siklometrik

Fungsi siklometrik adalah invers dari fungsi trigonometrik. Seperti y = arc sin

X, Y =arc cos X, y = arc tan x, dan sebagainya.

e. Fungsi Hiperbolik

Fungsi hiperbolik ada kemiripan dengan fungsi trigonometri. Antara lain
meliputi y = cosh X, y =sinh x, y = tanh x dan sebagainya.

Fungsi hiperbolik didefinisikan sebagai berikut :

e
sinh x =
2
X, —X
coshx= & Ze

(Purcell, 2004).
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i1,  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam,
pada jurusan Matematika, Universitas Lampung yang dimulai pada semester

Genap tahun ajaran 2015/2016.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode yang bersifat studi pustaka, yaitu dengan
mempelajari, menganalisis masalah dengan definisi-definisi, dan definisi tersebut
menjadi acuan berfikir untuk mengemukakan teori yang sesuai dengan masalah
yang bersangkutan, dan kemudian membuat kesimpulan. Sumber literatur yang
digunakan yaitu dari Perpustakaan Universitas Lampung, dan sumber-sumber lain

yang berhubungan dengan masalah dalam penelitian ini.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut :

1. Membawa masalah aproksimasi fungsi ke ruang Hilbert C[a,b] dengan
cara terlebih dahulu menentukan produk skalar terhadap ruang Hilbert

C[a,b] yang sesuai untuk digunakan.
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. Menentukan basis-basis yang akan digunakan.

. Mencari penyelesaian optimal (aproksimasi fungsi terbaik) dengan
persamaan normal.

. Menentukan kesalahan optimal dari pengambilan basis yang berbeda-beda
pada langkah (2) dan melakukan analisis serta evaluasi terhadap galat dan
fungsi yang dihasilkan.

. Melakukan langkah (1) s.d. (4) untuk kasus fungsi yang lain.

. Melakukan perbandingan dan selanjutnya mengambil kesimpulan atas

hasil pada langkah (5).



V. KESIMPULAN

Masalah optimisasi khususnya aproksimasi fungsi terbaik yang tidak
mendapatkan solusi terbaik dalam ruang fisis atau yang dikenal sebagai ruang
real, dapat dipecahkan dengan sistem matematis yang sederhana, dengan masalah
aproksimasi tersebut ke ruang abstrak (berisi aksioma-aksioma) atau ruang vektor,
khususnya pada ruang Hilbert C[a,b]. Masalah tersebut dikenal sebagai masalah
minimum norm dalam ruang Hilbert C[a,b], dengan studi kasus fungsi transenden.
Dengan menggunakan konsep minimum norm akan diperoleh kesalahan optimal

(galat) yang minimum.

Dalam penyelesaian masalah minimum norm dengan menggunakan ruang Hilbert
Cl[a,b], maka fungsi aproksimasi tidak tergantung pada pemilihan basis, asalkan
basis yang dipilih membangun ruang Hilbert C[a, b]. Jika dibandingkan dengan
aproksimasi fungsi dengan deret Maclaurin, maka metode Maclaurin kurang teliti,
karena aproksimasi dengan deret Maclaurin tergantung dengan banyaknya suku

yang diambil.
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