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ABSTRAK

APLIKASI METODE TRANSFORMASI ANALISI HOMOTOPI PADA
PERSAMAAN u, + uuy = 0

Oleh

NOVIANTI SAGITA

Di dalam matematika, banyak dijumpa penyelesaian masalah linear secara
analitik. Di samping itu banyak pula dijumpa masalah tak linear dan yang sulit
dalam diselesaikan secara andlitik.

Penelitian ini bertujuan untuk memperkenalkan sebuah metode baru yang cukup
populer di kalangan ilmuan yaitu Metode Transformasi Analisis Homotopi
(HATM) dan menerapkannya pada persamaan differensial tak linear. Metode ini
adalah gabungan dari metode analisis homotopi (HAM) dan transformasi Laplace.
Metode homotopi ini memiliki keunggulan yakni tetap valid walaupun masalah
tak linear tersebut memiliki sembarang parameter. Dari beberapa tahap yang telah
dikerjakan penulis, diperoleh kessmpulan bahwa solusi dari metode HATM akan
konvergen dan sama dengan solusi eksaknyajikah = —1.

Kata Kunci : Persamaan Taklinear, Transformasi Laplace, Metode Transformasi
Analisis Homotopi (HATM)



ABSTRACT

APPLICATIONS OF HOMOTOPY ANALYSISTRANSFORM METHOD

ON u, + uu, = 0 EQUATION

By

NOVIANTI SAGITA

There are many linear problems in mathematics. On the other hand, there are also
many nonlinear problems which are difficult to solve analyticaly.

This research is aimed to introduce a new method that is quite popular among the
scientists that is Homotopy Analysis Transform Method (HATM) and can be used
to solve the nonlinear differential equation. This method contains Homotopy
Anaysis Method (HAM) and Laplace Transformation. This Homotopy Method
remains valid even if the nonlinear problems have random parameter. It can be
concluded that the solution of Homotopy Analysis Transform Method will be
convered and be the same with the exact solution if h = —1.

Keywords : Nonlinear Equation, Laplace Transform, Homotopy Analysis
Transform Method (HATM)
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang banyak sekali
manfaatnya, diantaranya sebagai salah satu ilmu bantu yang sangat penting dan
berguna dalam kehidupan sehari-hari juga menunjang perkembangan ilmu

pengetahuan dan teknologi.

Dalam kehidupan sehari-hari banyak ditemui permasalahan yang berhubungan
dengan matematika. Permasalahan ini biasanya berhubungan dengan persamaan
diferensia, khususnya persamaan diferensial parsial baik persamaan diferensia
parsial linear maupun nonlinear. Karena adanya permasal ahan tersebut, maka
dibutuhkan metode-metode yang dapat menyel esaikan persamaan diferensia

parsia ini.

Namun, yang sering dijumpai adalah metode-metode yang digunakan untuk
menyel esaikan persamaan diferensia parsial linear. Padahal permasal ahan-
permasal ahan ini tidak hanya terbatas pada persamaan diferensial parsial linear.
Ada beberapa metode analitik yang dapat digunakan untuk mencari solusi analitik
dari sebuah persamaan differnsial parsia tak linear diantaranya metode analisis
homotopi seperti yang telah dibahas pada skripsi Dwi Okta Arianti (2015). Untuk

melihat keefektifitan dan keakuratan solusi analitik persamaan differensial parsial



tak linear perlu dikaji metode lain seperti pengembang dan pembanding metode
analisis homotopi. Oleh karenaitu, digunakan Metode Analisis Homotopi untuk

menyel esaikan permasal ahan persamaan diferensial parsial nonlinear ini.

1.2 Tujuan Penéelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mempelgari metode tranformasi analisis homotopi.
2. Menerapkan metode tranformasi analisis homotopi pada persamaan

diferensial parsia tak linear u; + uu, = 0.

1.3 Manfaat Pendlitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menambah pengetahuan mengenai aplikasi metode tranformasi analisis
homotopi.
2. Memahami cara menyel esaikan masalah persamaan diferensial parsial
dengan menerapkan metode tranformasi analisis homotopi pada

persamaan diferensial parsial tak linear.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan terhadap satu
atau lebih dari variabel-variabel bebas. Berdasarkan jumlah variabel bebasnya
persamaan differensial dibagi dalam duakelas, yaitu persamaan differensia biasa
(PDB) dan persamaan differensial parsial (PDP). Jikaturunan fungsi itu hanya
tergantung pada satu variabel bebas, maka disebut persamaan differensial biasa.
Sedangkan, jika Jika turunan fungsi itu tergantung pada lebih dari satu variabel

bebas disebut persamman differensial parsial (Bronson dan Costa, 2007).
2.2 Transformasi L aplace

Definisi:
Misalkan f(t) terdefinisi untuk semuat > 0 , makatransformasi Laplace dari
f(t) dirumuskan :

LD} = F(s) = [ e Stf(D)dt (2.2)
Fungsi F(s) disebut transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan dilambangkan
L{f (t)} dan inversnya dilambangkan dengan L~ 1{F(s)} = f(t).
Catatan : Fungsi adli dalam waktu (t) ditulis dengan huruf kecil sedangkan hasil

transformasinya ditulis dengan huruf kapital (M. Faitzadah, 2010).



2.3 Transformasi pada Turunan

Sdah satu sifat yang paling berguna dari Transformasi Laplace jika operator

dalam turunan, misalnya dengan integral bagian yaitu :

L [%] = J:-i%e'“dt = fe >

oo oo
+ sf Fetdi
0 0

=sF(s) - f(0) (2.2)
a2 f df1  df df
L [ﬁ =gl [E] _E(O) = S(s F(s) — f({])) _E(O)
d
= S2F(s) - sf(0) ~ - (0) 23)

Ini menunjukkan bahwa transformasi dari turunan dapat dievaluas dalam

transformasi dari fungsi. Dengan syarat awal yang dibutuhkan. Untuk mengubah

turunan pertama darf %, diperlukan £(0). Untuk mengubah turunan kedua dari

2L diperlukan f(0) dan <L (0). Metode Tasformasi Laplace akan lebih mudah

menyedehanakannya jika syarat awalnyanol (Erwin Kreyszig,1999).
2.4 Metode Analisis Homotopi (HAM)

Homotopi dideskripsikan sebagai variabel kontinu atau deformasi di matematika.
Mendeformasikan lingkaran dapat dilakukan secara kontinu menjadi €lipst dan
bentuk dari cangkir kopi dapat dideformasikan secara kontinu menjadi bentuk
donat. Homotopi dapat didefinisikan sebagal suatu penghubung antara dua benda
yang berbeda di matematika yang memiliki karakteristik yang sama dibeberapa

aspek.



Cla,b] dinotasikan sebagai himpunan fungsi real kontinu dalam interval a < x <
b. Secara umum, jika suatu fungsi f € C[a, b] dapat dideformasikan secara
kontinu g € C[a, b] maka dapat terbentuk suetu homotopi

H: f () ~g(x)

Hxq) =1 —-q)lglx) — f(x)] —qlg(x)] q € [01] (2.4)
Definisi 1
Suatu homotopi dua fungsi yang kontinu f(x) g(x) dari suatu ruang topologi x ke
ruang topologi y di notasikan sebgai kontinu H: X x [0,1] — Y dari produk

ruang X dengan interval [0,1] ke Y sedemikian sehinggajikax € X maka

H(x,0) = f(x)danH(x,1) = g(x).

Definisi 2
Parameter benaman g € [0,1] dalam suatu fungsi atau persamaan homotopi

disebut paramater homotopi.

Definisi 3

Diberika suatu persamaan &; yang mempunyai paling sedikit satu solusi u. Ambil
&o sebagal persamaan awal yang solusinya diketahui uy. Jka itu dapat
dikontruksikan kedalam bentuk persamaan homotopi &(4): £9~¢; sedemikian
sehingga parameter homotopy q € [0,1] naik dari O menuju 1, £(q)
dideformasikan secara kontinu dari persamaan awa & ke persamaaan adli &;
dimana solusimya berubah secara kontinu dari solusi yang diketahui u dari & ke
solusi yang tidak diketahui u dari &; jenis dari persaaan homotopi ini disebut

persamaan deformasi orde-nol.



Definisi 4

Diberikan suatu persamaan tak linear dinotasika dengan &; yang mempunyai
paling sedikit satu solusi u(x, t) dimana x dan t merupakan variable bebas. Ambil
parameter homotopy q € [0,1] dan £(q) persamaan deformasi orde-nol yang
menghubugkan persamaan asli ke persamaan awal ¢, dengan aproksimasi awal
yang di ketahui uq(x,t). Asumsikan bahwa persamaan deformasi orde-nol £(q)

memiliki solusi dan analitik di ¢ = 1, sehingga diperoleh deret Taylor:

d(x, t, @)~Uo(u, t) + 21 (x,t)q™, q € [0,1] (2.5)
dan deret homotopi
d(x, t, D~Upg(u, ) + T2, Up(x, 1) (2.6)

persamaan yang berhubungan dengan U,,,(x, t) yang nilainyatidak diketahui

disebut persamaan deformasi orde ke-m.

Definisi 5

Jkasolusi ¢(x,t, q) dari persamaan deformasi orde-nol £(q): g~&; adadan
analitik didalam q € [0,1], maka diperoleh solusi derat homotopy dari persamaan
adi &; :

ulx, t) = (x,t) + Y32, Upn(x, t) (2.7)
Dan aproksimasi homotopi orde ke-m

(x,t,1) = Ug(u, t) + X2, Unn(x, t) (2.8)

(Liao, S, 2010).



2.5 Metode Transformasi Analisis Homotopi (HATM)

Misalkan persamaan N[u(x)] = g(x) di mana N merupakan persamaan
diferensial biasa nonlinear atau persamaan diferensial parsial nonlinear. Dikatakan
linear jika L + R, dimana L merupakan operator linear beorde banyak dan R
adalah sisa dari operator linear tersebut. Persamaan dapat dinotasikan
Lu+Ru+ Nu=g(x) (2.9
Di mana Nu menyatakan operator nonlinear, dengan menggunakan transformasi
Laplace diperoleh
L[Lu + Ru + Nu = g(x)] (2.10)
Dengan menggunakan sifat dari trasformasi Laplace diperoleh
st Llu] — ¥0_, skt (0) + L][Ru] + L[Nu] = L[g(x)] (2.11)
Atau lebih smpelnya

=i skt ) + Z[[L[Ru] + LINu]] =0 (2.12)

sn ;_'

Llu] -

Selanjutnyz definisikan operator nonlinear sebagai berikut :
1 mn
] = : k—t, (n—k
NG )] = L0 )] - = ) Kt (0) +
k=1

< [£[o 0 & ) + LIRG(x, £ )] (2.13)
Di mana ¢(x, t; q) adalah sebuah fungs dari x, t dan q. selanjutnya
dikontruksikan ke persamaan homotopi, diperoleh :
(1= @L[d(x, t;q) —uo(x, O] = g h H(x, ON[u(x, )]  (2.14)
Dengan g € [0,1] adalah parameter, h #+ 0 adalah parameter bantu tak nol.
H(x,7) # 0 adalah fungs sebarang tak nol. L adalah operator bantu linear,

up(x, t) adalah syarat awal untuk w(70) dan d(x, t; g) adalah sebuah fungsi yang



tak diketahui. Ini sangat penting untuk memilih satu dari banyak bantuan di HAM.

Dengan kenyataan, jika g = 0 dan g = 1, itu berarti masing — masing adalah
d(x,t;0) = uy(x, t) and d(x, t; 1) = uglx, t) (2.15)

Dengan demikian, misal ¢ meningkat dari O ke 1. Solusi ¢(¢t; g) bervariasi dari

syarat awal uq(7) untuk solusi u(7). Dikembangkan & (t; q) dari deret taylor ke

q, diperoleh
c])(x, t; 0) = ug(x, t) +Zg=1um (x, t)qm (216)
di mana
am St
w, (x,8) = =202 | g = (2.17)

Jika dengan operator bantu linear, syarat awal, parameter bantu h dan fungsi
sebarang yang terpilih benar, dari persemaan (3.4) konvergen ke g = 1, diperoleh
u(r,t) = ug(r,t) + Xm =1 Uy (1, t) (2.18)
Y ang harus menjadi satu solusi persamaan nonlinear asli. Dapat ditarik
kesimpulan dari persamaan deformasi orde-nol (3.2).
Didefinisikan vektor
Uy = {ug(x, t), ulx,t), -, up(x,t) (2.19)
Mendiferensialkan persamaan (3.2) sebanyak m kali dengan parameter gq,
kemudian masukan g = 0 dan akhirnya membaginya dengan m!. kita peroleh
persamaan deformasi orde ke- m.
Llupm (x, t) = ¥mun -1(x, t)] = h H (x, )Ry (up —1) (2.20)
Dengan menggunakan invers transformasi Laplace diperoleh

Up (X,t) = YmUn -1+ h L' [H (x, t)Rm, (ﬁm—l)] (2.21)



Di mana

L 1 amiy t;
Ry (1) = [¢(x.t;q)] qg=0

n—1! dgm-1

Dan

_{O,mgl
Xm = 1, m>1

(Guptaand Sumit, 2012).

(2.22)

(2.23)



[11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun gjaran 2015/2016
bertempat di gedung Matematika Fakultas Matematika dan 1lmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Metode Pendlitian

Metode yang digunakan dalam menyel esaikan permasalahan diferensia parsia
dengan menggunakan metode transformas analisis homotopi (HATM) adalah

sebagai berikut:

1. Misakan diberikan suatu persamaan
U +uu, =0 «y
Dengan kondisi awal
u(x,0) = —x
2. Menyelesaikan persamaan (1) menggunakan metode transformasi analisis
homotopi dengan operator bantu linear L.

a. Menentukan transformasi Laplace dari persamaan (1).
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. Mendefinisikan operator bantu linear L dan persamaan deformasi orde
ke-m.

Mengontruksikan persamaan deformasi orde ke-m sebanyak m kali
trehadap q.

. Menentukan solusi persamaan deformasi pada persamaan yang
diperoleh dari langkah ke (c) untuk setiap m =1,2,...,n
Mensubtitusikan hasil ini dalam deret homotopi, sehingga diperoleh

solusi homotopi.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesmpulan

Berdasarkan penguraian langkah — langkah yang telah dikerjakan dalam metode
transformasi analisis homotopi ini, diperoleh kesimpulan bahwa solusi dari
persamaan u, + uu, = 0 dengan syarat awa u(x,0) = —x untuk h = —1,
solusi eksak dapat dicari dengan metode transformasi analisis homotopi (HATM)

yaitu u(x, t) = é

5.2 Saran
a. Padapenditian ini penulis hanya mencari w(x, t) sampai dengan empat,
diharapkan untuk penelitian selanjutnya dapat dicari m > 4.
b. Diharapkan metode transformasi analisis homotopy ini dapat dikerjakan

untuk persamaan differensial parsial tak linear yang lain.
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