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For example ܿ a true coloration in ܩ with ܿ(ݑ) ≠  are adjacent in ݒ dan ݑ for (ݒ)ܿ
௜ is the set of points that are color ݅, then Πܥ Suppose .ܩ = ⋯,ଶܥ,ଵܥ}  ௞} is theܥ,
set consisting of the classes of color in ܸ(ܩ). The color codes, ܿஈ(ݒ) of ݒ is ݇-
pair sequences (݀(ܥ,ݒଵ),݀(ܥ,ݒଶ),⋯ , (௜ܥ,ݒ)݀ with ((௞ܥ,ݒ)݀ =
min {݀(ݔ,ݒ)|ݔ ∈ ݅ ௜} forܥ ≤ ݇. If any point in ܩ has a different color code, then ܿ 
is called the coloring of ܩ. Graf location barbells are two complete graph ܭ௡ 
which connect with a hand, denoted ܤ௡,௡. The locating-chromatic number of 
barbell graph to ܤ௡,௡ with ݊ ≥ 3 is ݊ + 1, while the graph barbell ܤ௡,௠;݉,݊ ≥ 3 
and ݉ ≠ ݊ is ݉ܽ݇ݏ {݉, ݊}. 
 
 
Keywords: complete graph, locating-chromatic number, barbell graph 



 
 
 
 
 
 

ABSTRAK 
 

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BARBEL 
 
 

Oleh 
 

Danar Mubarak 
 
 

 
Misal ܿ suatu pewarnaan sejati di ܩ dengan ܿ(ݑ) ≠  yang ݒ dan ݑ untuk (ݒ)ܿ
bertetangga di ܩ. Misalkan ܥ௜ adalah himpunan titik-titik yang diberi warna ݅, 
maka Π = ⋯,ଶܥ,ଵܥ}  ௞} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna diܥ,
⋯,(ଶܥ,ݒ)݀,(ଵܥ,ݒ)݀) adalah ݇-pasang terurut ݒ dari (ݒ)Kode warna, ܿஈ .(ܩ)ܸ ,
(௜ܥ,ݒ)݀ dengan ((௞ܥ,ݒ)݀ = min {݀(ݔ,ݒ)|ݔ ∈ ݅ ௜} untukܥ ≤ ݇. Jika setiap titik di 
 .ܩ mempunyai kode warna yang berbeda, maka ܿ disebut pewarnaan lokasi dari ܩ
Graf barbel adalah dua buah graf lengkap ܭ௡ yang di hubungkan dengan sebuah 
sisi, dinotasikan ܤ௡,௡. Bilangan kromatik lokasi graf barbel untuk ܤ௡,௡ dengan 
݊ ≥ 3 adalah ݊ + 1, sedangkan untuk graf barbel ܤ௡,௠;݉, ݊ ≥ 3 dan ݉ ≠ ݊ 
adalah ݉ܽ݇ݏ {݉,݊}. 
 
 
Kata kunci : Graf lengkap, bilangan kromatik lokasi, graf barbel 
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I. PENDAHULUAN 
 

 
 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

Graf merupakan salah satu ilmu yang dibahas dalam matematika yang 

mempelajari himpunan titik yang dihubungkan oleh himpunan sisi. Graf 

adalah himpunan tidak kosong dari elemen-elemen yang disebut titik, dan 

suatu himpunan pasangan tidak terurut titik-titik tersebut yang disebut sisi, 

yang dinotasikan dengan G = (V,E), dimana V menyatakan himpunan titik 

yang tak kosong dan E menyatakan himpunan sisi yang merupakan pasangan 

sisi tak terurut dari titik-titik V. 

 
Teori graf lahir pada Tahun 1736 melalui tulisan Euler yang berisi tentang 

upaya pemecahan masalah jembatan Konigsberg yang sangat terkenal di 

Eropa. Masalah jembatan Konigsberg adalah mungkin atau tidaknya melewati 

tujuh jembatan yang ada di Kota Konigsberg masing-masing tepat satu kali 

dan kembali ketempat semula. Untuk memecahkan masalah tersebut, Euler 

memisalkan daratan dengan titik (vertex) dan jembatan dinyatakan dengan 

garis atau sisi (edge). 
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Misalkan c adalah suatu pewarnaan titik pada graf G dengan menggunakan 

warna 1,2, ….,k  untuk suatu bilangan bulat positif k. Secara ekuivalen, c 

merupakan suatu partisi ߎ dari V(G) kedalam kelas-kelas warna yang saling 

bebas ܥଵ,ܥଶ, … . ௞ܥ,  yang mana titik-titik di ܥ௜ berwarna i, 1 ≤ i ≤ k. Jarak 

titik ν ke suatu ܥ௜, dinotasikan dengan ݀(ܥ,ݒ௜) adalah min{݀ (ݒ,  .{ ௜ܥ ߳ ݔ |(ݔ

Kode warna, ܿ௽ (ݒ) dari suatu titik ݒ ߳ ܸ didefinisikan sebagai k-vektor 

yaitu:  

ܿ௽  = ,(ଵܥ,ݒ)݀)  ,(ଶܥ,ݒ)݀ … . . ,  ((௞ܥ,ݒ)݀

Jika setiap titik di G memiliki kode warna yang berbeda terhadap partisi ߎ, 

maka c disebut pewarnaan lokasi. Banyaknya warna minimum yang 

digunakan pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G, dan 

dinotasikan dengan ߯௅(ܩ).  

 
Chartrand dkk. (2002) telah menentukan bilangan kromatik lokasi dari 

beberapa kelas graf, diantaranya pada graf lintasan ܲ݊ dengan n ≥ 3 

diperoleh ߯௅ (ܲ݊) = 3; pada graf siklus diperoleh dua hasil yaitu ߯௅ (݊ܥ) = 

3 untuk n ganjil dan untuk n genap diperoleh ߯௅ (݊ܥ) =  4; pada graf bintang 

(i) (ii) 

A 

C 

B 

D 

Gambar 1. (i) Jembatan Konigsberg dan (ii) graf yang      

                    merepresentasikan jembatan Konigsberg 



3 
 

ganda (ܵ௔,௕), 1 ≤ ܽ ≤ ܾ dan ܾ ≥  2, bilangan kromatik lokasinya adalah ܾ +

1. Misalkan G graf terhubung berorde ݊ ≥ 3, maka ߯௅(ܩ) =  ݊ jika hanya 

jika G graf multipartit lengkap. 

 
Selanjutnya pada tahun 2011 dan 2012, Asmiati dkk. telah berhasil 

menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf kembang api dan graf 

bintang. Pada graf almagamasi bintang seragam, ܵ௞,௠ adalah almagamasi dari 

k buah graf bintang ܭଵ,௠ bila ni = m , untuk setiap i diperoleh jika ܪ (ܽ) =

(݉ + ܽ − 1)൫௠ ା ௔ ି ଵ
௠ ି ଵ ൯ untuk a ≥ 0, k ≥ 2 dan m ≥ 3 maka ߯௅൫ܵ௞,௠൯ = ݉ 

untuk 2 ≤ k ≤ H (0), m ≥ 3 dan ߯௅൫ܵ௞,௠൯ = ݉ + ܽ untuk H (a) ≤ k ≤ H (0), a 

≥ 1. Pada graf kembang api ܨ௡,௞ untuk n ≥ 2 diperoleh ߯௅൫ܨ௡,௞൯ = 4 

sedangkan untuk k ≥ 5 diperoleh ߯௅൫ܨ௡,௞൯ =  ݇ − 1, untuk 2 ≤ n ≤ k - 1 dan 

߯௅൫ܨ௡,௞൯ = ݇ − 1 untuk lainnya.  

 
Sejauh penelusuran literatur belum ada kajian bilangan kromatik lokasi pada 

graf barbel. Jadi, pada penelitian ini akan dibahas tentang Bilangan Kromatik 

Lokasi Graf Barbel. 

 
 
1.2 Rumusan Masalah 

 
 
Pada penelitian ini akan dibahas tentang Bilangan Kromatik Lokasi Graf 

Barbel. Graf Barbel adalah graf sederhana yang diperoleh dari dua buah graf 

lengkap yang dihubungkan dengan sebuah jembatan. 
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1.3 Tujuan Penelitian 
 
 
Pada penelitian ini akan ditentukan bilangan kromatik lokasi pada Graf 

Barbel. 

 
 
1.4 Manfaat Penelitian 

 
 
Manfaat dari peneitian ini adalah: 

1. Menambah pengetahuan penulis tentang hubungan antara perwanaan graf 

kromatik pada graf barbel. 

2. Memberikan sumbangan pemikiran untuk memperluas wawasan 

mengenai pewarnaan graf kromatik, khususnya pada graf lengkap 

terhadap graf barbel. 

3. Memberikan masukan bagi para penulis lain yang ingin mengkaji lebih 

lanjut mengenai pewarnaan pada graf barbel. 



 
 
 
 
 
 

II. TINJAUAN PUSTAKA 
 

 
 
2.1 Konsep Dasar Graf 
 
 

Pada sub bab ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema tentang graf yang 

diambil dari Deo (1989). Suatu graf G adalah pasangan himpunan terurut 

(V(G),E(G) dengan V(G) menyatakan himpunan titik (vertex) tak kosong dan 

E(G) menyatakan himpunan sisi (edge) yakni pasangan tak terurut dari V(G). 

Pada Gambar 2, terlihat V(G) = {a,b,c,d,e} dan E(G) = {ab,bc,cd,ce,ad}. 

 

Gambar 2. Graf dengan 5 titik dan 6 sisi 

 
Graf digunakan untuk mempresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara 

objek-objek tersebut. Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan 

objek-objek sebagai bulatan atau titik, sedangkan hubungan antara objek 

dinyatakan dengan sisi. 
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Gambar 3. Graf dengan  titik 5 dan 9 sisi. 

 
Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi paralel 

adalah sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama.pada Gambar 3, terdapat loop 

pada titik ݒଵ yaitu ݁ଽ, sedangkan ݁ଷ, ݁଻, ݁଺dan ଼݁ disebut sisi paralel. Graf yang 

tidak mempunyai sisi ganda dan/atau loop disebut graf sederhana (simple graf). 

Graf pada Gambar 3, bukan merupakan graf sederhana (simple graf) karena 

terdapat loop (݁ଽ)dan sisi ganda (݁ଷ, ݁଻ dan ݁଺, ଼݁). 

Suatu graf G dikatakan graf lengkap jika untuk setiap pasangan titik terdapat sisi 

yang menghubungkannya. 

 

Gambar 4. Graf Lengkap ܭସ 

 
Misalkan G dikatakan graf dengan himpunan titik V(G) dan sisi E(G), maka graf 

T dikatakan subgraf G dinotasikan dengan ܶ ⊆  jika dan hanya jika V(T) ܩ

himpunan bagian dari V(G) dan E(T) himpunan bagian dari E(G). Graf T 

࢜૜ 
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dikatakan subgraf sejati G jika dan hanya jika H subgraf dari G dan T≠G. Contoh 

subgraf dapat dilihat pada gambar berikut : 

 

 
 
Dua titik pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent) bila keduanya terhubung 

oleh suatu sisi. Suatu sisi dikatakan menempel (incident) dengan suatu titik u, jika 

titik u merupakan salah satu titik ujung dari sisi tersebut. Pada Gambar 3, dapat 

dilihat bahwa sisi ݁ଵ menempel (incident) dengan titik ݒଵ dan ݒଶ dan titik ݒଵ 

menempel pada sisi ݁ଵ dan ݁ଶ. Titik ݒଵ bertetangga (adjacent) dengan titik ݒଶ 

karena terdapat sisi-sisi yang menghubungkan ݒଵ dan ݒଶ. Demikian pula dengan 

titik ݒଵ bertetanggaan dengan ݒସ, dan titik ݒଶ bertetanggaan dengan titik ݒଷ. 

Derajat (degree) dari suatu titik ݒ ∈  dinotasikan dengan d(V) dari graf G ,(ܩ)ܸ

adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik v. Jika setiap titik pada graf G 

mempunyai derajat yang sama, maka G disebut graf reguler. Daun (pendant 

vertex) adalah titik yang berderajat satu. Pada Gambar 3. ݀(ݒଵ) = (ଶݒ)݀ ,4 = 3, 

(ଷݒ)݀ = (ସݒ)݀ ,4 = 4 dan ݀(ݒହ) = 3. Graf tersebut tidak memiliki daun karena 

setiap titiknya memiliki derajat lebih dari satu. 

 
Jalan (walk) adalah barisan berhingga dari titik dan sisi dimulai dan diakhiri 

dengan titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik sebelumnya 

dan sesuadahnya. Walk pada Gambar 3. adalah ݒଵ, ݁ଶ,ݒସ, ݁଺, ,ହݒ ݁ହ, ,ଷݒ ݁ଷ,ݒଶ, ݁ଵ. 

Gambar 5. ܶ ⊆  ܩ

 ଷݒ
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Lintasan (path) adalah jalan yang memiliki atau melewati titik yang berbeda-beda. 

Lintasan yang memiliki titik awal dan akhir yang sama disebut lintasan tertutup 

atau siklus. Graf pada Gambar 3. adalah ݒଵ,  ଶ adalah salah satu lintasanݒ,ଷݒ,ହݒ,ସݒ

tertutup. Siklus yang banyak titik genap disebut sirkuit genap, sedangkan jika 

banyak titiknya ganjil, maka disebut siklus ganjil. Graf G dikatakan terhubung 

jika terdapat lintasan yang menghubungkan setiap dua titik yang berbeda. Jika 

tidak, maka G disebut graf tak terhubung. Suatu sisi e pada graf G disebut 

jembatan, jika sis e dibuang mengakibatkan G menjadi tak terhubung. 

 
 
2.2 Bilangan Kromatik Lokasi 
 
 
Bilangan kromatik lokasi diperkenalkan oleh Chartrand dkk. (2002). Bilangan 

kromatik lokasi didefinisikan sebagai berikut. Misalkan c suatu pewarnaan sejati 

di G dengan ܿ(ݑ) ≠  ௜ܥ untuk u dan v yang bertetangga di G. Misalkan (ݒ)ܿ

adalah himpunan titik-titik yang diberi warna i, yang selanjutnya disebut kelas 

warna, maka Π = ,ଶܥ,ଵܥ} …  ௞} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelasܥ,

warna dari V(G). Kode warna, ܿஈ(ݒ) dari v adalah k-pasang terurut 

,(ଶܥ,ݒ)݀,(ଵܥ,ݒ)݀) … , (௜ܥ,ݒ)݀ dengan ((௞ܥ,ݒ)݀ = min {݀(ݔ,ݒ)|ݔ ∈  ௜} untuk iܥ

≤ k, jika setiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda, maka c disebut 

pewarnaan lokasi dari G, banyaknya warna minimum yang digunakan pada 

pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G, dan dinotasikan dengan 

ܺ௅(ܩ). 
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Berikut ini diberikan teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi yang telah 

dibuktikan oleh Chartrand dkk. (2002). Lingkungan dari u, dinotasikan dengan 

N(u) adalah himpunan titik-titik yang bertetangga dengan u. 

 
Teorema 2.1. Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf G. Jika u dan v 

adalah dua titik yag berbeda di G sedemikian sehingga ݀(ݓ,ݑ) =  untuk (ݓ,ݒ)݀

semua ݓ ∈ (ܩ)ܸ − (ݑ)ܿ maka ,{ݒ,ݑ} = -Secara khusus, jika u dan v titik .(ݒ)ܿ

titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga ܰ(ݑ) =  maka ,(ݒ)ܰ

(ݑ)ܿ ≠  .(ݒ)ܿ

 
Bukti: Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan 

misalkan Π = ,ଶܥ,ଵܥ} …  ௞} adalah partisi dari titik-titik G kedalam kelas warnaܥ,

,ݑ ௜. Untuk suatu titikܥ (ݑ)ܿ andaikan ,(ܩ)ܸ߳ݒ =  sedemikian sehingga titik (ݒ)ܿ

u dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal ܥ௜ dari Π. Akibatnya, 

(௜ܥ,ݑ)݀ = (௜ܥ,ݒ)݀ = 0. Karena ݀(ݓ,ݑ) = −(ܩ)ܸ߳ݓ untuk setiap (ݓ,ݒ)݀

,ݑ} ௝൯ܥ,ݑmaka ݀൫ {ݒ = ݆ untuk setiap (௝ܥ,ݒ)݀ ≠ ݅, 1 ≤ ݆ ≤ ݇. Akibatnya, 

ܿஈ(ݑ) = ܿஈ(ݒ) sehingga c bukan pewarnaan lokasi. Jadi, ܿ(ݑ) ≠     .(ݒ)ܿ

 
Akibat 2.1. Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga 

dengan k daun, maka ܺ௅(ܩ) ≥ ݇ + 1. 

 
Bukti: Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu 

,ଶݔ,ଵݔ … ,  ௞ di G. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari Gݔ

mempunyai warna yang berbeda untuk setiap ݔ௜, ݅ = 1,2, … , ݇. Karena v 

bertetangga dengan semua ݔ௜, maka v harus mempunyai warna yang berbeda 

dengan semua daun ݔ௜. Akibatnya, ܺ௅(ܩ) ≥ ݇ + 1. 
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Berikut ini diberikan graf G dan akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari 

graf G tersebut. 

 

 

Gambar 6. Pewarnaan lokasi minimum dari graf G 

 
Diberikan graf G seperti yang terlihat pada Gambar 6. Akan ditentukan terlebih 

dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf G. Karena terdapat titik ݒଷ 

yang mempunyai 3 daun, maka berdasarkan Akibat 2.1, ܺ௅(ܩ) ≥ 4.  (2.1) 

Misalkan c adalah pewarnaan titik menggunakan empat warna. Pada graf G 

diberikan kelas warna sedemikian diperoleh Π = ଵܥ dengan {ସܥ,ଷܥ,ଶܥ,ଵܥ} =

ଶܥ,{ଷݒ,ଵݒ} = ,ସݒ,ଶݒ} ଷܥ,{଼ݒ = ,ହݒ} ସܥ ଻} danݒ = ,଺ݒ} ,ଽݒ  ,ଵ଴}. Oleh karena ituݒ

didapatkan kode warna sebagai berikut :  

ܿஈ(ݒଵ) = (0,1,2,3); ܿஈ(ݒଶ) = (1,0,1,2); ܿஈ(ݒଷ) = (0,1,1,1);  

ܿஈ(ݒସ) = (1,0,2,2); ܿஈ(ݒହ) = (1,2,0,2); ܿஈ(ݒ଺) = (1,2,2,0);  

ܿஈ(ݒ଻) = (2,1,0,1); ܿஈ(଼ݒ) = (3,0,1,1); ܿஈ(ݒଽ) = (4,1,2,0);  

ܿஈ(ݒଵ଴) = (3,2,1,0) 

Karena kode warna dari semua titik di G berbeda, maka c adalah pewarnaan 

lokasi. Jadi, ܺ௅(ܩ) ≤ 4 

Berdasarkan (2.1) dan (2.2), maka Π adalah pewarnaan lokasi dari G dan ܺ௅(ܩ) =

4. 
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Teorema 2.2 (Chartrand dkk. 2002) Misalkan k derajat maksimum di graf G, 

maka X୐(G) ≤ 1 + k. 

Berikut ini akan diberikan bilangan kromatik lokasi beberapa kelas graf 

sederhana. 

 
Teorema 2.3 (Cartrand dkk. 2002) Bilangan Kromatik Lokasi Graf Lintasan 

௡ܲ(݊ ≥ 3) ݈ܽ݀ܽܽℎ 3. 

Bukti: Perhatikan bahwa ܺ௅( ଵܲ) = 1 dan ܺ௅(݌ଶ) = 2. Jelaslah bahwa ܺ௅( ௅ܲ) ≥

3 untuk ݊ ≥ 3. Berdasarkan Teorema 2.2 ܺ௅(ܩ) ≤ 1 + ݇, dengan ݇ derajat titik 

maksimum. Karena pada ௡ܲ ,݇ = 2, maka ܺ௅( ௡ܲ) ≤ 1 + 2. Akibatnya ܺ௅(ܩ) ≤ 3. 

Jadi terbukti ܺ௅( ௡ܲ) = 3. 

 

 

Teorema 2.4 (Chartand dkk, 2002) Untuk bilangan bulat a dan b dengan 1 ≤ ܽ ≤

ܾ dan ܾ ≥ 2,ܺ௅൫ܵ௔,௕൯ = ܾ + 1. 

Bukti: Berdasarkan Akibat 2.1, diperoleh batas bawah yaitu ܺ௅൫ܵ௔,௕൯ ≤ ܾ + 1. 

Selanjutnya, akan ditentukan batas atasnya yaitu ܺ௅൫ܵ௔,௕൯ = ܾ + 1. Misalkan c 

adalah pewarnaan titik menggunakan (ܾ + 1) warna sebagaimana terlihat pada 

Gambar 8. Perlihatkan bahwa kode warna dari setiap titik ൫ܵ௔,௕൯ berbeda, 

akibatnya c  adalah pewarnaan lokasi. Jadi ܺ௅൫ܵ௔,௕൯ ≤ ܾ + 1. 

 

 

 

Gambar 7. Pewarnaan Lokasi pada Graf Lintasan ௡ܲ 



12 
 

 

 

 

 

 

 

Chartrand dkk. (2003) Telah mendapatkan bentuk graf pohon dengan titik ݊ ≥ 5 

yang memiliki bilaga kromatik lokasi 3 sampai ݊, kecuali ݊ − 1, sebagaimana 

teorema berikut. 

 
Teorema 2.5 (Chartrand dkk, 2002) Terdapat graf Pohon dengan titik ݊ ≥ 5 yang 

mempunyai bilangan kromatik k jika dan hanya jika ݇ ∈ (3,4, … , ݊ − 2,݊). 

Pewarnaan Teorema 2.5 dapat diartikan sebagai berikut: 

 

 

 

Teorema 2.6 Bilangan kromatik lokasi graf ܭ௡ adalah n. 

Bukti: Karena setiap titik saling bertetangga maka setiap titik diberi warna 

berbeda, jadi ܺ௅(ܭ௡) = ݊, ݊ ≥ 1. 

 

 

 

Gambar 8. Pewarnaan Lokasi minimum pada ܵ௔,௕  

Gambar 9. Graf Pohon T dengan titik n dengan 
ܺ௅(ܶ) = ݇ 
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2.3 Beberapa Kelas Graf 
 
 
Berikut akan diberikan beberapa kelas graf yang akan digunakan dalam penelitian 

ini. 

2.3.1 Graf Lengkap 

Graf Lengkap merupakan graf sederhana yang setiap sisinya terhubung ke semua 

sisi lainnya. Misalkan ܩ =  adalah sebuah graf sederhana, jika untuk setiap (ܧ,ܸ)

pasangan titik ௜ܸ dan ௝ܸ di ܩ terdapat sebuah sisi yang menghubungkannya, maka 

 .௡ܭ disebut graf lengkap. Graf lengkap dengan ݊ titik dinotasikan dengan ܩ

 

 

 
 
 
 
 Gambar 11. Graf Lengkap ܭସ 

Gambar 10. Graf Lengkap ܭ௡ dengan pewarnaan n 
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2.3.2 Graf Bipartit (Bipartite Graph) 

Sebuah graf G dikatakan graf bipartit jika graf (ܧ,ܸ)ܩ dapat dipartisi menjadi 

dua himpunan ଵܸ dan ଶܸ sedemikian sehingga ଵܸ ∩ ଶܸ = ߶, ଵܸ ∪ ଶܸ = ܸ dan titik-

titik di ଵܸ dihubungkan ke ଶܸ. Jika setiap titik di ଵܸ dihubungkan ke setiap titik di 

ଶܸ disebut graf bipartit lengkap. Graf bipartit lengkap, dinotasikan dengan ܭ௠,௡ 

yang mana | ଵܸ| = ݉ dan | ଶܸ| = ݊. 

 

 
 
 
2.3.3 Graf Siklus (Cycle Graph) 

Graf siklus dinotasikan ܥ௡ dengan n menyatakan banyaknya titik dari graf. Pada 

graf siklus, banyaknya titik dan sisi sama (Ridwan. 2013). Diantara contoh dari 

graf siklus ditunjukkan pada gambar berikut. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 12. Graf ܭଷ,ଶ dan ܭଷ,ଷ 

ଷ,ଶܩ

Gambar 13. Graf Siklus dengan order 4, 5 dan 6. 

 ଷ,ଶܭ ଷ,ଷܭ
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2.3.4 Graf Kincir (Windmill Graph) 

Graf kincir ௠ܹ
௞  adalah graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah garis pada k 

buah graf lengkap ܭ௠. Gambar berikut adalah contoh graf kincir 

 

 
 
 
2.4 Graf Lengkap terhadap Graf Barbel 
 
 
Graf barbel adalah sebuah graf sederhana yang didapat dari dua buah graf lengkap 

௡ܭ ,݊ ≥ 3 yang dihubungkan dengan sebuah sisi, dinotasikan dengan ܤ௡,௡. Graf 

barbel terdiri dari himpunan vertex ܸ൫ܤ௡,௡൯ = ,ଶݒ,ଵݒ} … , ௡ݒ , … , ,ଶ௡ିଵݒ  {ଶ௡ݒ

dengan ݊ ≥ 3. Himpunan vertex-vertex {ݒଵ,ݒଶ, … , ,௡ାଵݒ} ௡} danݒ ,௡ାଶݒ … ,  {ଶ௡ݒ

masing-masing merupakan graf lengkap. Berikut ilustrasi graf barbel : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 14. Graf Kincir dengan titik 2 

Gambar 15. Graf barbel ܤ௡,௡ 



 
 

 
 
 
 
 
 

III. METODOLOGI PENELITIAN 
 
 
 
3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 
 
 
Penelitian ini akan dilakukan pada semester ganjil tahun anjaran 2016/2017 di 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Universitas Lampung. 

 
 
3.2 Metode Penelitian 
 
 
Langkah-langkah menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf Barbel. 

 .௡, n ≥ 3ܤ 

1. Konstruksi batas atas bilangan kromatik lokasi graf Barbel ܤ௡, n ≥ 3, dengan 

cara memberikan pewarnaan sebarang pada setiap titik di graf Barbel ܤ௡,  

n ≥ 3. Jika setiap titik mempunyai kode warna berbeda, maka pewarnaan titik 

yang diberikan menjadi pewarnaan lokasi. 

2. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf barbel ܤ௡, n ≥ 3. 

Karena graf barbel memuat graf lengkap, maka berdasarkan Teorema 2.6, 

ܺ௅(ܤ௡) ≥ ݊. Namun, jika batas bawah trivial ini tidak bisa digunakan, maka 

akan ditentukan batas bawah dengan menggunakan pembuktian kontradiksi. 

  



V. KESIMPULAN 

 

 
Dalam penelitian ini diperoleh kesimpulan bahwa bilangan kromatik lokasi graf 

barbel untuk ܤ௡,௡ dengan ݊ ≥ 3 adalah ݊ + 1, sedangkan untuk bilangan kromatik 

lokasi graf barbel dengan ܤ௡,௠ ;  ݉,݊ ≥ 3 dan ݉ ≠ ݊ adalah ݉ܽ݇ݏ{݉,݊}. 
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