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ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF TAK TERHUBUNG DARI
GRAF BINTANG GANDA DAN SUBDIVISINYA

Oleh

Siti Nurazizah

Bilangan kromatik lokasi ( ) adalah banyaknya warna minimum yang

digunakan untuk pewarnaan lokasi di G. Penelitian ini menentukan bilangan

kromatik lokasi graf tak terhubung pada graf bintang ganda. Bilangan kromatik

lokasi graf tak terhubung yang setiap komponennya graf bintang ganda, ,∗
adalah + 1. Graf ,∗ dapat diperluas dengan menambahkan subdivisi pada sisi-

sisi tertentu dengan nilai bilangan kromatik lokasinya tetap.

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi, graf bintang ganda, graf tak terhubung,

subdivisi
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BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF TAK TERHUBUNG DARI
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Konsep teori graf diperkenalkan pertama kali oleh seorang matematikawan Swiss,

Leonard Euler pada tahun 1736 dalam permasalahan jembatan Konigsberg. Teori

graf merupakan salah satu kajian matematika yang semakin lama semakin

berkembang. Banyak permasalahan yang dapat dinyatakan dan diselesaikan

dengan menggunakan teori graf. Salah satunya  adalah menyelesaikan masalah

jalur penerbangan untuk menentukan jalur tercepat.

Dalam permasalahan penerbangan menentukan jalur tercepat dapat menggunakan

metode pewarnaan graf. Pewarnaan tersebut berdasarkan perbedaan level

ketinggian. Sehingga akan lebih mudah dalam menentukan jalurnya dan semakin

mudah untuk dilihat jalur mana yang akan memberikan alternatif terbaik. Salah

satu teori graf yang memiliki kontribusi besar bagi perkembangan ilmu

pengetahuan adalah teori pewarnaan lokasi.

Kajian tentang pewarnaan lokasi adalah kajian yang baru dalam teori graf.

Misalkan suatu pewarnaan titik pada graf dengan ( ) ≠ ( ) untuk dan

yang bertetangga di . Misalkan himpunan titik-titik yang diberi warna i, yang

selanjutnya disebut kelas warna, maka = { , , … , } adalah himpunan
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yang terdiri dari kelas-kelas warna dari ( ). Kode warna ( ) dari adalah -

pasang terurut ( , ), ( , ), … , ( , ) dengan( , ) = min{ ( , )| ∈ } untuk 1 ≤ ≤ . Jika setiap mempunyai kode

warna yang berbeda, maka disebut pewarnaan lokasi . Bilangan kromatik

lokasi dari dan dinotasikan dengan ( ) adalah bilangan terkecil sehingga

mempunyai pewarnaan-k lokasi (Chartrand dkk., 2002).

Teori pewarnaan lokasi pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk. pada tahun 2002

dengan menentukan lokasi dari beberapa kelas graf sebagai berikut. Untuk

lintasan dengan ≥ 3 diperoleh ( ) = 3. Untuk graf siklus diperoleh dua

hasil yaitu n ganjil berlaku ( ) = 3 dan untuk genap berlaku ( ) = 4.
Selanjutnya juga diperoleh ( ) untuk graf multipartit lengkap dan graf bintang

ganda. Pada tahun 2003 Chartrand dkk. membuktikan bahwa bilangan kromatik

lokasi graf G dengan orde n yang memuat graf multipartit lengkap berorde( − 1) sebagai subgraf induksinya, berada pada selang
( ) , dan juga graf-

graf yang mempunyai bilangan kromatik lokasi dengan batas atasnya ( − 2).
Selain itu, Chartrand dkk. (2003) juga menunjukkan bahwa terdapat pohon

berorde ≥ 5 dengan bilangan kromatik lokasi ∈ {3,4, … , − 2, }.
Selanjutnya beberapa penelitian Asmiati dkk. pada tahun 2011-2014 juga

memberikan pemikiran untuk melatarbelakangi kajian penelitian ini. Asmiati dkk.

(2011) berhasil mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi bintang.

Selanjutnya, Asmiati dkk. (2012) memperoleh bilangan kromatik lokasi pada graf

kembang api. Pada tahun yang sama juga, Asmiati dan Baskoro (2012) berhasil

mengkarakterisasi semua graf yang memuat siklus berbilangan kromatik lokasi
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tiga. Kemudian, Baskoro dan Asmiati (2013) telah mendapatkan karakterisasi

semua pohon berbilangan kromatik lokasi tiga. Masalah penentuan bilangan

kromatik lokasi pada suatu graf masih terbuka untuk dikaji karena belum adanya

teorema yang digunakan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi pada

sembarang graf. Pada tulisan ini akan dikaji bilangan kromatik lokasi dari graf tak

terhubung, khususnya adalah graf bintang ganda dan subdivisinya.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui bilangan kromatik lokasi pada

graf tak terhubung dari graf bintang ganda dan subdivisinya.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari karya ilmiah ini adalah sebagai berikut:

a. Mengembangkan wawasan tentang teori graf terutama tentang pewarnaan

lokasi graf tak terhubung khususnya pada graf bintang ganda.

b. Sebagai referensi untuk penelitian lanjutan tentang menentukan bilangan

kromatik lokasi dari graf tak terhubung.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Konsep Dasar Graf

Beberapa konsep dasar mengenai graf yang akan digunakan dalam penelitian ini

diambil dari Deo (1989). Graf G adalah himpunan terurut ( ( ), ( )), dengan( ) menyatakan himpunan titik ( vertex) { , , … , } dari dengan ( ) ≠0, dan ( ) menyatakan himpunan sisi ( edge) { , , … , } yakni pasangan tak

terurut dari ( ). Banyaknya himpunan titik ( ) disebut orde dari graf . Jika

dan dihubungkan oleh sisi maka dan dikatakan bertetangga (adjacent),

sedangkan titik dan dikatakan menempel (incident) dengan sisi , demikian

juga sisi dikatakan menempel dengan titik dan . Himpunan tetangga

(neigborhood) dari suatu titik v, dinotasikan dengan N(v) adalah himpunan titik-

titik yang bertetangga dengan v. Derajat dari titik v pada graf adalah banyaknya

sisi yang menempel pada titik v, dinotasikan dengan d(v). Daun (pendant vertex)

adalah titik yang berderajat satu.

Gelung (loop) adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi

paralel adalah sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama. Graf yang tidak

mempunyai sisi paralel atau loop disebut graf sederhana (simple graph). Pada graf
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terhubung , jarak diantara dua titik dan adalah panjang lintasan terpendek

antara kedua titik tersebut, dinotasikan ( , ).
Istilah lain yang sering muncul pada pembahasan graf adalah jalan, lintasan dan

sirkuit. Jalan adalah barisan berhingga dari titik dan sisi dimulai dan diakhiri

dengan titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik sebelum dan

sesudahnya. Lintasan adalah jalan yang memiliki dan melewati titik yang

berbeda. Graf dikatakan graf terhubung jika terdapat lintasan yang

menghubungkan setiap dua titik yang berbeda, dan jika tidak terdapat lintasan

yang menghubungkan dua titik yang berbeda maka graf tersebut disebut graf tak

terhubung. Sirkuit adalah lintasan tertutup, yaitu lintasan yang memiliki titik

awal dan titik akhir yang sama. Sirkuit dibedakan menjadi dua macam, yaitu

sirkuit genap dan sirkuit ganjil. Sirkuit genap adalah sirkuit dengan banyaknya

titik genap, dan sirkuit ganjil adalah sirkuit dengan banyaknya titik ganjil.

Gambar 1. Contoh graf dengan 6 titik dan 11 sisi

Berdasarkan uraian di atas, pada Gambar 1, terlihat( ) = { , , , , , } dan( ) = { , , , , , , , , , , }. Sisi menempel dengan titik

dan , dan titik menempel pada sisi dan . Titik bertetangga
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dengan titik karena terdapat sisi sisi yang menghubungkan dan .

Demikian pula dengan titik bertetangga dengan titik , dan bertetangga

dengan titik , maka dapat ditulis ( ) = { , }.
Derajat graf pada Gambar 1 adalah ( ) = 4, ( ) = 3, ( ) = 2, ( ) =6, ( ) = 4 dan ( ) = 1 adalah daun karena berderajat satu. Loop pada titik

adalah dan , sedangkan dan disebut sisi-sisi parallel pada graf ,

karena mempunyai dua titik ujung yang sama. Sehingga, dapat disimpulkan

bahwa graf pada Gambar 1 bukan merupakan graf sederhana karena memiliki

loop dan sisi paralel.

Contoh jalan pada Gambar 1 yaitu − − − − − − − −− − , contoh lintasan adalah − − − − − − dan

contoh sirkuit adalah − − − − − − − − − − .

2.2. Beberapa Kelas Graf Pohon

Misalkan adalah graf terhubung, disebut pohon jika dan hanya jika tidak

memuat siklus. Suatu graf yang setiap titiknya mempunyai derajat satu disebut

daun. Sedangkan hutan merupakan kumpulan pohon yang saling lepas.

Gambar 2. Graf pohon Gambar 3. Contoh hutan (forest)
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Berikut adalah beberapa kelas dari graf pohon:

1. Graf Bintang (Star Graph)

Graf bintang ( , ) adalah suatu graf terhubung yang mempunyai satu titik

berderajat n yang disebut pusat dan titik lainnya berderajat satu.

2. Graf Bintang Ganda (Double Star Graph)

Suatu graf pohon disebut graf bintang ganda jika graf pohon tersebut

mempunyai tepat dua titik dan berderajat lebih dari satu. Jika dan

berderajat lebih dari satu. Jika dan y berturut-turut + 1 dan + 1, maka

graf tersebut dinotasikan dengan , (Chartrand dkk., 2002).

Gambar 5. Graf bintang ganda ,
3. Graf Ulat

Graf ulat adalah graf pohon yang memiliki sifat apabila dihapus semua daunnya

Gambar 4. Graf Bintang
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akan menghasilkan lintasan.

Gambar 6. Graf ulat

4. Graf Pohon Pisang (Banana Tree)

Graf pohon pisang , adalah graf yang diperoleh dari n buah ke graf bintang

dengan cara menghubungkan sebuah daun dari setiap graf bintang suatu titik

baru. Titik baru itu disebut titik akar.

Gambar 7. Graf pohon pisang ,
5. Graf Kembang Api

Graf kembang api seragam, , adalah graf yang diperoleh dari n buah graf

bintang dengan cara menghubungkan sebuah daun dari setiap melalui

sebuah lintasan.

6. Graf Amalgamasi Bintang

Graf amalgamasi bintang seragam, , adalah amalgamasi dari buah graf

Gambar 8. Graf kembang api F4,5
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bintang , (Asmiati dkk., 2012).

Gambar 9. Graf amalgamasi bintang ,
2.3. Graf Subdivisi

Graf subdivisi ( ) adalah graf yang diperoleh dari graf dengan memasukkan

titik tambahan ke beberapa sisi di graf , atau dengan kata lain graf subdivisi( ) adalah graf yang diperoleh dari graf dengan menyisipkan beberapa titik

pada beberapa sisi di graf (Mirajkar dkk., 2016).

Gambar 10. Contoh graf bintang ganda ( , ) dengan subdivisi satu titik

Pada Gambar 10, graf tersebut telah disubdivisi satu titik pada sisi yang

menghubungkan dua graf bintang ( ), yang dinotasikan dengan ( ,∗ ).

2.4. Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Bilangan kromatik lokasi graf pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk. pada

tahun 2002. Konsep ini merupakan pengembangan dari konsep dimensi partisi
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dan pewarnaan graf.

Pewarnaan titik pada graf adalah : ( ) → {1,2,3, … , } dengan syarat

untuk setiap dua titik yang bertetangga harus memiliki warna yang berbeda.

Minimum banyaknya warna yang digunakan untuk pewarnaan titik pada graf

disebut bilangan kromatik, yang dinotasikan ( ).

Gambar 11. Contoh bilangan kromatik dengan ( ) = 6
Berikut ini diberikan definisi bilangan kromatik lokasi graf yang diambil dari

Chartrand, dkk. (2002). Misalkan suatu pewarnaan titik pada graf dengan( ) ≠ ( ) untuk dan yang bertetangga di . Misalkan himpunan titik-

titik yang diberi warna , yang selanjutnya disebut kelas warna, maka ={ , , … , } adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna ( ).
Kode warna ( ) dari v adalah k-pasang terurut( ( , ), ( , ), … , ( , )) dengan ( , ) = { ( , )| }
untuk 1 ≤ ≤ . Jika setiap mempunyai kode warna yang berbeda, maka c

disebut pewarnaan lokasi . Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk

pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari , dan dinotasikan

dengan ( ). Karena setiap pewarnaan lokasi juga merupakan pewarnaan titik,

maka χ(G) ≤ χ ( ).
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Teorema 2.1 (Chartrand dkk., 2002) Misal adalah suatu pewarnaan lokasi

pada graf terhubung . Jika dan adalah dua titik pada graf sedemikian

sehingga ( , ) = ( , ) untuk setiap ∈ ( )\{ , },  maka ( ) ≠ ( ).
Dalam hal khusus, jika dan adalah titik-titik yang tidak bertetangga di

sedemikian sehingga ( ) = ( ), maka ( ) ≠ ( ).
Bukti: misalkan adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung dan

misalkan Π = { , , … , } adalah partisi dari titik-titik ke dalam kelas

warna . Untuk titik , ∈ ( ), andaikan ( ) = ( ) sedemikian sehingga

titik dan berada dalam kelas warna yang sama, misal dari . Akibatnya,( , ) = ( , ) = 0. Karena ( , ) = ( , ) untuk setiap ∈( )\{ , } maka , = ( , ) untuk setiap ≠ , 1 ≤ ≤ . Akibatnya,( ) = ( ) sehingga c bukan pewarnaan lokasi. Jadi ( ) ≠ ( ).
Akibat 2.1 (Chartrand dkk., 2002) Jika adalah suatu graf terhubung yang

memuat suatu titik yang bertetangga dengan daun di , maka ( ) ≥ + 1.
Bukti: misalkan adalah suatu titik yang bertetangga dengan daun, , … , di . Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari

mempunyai pewarnaan yang berbeda untuk setiap , = 1,2, … , . Karena

bertetangga dengan semua , maka harus mempunyai warna yang berbeda

dengan semua daun . Akibatnya, ( ) ≥ + 1.

Gambar 12. Pewarnaan lokasi minimum pada graf
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Diberikan graf seperti terlihat pada Gambar 8 akan ditentukan terlebih dahulu

batas bawah bilangan kromatik lokasi dan graf . Karena terdapat titik yang

memiliki 3 daun, maka berdasarkan Akibat  3.1, ( ) ≥ 4 ... (2.1.1)

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas bilangankromatik lokasi graf . Titik-

titik pada ( ) dipartisi sebagai berikut:= { , , }; = { , , }; = { , }; = { }. Kode warnanya

adalah ( ) = (0,2,1,4); ( ) = (2,0,1,4); ( ) = (1,1,0,3); ( ) =(0,1,1,2); ( ) = (1,0,2,3); ( ) = (1,0,1,1); ( ) =(0,1,2,2); ( ) = (2,1,0,2); ( ) = (2,1,2,0). Karena kode warna semua

titik V(G) berbeda, maka pewarnaan tersebut merupakan pewarnaan lokasi

dengan ( ) ≤ 4… (2.1.2)

Berdasarkan persamaan (2.1.1) dan (2.1.2) maka ( ) = 4.
Teorema 2.2 (Chartrand dkk., 2003) Misalkan k adalah derajat maksimum di

graf maka ( ) ≤ + 1.
Teorema 2.3 (Chartrand dkk, 2002) Bilangan kromatik lokasi graf lintasan( ≥ 3) adalah 3.

Gambar 13. Pewarnaan lokasi minimum pada graf lintasan

Bukti: Perhatikan bahwa ( ) = 1 dan ( ) = 2. Jelas bahwa ( ) ≥ 3
untuk n ≥ 3. Berdasarkan Teorema 2.2 ( ) ≤ + 1, dengan k derajat titik

maksimum. Karena pada , = 2 maka ( ) ≤ 2 + 1. Akibatnya ( ) ≤
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3. Jadi terbukti ( ) = 3.
Teorema 2.4. (Chartrand dkk., 2002) Untuk bilangan bulat dan dengan1 ≤ ≤ dan ≥ 2 , = + 1.

Gambar 14. Pewarnaan lokasi minimum pada ,
Bukti: berdasarkan Akibat 2.1, diperoleh batas bawah yaitu , ≥ + 1.
Selanjutnya, akan ditentukan batas atasnya, yaitu , ≤ + 1. Misalkan c

adalah pewarnaan titik menggunakan ( + 1) warna sebagaimana terlihat pada

Gambar 14. Perhatikan bahwa kode warna dari setiap titik , berbeda,

akibatnya adalah pewarnaan lokasi. Jadi , = + 1.
Teorema 2.5 Terdapat pohon dengan berorde ≥ 5 yang mempunyai bilangan

kromatik jika dan hanya jika {3,4, … , − 2, }.

Gambar 15. Pohon dari orde dengan ( ) =
Teorema 2.5 (Welyyanti, 2014) untuk setiap , misal adalah suatu graf

terhubung dan misalkan = ⋃ . Jika ( ) < ∞, maka ≤ ( ) ≤ ,
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dimana = max{ ( ): ∈ [1, ]} dan = min{| ( )|: ∈ [1, ]}.
Bukti: Karena = max{ ( )| ∈ [1, ]},maka terdapat suatu bilangan bulat∈ [1, ] sedemikian sehingga ( ) = . Itu berarti bahwa setiap pewarnaan

lokasi graf harus memiliki paling sedikit warna di setiap komponen dari .

Sehingga, ( ) ≥ . Selanjutnya, akan ditunjukkan batas atas dari ( ).
Karena = min{| | ∈ [1, ]}, maka terdapat suatu bilangan bulat ∈ [1, ]
sedemikian sehingga ( ) = . Itu berarti bahwa pewarnaan lokasi dari

harus memiliki paling banyak warna di setiap komponen dari . Sehingga,( ) ≤ .

Teorema 2.6 (Welyyanti, 2014) Misalkan = ⋃ , = { | ∈[1, ]}, jika ′ ( ) < ∞,maka 3 ≤ (H) ≤ r. Secara khusus, (H) = 3
disebabkan oleh = 1,2 atau 3.
Bukti: bagian pertama merupakan akibat langsung dari Teorema 2.5. Sekarang,

akan dibuktikan bagian kedua. Asumsikan (H) = 3. Maka ≤ 3. Karena jika

tidak, akan ada 3 titik dominan, suatu kontradiksi. Misal ( ) = ∪∪ , dimana = { , , … , }, ( ) = , , … ,
dan = { , , … , }. Sekarang, misalkan pewarnaan ∶ ( ) →{1,2,3} sedemikian sehingga

( ) = ( ) = ( ) = 1,( ) = ( ) = ( ) = 2,( ) = ( ) = ( ) = 3;
Untuk ∈ [4, ], ∈ [4, ] ∈ [4, ], definisikan
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( ) = { , ;, ,
( ) = { , ;, ;
( ) = { , ., ,

Misal = { , , } menjadi partisi yang diinduksi oleh . Selanjutnya akan

ditunjukkan kode warna dari semua titik yang berbeda (lihat Gambar 16). Pada

gambar tersebut menunjukkan ( ) = (0,1,2), ( ) = (1,0,1), ( ) =(2,1,0), ( ) = (1,0,2), ( ) = (0,1,1), ( ) = (1,2,0), ( ) =(0,2,1), ( ) = (1,1,0), ( ) = (2,0,1). Untuk ∈ [4, ], ( ) =( − 1,0,1) jika genap dan ( ) = ( − 1,1,0) jika ganjil. Untuk ∈[4, ], ( ) = (0, − 1,1) jika genap dan ( ) = (1, − 1,0) jika ganjil.

Untuk ∈ [4, ], ( ) = ( − 1,1,0) jika genap dan ( ) =( − 1,0,1) jika ganjil.

Sehingga, semua titik memiliki kode warna yang berbeda. Hal tersebut

menyebabkan, ( ) ≤ 3. Jika ≥ 2, maka batas pewarnaan disesuaikan

dengan komponen. Jadi, ( ) = 3 untuk = 1,2 atau 3.

Gambar 16. Pewarnaan lokasi pada = ∪ ∪
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III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2016/2017

bertempat di Gedung Matematika, Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang dilaksanakan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi graf tak

terhubung pada graf bintang ganda dan subdivisinya adalah sebagai berikut:

1. Menganalisa teorema-teorema yang berkaitan dengan bilangan kromatik dari

graf terhubung dan graf tak terhubung.

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi dari gabungan beberapa graf bintang

ganda.

3. Membuktikan bilangan kromatik lokasi dari gabungan beberapa graf bintang

ganda dengan menggunakan batas atas dan batas bawah.

4. Memperluas graf pada langkah 3 dengan cara melakukan subdivisi pada sisi-

sisi tertentu sedemikian sehingga bilangan kromatik lokasinya tetap.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan dapat diperoleh kesimpulan bahwa

bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung yang setiap komponennya graf

bintang ganda, ,∗ adalah + 1. Graf ,∗ dapat diperluas dengan menambahkan

subdivisi pada sisi-sisi tertentu dengan nilai bilangan kromatik lokasinya tetap.

5.2. Saran

Pada penelitian ini penulis menggunakan graf tak terhubung dari graf bintang

ganda dan beberapa subdivisinya. Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan

menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf pohon yang lain dan subdivisinya.
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