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ABSTRAK

PENDUGAAN SELANG KEPERCAYAAN PADA PENDUGAAN AREA
KECIL

Oleh

Desti Restiana

Pendugaan area kecil didefinisikan sebagai suatu teknik statistika untuk menduga
parameter subpopulasi yang ukuran sampelnya kecil. Pendugaan parameter dalam
statistika inferensia dibagi menjadi dua, yaitu pendugaan titik dan pendugaan
selang. Penelitian ini difokuskan pada pendugaan selang kepercayaan pada model
berbasis area dengan metode langsung dan metode Cox serta metode EBLUP
sebagai penduga titiknya. Masing-masing metode disimulasikan dalam model dua
tahap Fay Herriot dengan peubah penyerta. Evaluasi dari masing –masing metode
berdasarkan nilai rata-rata panjang selang (AL) terpendek dan nilai peluang
tercakup (CP) yang mendekati 95%. Hasil simulasi menunjukan bahwa penduga
dengan metode EBLUP bersifat bias namun memiliki bias yang kecil dan penduga
selang dengan metode Cox menghasilkan rata-rata panjang (AL) lebih pendek
dibandingkan metode langsung dengan nilai peluang tercakup (CP) akan
mendekati 95% untuk nilai A = 1 pada metode Cox dan nilai A ≤ 1 pada metode
langsung.

Kata kunci: Area Kecil, Selang Kepercayaan, Metode Langsung, Metode Cox,
EBLUP



ABSTRACT

CONFIDENCE INTERVAL ESTIMATION IN SMALL AREA
ESTIMATION

By

Desti Restiana

Estimation of small area is defined as a statistical technique to estimate
parameters of subpopulation that the sample size is small. In satistical inference,
there are two kinds of parameter estimation, namely the point estimation and
interval estimation. This research focused on contructing confidence interval
estimation based on area model with direct method and Cox mehod and EBLUP
as point estimator. Each method is simulated under two conditions Fay Herriot
model with auxiliary variables. Evaluation of each method based on the smallest
average lenght (AL) and coverage probability (CP) approach 95%. The result of
simulation showed that EBLUP esimator is biased but the bias is small and
confidence interval with Cox method produced smallest average lenght then direct
method with coverage probability (CP)  will approach 95% for A=1 on Cox
method and A≤1 for direct method.

Key Words: Small Area, Confidence Interval, Direct Method, Cox Method,
EBLUP.
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1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Survei Sosial Ekonomi Nasional (Susenas) yang dilakukan oleh BPS biasanya

didesain untuk skala nasional. Artinya, survei ini dirancang untuk inferensia bagi

daerah (domain) yang luas. Persoalan yang muncul adalah ketika dari survey ini

ingin diperoleh informasi untuk area yang lebih kecil, misalnya informasi pada

level kabupaten, kecamatan atau bahkan desa. Dalam survei ini area yang

dimaksud mungkin saja direpresentasikan oleh objek survey yang jumlahnya

sangat kecil sehingga analisis yang hanya didasarkan oleh objek – objek tersebut

menjadi kurang akurat. Untuk mengatasinya diperlukan metode pendugaan yang

menggabungkan antara informasi di dalam area yang dimaksud dengan informasi

di luar area.

Pendugaan area kecil ( small area estimation ) merupakan suatu teknik statistika

untuk menduga parameter subpopulasi yang ukuran sampelnya  kecil. Teknik ini

memanfaatkan data dari domain besar untuk menduga parameter pada domain

yang lebih kecil. Pendugaan sederhana pada area kecil yang didasarkan pada

penerapan model desain penarikan sampel (design-based) disebut sebagai

pendugaan langsung (direct estimation ). Dalam konteks survei, penduga

dikatakan langsung ( direct estimation ) apabila pendugaan terhadap parameter
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populasi di suatu area hanya didasarkan pada data sampel yang diperoleh dari area

tersebut. Karakteristik dari penduga yang diperoleh merupakan penduga tak bias

tetapi memiliki ragam yang besar karena diperoleh dari ukuran sampel yang kecil.

Pendugaan tak langsung ( indirect estimation ) merupakan salah satu upaya untuk

menekan ragam yang besar pada area kecil yaitu dengan memanfaatkan informasi

dari area sekitarnya. Berdasarkan ketersediaan datanya, model small area terbagi

menjadi model area level (model Fay Herriot) dan model unit level. Dalam

penelitian ini, model yang akan digunakan adalah model Fay-Herriot. Model ini

memperhatikan pengaruh acak area yang digunakan untuk menghubungkan rataan

area kecil dengan vektor peubah penyerta dan pengaruh sampling error yang

diasumsikan diketahui ei ~ N(0, Di ).

Metode pendugaan yang dapat digunakan dalam model Fay Harriot yaitu

Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP), Empirical Bayes (EB), dan

Hierarchical Bayes (HB). Metode EBLUP merupakan metode penduga area kecil

yang cocok digunakan pada data kontinu. Penduga EBLUP menghasilkan

penduga yang berbias namun memiliki ragam yang kecil. keragaman dalam model

Fay-Herriot dibagi menjadi dua, yaitu keragaman di dalam area yang diasumsikan

diketahui dan keragaman pengaruh acak small area yang tidak diketahui dan

diduga dari distribusi marginal y (Li, 2007). Terdapat beberapa metode dalam

menduga nilai ragam pengaruh acak, diantaranya adalah metode maximum

likelihood estimation (MLE) dan restricted maximum likelihood (REML). Jiang

(1996) memperlihatkan bahwa ketika jumlah area kecil terbatas, metode MLE

kurang baik digunakan,  dan sebaliknya pendugaan ragam pengaruh acak pada
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model linear campuran dengan menggunakan REML akan menghasilkan penduga

yang konsisten.

Di dalam statistika inferensia, terdapat dua jenis pendugaan parameter, yaitu

pendugaan titik dan pendugaan selang. Penduga titik merupakan sebuah nilai yang

diperoleh dari sampel dan digunakan sebagai penduga dari parameter yang

nilainya tidak diketahui. Pada pendugaan selang, kesimpulan tentang suatu nilai

tengah populasi terletak diantara suatu selang. Dalam pendugaan area kecil

terdapat beberapa metode pendugaan selang, diantaranya adalah metode langsung

dan metode Cox. Pada penelitian ini dipusatkan penyusunan pendugaan selang

pada model berbasis area dengan menggunakan metode langsung dan metode Cox

serta metode EBLUP sebagai penduga titiknya .

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah memperoleh penduga selang kepercayaan

pada pendugaan area kecil dengan metode langsung dan metode Cox.

1.3 Manfaat penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah untuk menambah pengetahuan peneliti dan

pembaca tentang metode penduga selang kepercayaan pada small area estimation.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pendugaan Area Kecil

Pendugaan Area Kecil (Small Area Estimation) merupakan metode yang

digunakan untuk menduga parameter yang berasal dari area atau sub populasi

dengan ukuran sampel yang kecil. Istilah area kecil biasanya menandakan suatu

area geografis kecil, seperti suatu daerah kecamatan, maupun kelurahan atau desa.

Suatu area disebut kecil apabila sampel yang diambil tidak mencukupi untuk

melakukan pendugaan langsung dengan hasil dugaan yang akurat (Rao, 2003).

Menurut Rao (2003), model penduga area kecil dikelompokkan menjadi dua jenis

model dasar yaitu model level area (basic area level model) dan model level unit

(basic unit level model).

2.1.1 Model berbasis area

Model berbasis area level merupakan model yang didasarkan pada ketersediaan

variabel penyerta yang hanya ada untuk level area tertentu, misalkan Xi = (x1i, x2i,

..., xpi)
T dengan parameter yang akan diduga adalah  θi yang diasumsikan

mempunyai hubungan dengan Xi. Variabel penyerta tersebut digunakan untuk

membangun model, yaitu:
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= β + , i= 1,..., m (2.1)

dimana m adalah banyaknya area dengan β = (β1,....., βp)
T merupakan vektor px1

koefisien regresi untuk variabel penyerta xi dan v adalah pengaruh  acak area kecil

yang diasumsikan berdistribusi normal ~ N(0, ).

Estimator dapat diketahui dengan mengasumsikan bahwa model penduga

langsung  telah tersedia yaitu:= + ei ,      i = 1, ..., m (2.2)

dengan ei ~ N(0, Di ) dan Di diketahui.

Jika model (2.1) dan (2.2) digabungkan maka akan menghasilkan model gabungan

(mixed model) := β + + ei , i = 1, ..., m (2.3)

Model gabungan (mixed model) di atas dikenal sebagai model Fay-Heriot, dimana

keragaman variabel respon di dalam area kecil diasumsikan dapat diterangkan

oleh hubungan variabel respon dengan informasi tambahan (variabel penyerta)

yang disebut sebagai model pengaruh tetap (fixed effect models). Selain itu

terdapat komponen keragaman spesifik area kecil yang tidak dapat diterangkan

oleh informasi tambahan (variabel penyerta), kemudian disebut sebagai

komponen pengaruh acak area kecil (random effect). Gabungan dari dua asumsi

tersebut  membentuk model pengaruh campuran atau model linier campuran

(Kurnia, 2009).
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2.1.2 Model berbasis unit

Pada model pendugaan area kecil berbasis unit diasumsikan bahwa data variabel

penyerta unit =(xij1,xij2,....,xijp)
T tersedia untuk setiap elemen ke-j pada area ke-i.

Selanjutnya variabel respon yij diasumsikan berkaitan dengan xij sehingga bentuk

persamaan model pendugaan area kecil berbasis unit adalah:

Yij = β+ eij +vi j=1, 2, ...., m, i = 1, 2 ,...., n

Dimana vi merupakan pengaruh acak area, β merupakan koefisien dan

diasumsikan E(eij) = 0 dan Var( ij) = (Rao, 2003).

2.2 Model Fay-Herriot

Model Fay-Herriot adalah model yang banyak digunakan dalam pendugaan area

kecil dan merupakan model campuran linear. Fay and Harriot (1979)

menggunakan model dua level :

Level 1 : yi│θ i ~ N(θi , Di)

Level 2 : θi ~ N(xi
T β , )

Model ini digunakan untuk menduga pendapatan perkapita untuk area kecil di

Amerika Serikat dengan populasi kurang dari 1000. Model dua level ini dapat

ditulis sebagai model linear campuran sebagai berikut :

yi = θi +ei = xi
T β + vi +ei i=1,2,3,...,m (2.4)

dimana vi ~ N (0, ) dan ei ~ N(0, Di).

Parameter β dan umumnya tidak diketahui dan diduga dari sebaran marginal y.

Ragam sampel Di biasanya diasumsikan diketahui ( Li, 2007).
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2.3 Penduga EBLUP

Model dasar pendugaan kecil oleh Fay-Herriot (1979) menjadi dasar dalam

pengembangan pendugaan area kecil berbasis model. Jika θi = xi
Tβ + vi adalah

parameter yang menjadi perhatian dan yi adalah nilai pendugaan langsung

berdasarkan rancangan survei, maka yi = θi + ei dimana ei adalah sampling error

dan vi adalah pengaruh acak area kecil. Model tersebut dapat ditulis menjadi

yi = xi
Tβ + vi + ei

dengan vi dan ei saling bebas serta vi ~ N (0, ) dan ei ~ N(0, Di) untuk i = 1, .., m.

Diasumsikan bahwa β dan (keragaman antar area kecil) tidak diketahui, tetapi

Di (keragaman karena sampling error ) untuk i = 1, 2, ..., m diketahui.

Penduga terbaik (best predictor) bagi θi = xi
Tβ + vi jika β dan diketahui adalah

θ = x β + (1 − B )(y − x β)
Dengan Bi = Di /( + Di) untuk i=1, 2, ..., m.

Jika diketahui, β dapat diduga dengan metode maximum likelihood esimation

yaitu β = (X V X) X V Y dan dengan mensubtitusi β oleh pada θ BP ,

maka diperolehθ BLUP = x + (1 − B )(y − x )θ BLUP = (1 − B ) y + B x
Dalam praktik, baik β atau biasanya tidak diketahui sehingga untuk kasus

pendugaan θi dengan best linear unbiased predictor (BLUP), terlebih dahulu

harus diduga. Untuk menduga dapat digunakan metode kemungkinan

maksimum (MLE), metode kemungkinan maksimum terkendala ( restricted

maximum likelihood, REML), metode adjusted for density maximization atau
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metode momen. Dengan mensubtitusi β oleh β dan oleh terhadap penduga

BLUP, maka diperoleh pendugaθ EBLUP= x + 1 − y − xθ EBLUP= (1 − ) y + x (2.5)

yang kemudian dikenal sebagai empirical best linear unbiased predictor

(EBLUP) (Rao, 2003).

2.4 Pendugaan Parameter

Definisi 2.4.1 Misal X1, X2, ..., Xn sampel acak X berdistribusi bebas stokastik

identik dengan fungsi kepekatan peluang f(x,θ) θ ∈ . Suatu statistik T(X1, X2, ...,

Xn) = yang digunakan untuk menduga θ disebut sebagai penduga titik bagi θ.

Definisi 2.4.2 Misalkan X1, X2, ..., Xn sampel acak X dengan fungsi kepekatan

peluang f(x,θ), θ ∈ dan merupakan suatu bilangan yang ditetapkan

sebelumnya antara 0 dan 1. Misalkan L = l(X1, X2, ..., Xn) dan U = u(X1, X2, ...,

Xn) adalah dua statistik yang memenuhi L ≤ U, maka selang (L,U) adalah

(1 − )100% selang kepercayaan untuk θ jika 1 − = [ ∈ ( , )]
(Hogg and Craig, 1995).

Penduga yang baik adalah yang memenuhi sifat tertentu, diantaranya adalah sifat

tak bias. Adapun definisi takbias suatu penduga adalah sebagai berikut :

Definisi 2.4.3 ( Takbias) Seandainya Y1, Y2, Y3 merupakan sampel acak dari

fungsi kepekatan peluang kontinu ( ; ), dimana θ merupakan parameter yang
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tidak diketahui.  Penduga = [ℎ( , , … , )] dikatakan takbias bagi θ,

jika = .

( Larsen dan Marx,  2012).

Dalam pendugaan selang untuk menentukan selang dugaan yang baik, terdapat

dua hal yang dapat dipertimbangkan yaitu :

1. Peluangnya kecil bahwa selang akan memuat nilai yang salah atau selang

memiliki peluang tercakup (coverage probabability) yang besar. Coverage

probability dari dugaan selang dilambangkan dengan[ ∈ ( , )] = [ ≤ ≤ ]
Ini berarti bahwa peluang selang [L,U] memuat nilai θ yang benar.

2. Lebar selang yang paling pendek.

2.5 Metode Pendugaan Selang pada Pendugaan Area Kecil

Pendugaan selang dari rataan area kecil θi = xi
T β + vi dapat diduga dengan

menggunakan beberapa metode yaitu metode langsung, metode sintetik, metode

cox, metode bootstrap parametrik dengan penduga REML dan metode bootstrap

parametrik dengan penduga adjusted for density maximization (ADM) atau

metode momen. Dalam penelitian ini hanya akan digunakan dua metode

pendugaan selang yaitu metode langsung dan metode cox. Selang kepercayaan

(1-α)100% pada area kecil mengikuti Normal-teory EB interval :

I(α) : [ ± ( )] (2.6)

merupakan upper 2 point dari N(0,1), ( ) = penduga standar error.

Morris (1983) menggunakan ragam dari posterior sebagai penduga standar error.
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2.5.1 Metode Langsung (Direct Method)

Metode ini didasarkan hanya pada data (level 1) dan tidak menggunakan

informasi model prior (level 2). Selang Ii disebut (1− )100% selang untuk

jika P( ∈ )= 1− .  Dengan mengganti dengan pada persamaan (2.6)

diperoleh selang kepercayaan dengan metode langsung adalah :± (2.7)

Dengan Ii merupakan interval pada taraf nyata α dan adalah ragam sampel

(Lahiri dan Yoshimori, 2014).

2.5.2 Metode Cox

Metode Cox merupakan teknik pendugaan selang yang mengkombinasikan kedua

level dari model Fay-Herriot. Selang kepercayaan dengan metode Cox

dirumuskan sebagai berikut :± ( )
Dimana ( ) diduga dari ragam posterior dengan nilai =

B = sehingga

= = = 1 − = (1 − B )
= 1 − y + x

Dengan demikian diperoleh selang kepercayaan Cox yaitu1 − + ± (1 − ) (2.8)

(Lahiri dan Yoshimori, 2014).
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2.6 Metode Kemungkinan Maksimum (Maximum Likelihood Estimation
Method)

Metode kemungkinan maksimum adalah metode untuk menduga satu sebaran

dengan memilih dugaan-dugaan yang nilai-nilai parameternya diduga dengan

memaksimalkan fungsi kemungkinannya.

Misalkan terdapat , , ..., dari suatu populasi yang memiliki fungsi

probabilitas ( , ); ∈ , dimana merupakan suau parameter yang tidak

dikeahui dan merupakan ruang parameter. Karena , , ..., adalah sampel

acak maka fkp bersama dari , , ..., adalah( , , ..., ; ) = ( ; ), ( ; ), ..., ( ; )
Berdasarkan Hogg and Craig (1995), fungsi likelihood didefinisikan sebagai fkp

bersama. Misalkan likelihood dinotasikan sebagai ( ; , , ..., ) = ( )
sehingga( ) = ( , , ..., ; )

= ( ; ), ( ; ), ..., ( ; )
= ∏ ( ; )

Dalam metode maximum likelihood estimation (MLE), penduga dari , diperoleh

dengan memaksimumkan fungsi ln ( ). Jadi, penduga dari dapa diperoleh

dengan mencari solusi dari persamaan berikut :( ) = 0
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2.7 Penduga Ragam dengan Metode Restricted Maximum Likelihood
(REML)

Dalam praktik, komponen ragam antar area biasanya tidak diketahui. Untuk

menduga komponen ragam antar area biasanya digunakan Metode Maximum

Likelihood (MLE) dan Restricted Maximum Likelihood (REML). Ketika jumlah

area kecil terbatas, MLE kurang  baik. Berdasarkan Huilin Li (2007), pendugaan

komponen ragam antar area dengan menggunakan REML akan menghasilkan

penduga yang konsisten.

Penduga ragam dengan menggunakan REML adalah sebagai berikut := max(0, − 1) dengan = ∑ ( )
(2.9)

(Li, 2007).

Ide REML adalah mempartisi likelihood menjadi dua komponen. Komponen

pertama adalah likelihood dengan satu atau lebih statistik yang melibatkan semua

parameter tetap seperti µ. Komponen kedua adalah kemungkinan sisa (restricted

likelihood) dan hanya melibatkan parameter ragam pengaruh acak. Bagian yang

mengandung efek acak dimaksimalkan, sehingga diperoleh penduga REML

secara umum.

Fungsi likelihood untuk populasi berdistribusi normal dengan parameter ( , )
adalah: ( ; , ) = ∏ ( ; )

= ∏ √ ( )

= (√ ) ∑ ( )
(2.10)
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Dengan ∑ ( − ) = ∑ [( − ) + ( − μ)]
= ∑ ( − ) + ( − ) (2.11)

Dengan mensubtitusikan (2.11) ke persamaan (2.10) maka diperoleh fungsi

likelihood :

( ; , ) = (√ ) ∑ ( ) ( )
(2.12)

Misalkan diambil sampel acak , , … , ~ ( , √ ) .

Fungsi likelihood untuk distribusi sampling adalah

( ; , ) = ( ) = ( )

Dengan demikian persamaan (2.12) memuat fungsi likelihood untuk .

Selanjutnya, fungsi loglikelihood pada persamaan (2.12) yaitu :

( ; , ) = − ln(2 ) − ln( ) − ∑ ( ) + ( )
= − ln(2 ) − ln( ) − ∑ ( ) − ( )

(2.13)

Dengan memisalkan = 1 + ( − 1), maka persamaan (2.13) dapat diurai

menjadi dua komponen :

Komponen pertama untuk = − ln(2 ) − ln( ) − ( )
Komponen kedua penduga ragam REML =− ln(2 ) − ln( ) − ∑ ( )

(2.14)

Dengan memaksimumkan persamaan (2.14) terhadap , maka akan diperoleh

pendugaan ragam REML :

( , ) = − ln(2 ) − ln( ) − (∑ ( ) )
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= 0 − ( ) + ∑ ( )
(2.15)

Kemudian persamaan (2.15) disamadengankan nol sehingga diperoleh :

, = 0
− ( )+ ∑ ( ) = 0

∑ ( ) = ( )
∑ ( )( ) =

Dengan demikian, diperoleh penduga ragam dengan metode REML adalah

∑ ( )( )



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2015/2016

bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data yang dibangkitkan melalui

simulasi dari model Fay-Herriot dengan ragam sampel tiap area diasumsikan sama

yaitu Di = 1. Jumlah area ditetapkan sebanyak m=10, 30, dan 50 serta ragam antar

area A=0,5, 1 dan 1,5. Xi adalah peubah penyerta bagi Yi dimana dibangkitkan

secara acak dan diasumsikan berdistribusi normal dengan rata-rata 10 dan ragam

1.

3.3 Metode Penelitian

Metode pendugaan selang dalam penelitian ini ada dua yaitu metode langsung dan

metode Cox. Pembangkitan data dalam simulasi didasarkan pada model Fay

Herriot berdasarkan persamaan (2.4).
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Kebaikan model pada data simulasi dikaji melalui nilai peluang tercakup

(coverage probabiliy, CP) dan panjang selang (average lenght, AL) yang

didefinisikan sebagai : = ∑ [ ∈ ]
= ∑ panjang /

Dengan adalah selang ke-i

= 1,2,3, ..., m.

n = banyaknya ulangan

Langkah - langkah pendugaan selang pada data simulasi dengan ulangan

sebanyak 1000 adalah:

1. Membangkitkan peubah acak Xj ~ N(10,1)

Untuk j = 1,2, ..., 5

2. Menetapkan nilai β = 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.5

3. Membangkitkan θi ~ N ( β , A)

4. Membangkitkan yi ~ N (θi, 1)

5. Menghitung nilai β = ( −1 ) −1
6. Menghitung nilai dengan rumus pada persamaan (2.9)

7. Menghitung nilai penduga θ dengan rumus pada persamaan (2.5)

8. Menghitung dugaan selang untuk A=0,5 A=1, dan A=1,5 pada masing –

masing area m=10, 30, dan 50 dengan metode langsung dan metode Cox.

9. Membandingkan nilai coverage probability (CP) dan average lenght (AL)

dari masing – masing selang.



V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil pembahasan dan simulasi diperoleh kesimpulan bahwa metode 

Cox menghasilkan rata-rata panjang (average lenght) yang lebih pendek 

dibandingkan dengan metode langsung dengan nilai peluang tercakup (coverage 

probability) mendekati 95% untuk A=1 pada metode Cox dan A≤ 1 pada metode 

langsung. 
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