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ABSTRAK

ISOMORFISMA JUMLAH LANGSUNG DAN DARAP LANGSUNG
DUA MODUL

Oleh

ALI ABDUL JABAR

Misalkan R merupakan Ring dan M, M’ dan N merupakan Modul atas Ring R.
Didefinisikan Homgz(M @ M', N) dan Homgz (N, M x M") sebagai himpunan
pemetaan operasi Jumlah Langsung dan Darap Langsung dari modul M, M’ dan N
atas Ring R. Diperoleh kessmpulan bahwa terdapat suatu pemetaan R-
Homomorfisma ¢: f - (fa;) yang bijektif sehingga Homz(M @ M',N) =
Homgz(M,N) X Homgx(M', N) dan R-Homomorfisma ¢: f — (p;f) yang bijektif
sehingga Homgy(N,M X M") = Homz(N,M) X Homgz(N,M").

Kata Kunci : Modul, Ring , Jumlah Langsung, Darap Langsung,
R-Homomorfisma, Bijektif



ABSTRACT

ISOMORPHISM OF DIRECT SUM AND DIRECT PRODUCT
TWO MODULES

By

ALI ABDUL JABAR

Let R beaRingand M, M’ and N are Modules over Ring R. Homgz(M @& M',N)
and Homgz (N, M x M") are the sets of R-Homomorphism. We have the results
that there exist bijective R-Homomorfisma ¢: f — (f«;) such that

Homz(M @ M',N) = Homiz(M,N) X Homgz(M', N) and bijective
R-Homomorfisma ¢: f — (p;f) suchthat Homgz(N,M x M") = Homgz(N, M) X
Homgz(N,M").

Keywords. Module, Ring , Direct Sum, Direct product,
R-Homomorfisma, Bijective
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MOTTO

“Barang siapa bersungguh-sungguh,
sesunggubinga kesungguhannya itu adalah untuft
diringa sendii.”

(C.S. Al-Ankabut [29]:6)

Jiada keyakinan yang membuat crang tafut
menghadapi tantangan dan saya percaya pada div
saya sendiri.

(Themas Alfa Edison)
Orang-orang subses telah belajar membuat
diti meveha melakukan fal yang haws difecjakan
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|. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Ruang vektor dalam struktur aljabar diartikan sebagai himpunan vektor V,
bersama-sama dengan dua operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar yang
harus memenuhi beberapa aksioma. Ruang vektor V atas|apangan F pada
hakekatnya adalah grup komutatif V = (V, +) yang dilengkapi dengan operasi
pergandaan skalar dari lapangan F. Jika lapangan F diganti dengan suatu Ring

maka akan diperoleh suatu struktur ajabar yang baru yaitu Modul atas Ring.

Modul merupakan himpunan dengan operasi pergandaan skalar dari Grup Abel
dan Ring dengan elemen satuan yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu.
Diberikan Grup Abel ¢ dan Ring R dengan elemen satuan dioperasikan dengan
operas pergandaan skalar. Dengan demikian, G belum tentu merupakan ruang
vektor atas R (karena Ring R belum tentu merupakan lapangan) terhadap operasi
pergandaan skalar. Jadi, Modul atas Ring merupakan generalisasi ruang vektor
atas lapangan. Modul atas Ring dibedakan menjadi dua yaitu Modul kiri dan

Modul kanan atas suatu Ring.

Sama halnya dengan Grup atau Ring, Modul juga memiliki Submodul. Suatu
Modul M memiliki Submodul M;; untuk setigp indeksi € I dan I himpunan

indeks. PadaModul didefinisikan cartesian product yaitu Darap Langsung



(direct product) den Jumlah Langsung (direct sum). Cartesian produk dari
Submodul Myaitu.M; X M, X ... x M, ,nh € N disebut Darap Langsung atau direct
product dinotasikan dengan [[;¢; M;. Jumlah Langsung (direct sum) didefinisikan
sebagal subset dari Darap Langsung (direct product) yang berisi elemen x; € M;
dimana x; = 0 untuk hampir semuai. Jumlah Langsung (direct sum) tentu sgja
merupakan Submodul dari Darap Langsung (direct product) dan dinotasikan
dengan @ jikaY;c; M; = M dan N;¢; M; = {0}. Inilah yang menjadi ketertarikan
penulis untuk menyelidiki Isomorfisma Darap Langsung (direct product) dan

Jumlah Langsung (direct sum) dari dua Modul.

1.2 Batasan M asalah

Pada penelitian ini akan diselidiki sifat-sifat Isomorfisma Darap Langsung dan

Jumlah Langsung dari dua Modul.

1.3 Tujuan Pendlitian

Adapun tujuan yang dilakukan dari penelitian ini, yaitu mengkaji karakterisasi
ataupun ciri-ciri Isomorfisma Darap Langsung dan Jumlah Langsung dari dua

Modul.

1.4 Manfaat Pendlitian

Manfaat penelitian ini adalah :
1. Menambah pengetahuan dan pengalaman penulis agar dapat mengembangkan
ilmu yang diperoleh selama mengikuti perkuliahan di Fakultas Matematika

dan [Imu Pengetahuan Alam Universitas Lampung.



2. Memberikan sumbangan pemikiran dalam rangka memperluas dan
memperdalam pengetahuan ilmu matematika khususnya Isomorfisma Jumlah
Langsung dan Darap Langsung dua Modul.

3. Memberikan motivasi bagi pembaca dan peneliti untuk mengkaji lebih dalam
permasal ahan yang berhubungan dengan struktur aljabar khususnya teori

Modul.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Grup

Pengkajian pertama, diulas tentang definisi Grup yang merupakan bentuk dasar

dari suatu Ring dan Modul.

Definis 2.1.1

Diberikan himpunan G dan operasi biner . G disebut Grup yang dinotasikan

dengan (G,*) jika memenuhi aksioma berikut :

(1) (axb)*c=ax(b=*c),untuk setiap a, b, c € G (* bersifat asosiatif);

(i)  Terdapat elemen e di G, yang disebut identitas di G, sedemikian sehingga
a*e=ex*a=a,untuk setiap a € G;

(iii)  Untuk setiap a € G terdapat a™* € G, sedemikian sehinggaa *a™! =
a~lxa = e,elemen a! disebut inversdari a ( Dummit dan Fotte, 2004 ).

Untuk lebih memahami definisi Grup, berikut diberikan contohnya.

Contoh 2.1.2

Diberikan n bilangan bulat positif dan nZ = {nm|nm € Z}. Akan ditunjukkan

bahwa (nZ, +) merupakan Grup.



iv.

Akan ditunjukkan bahwa nZ bersifat tertutup terhadap operasi +.
Diberikan sebarang x, y € nZ dengan x = nm, dan y = nm, untuk suatu
mq,my € Z.
x+y=nmy;+nm;
=n(m;+m,) €Z
Jadi, n Z bersifat tertutup terhadap operasi +.
Akan ditunjukkan bahwa elemen di n Z bersifat asosiatif terhadap +.
Diberikan sebarang x, y, w € nZ dengan x = nm,, y = nm, dan
w = nmz untuk suatu my, m,, my € Z, sehingga:
x + (y + w) = nmy + (nm, +nmy)
=nm,; +n(m, +ms)
= n(m1 + (my + m3))
= n((my +my) +m3))
=n(my + m,) +nmy
= (nmy; + nm,) + nm,
=(x+y)+w
Jadi, terbukti bahwa elemen di nZ bersifat asosiatif terhadap operasi +.
Akan ditunjukkan bahwa nZ memiliki elemen identitas.
Untuk setiap nm € Z, terdapat 0 € nZ sehingga untuk suatu m € Z
nm+0=0+nm=nm.
Jadi, elemen identitas di nZ, yaitu 0.
Akan ditunjukkan setigp elemen di nZ memiliki invers.
Diberikan sebarang x € nZ dengan x = nm, akan ditentukan invers dari x :

x+y=0



nm+y=0
y =0+ (—nm)
y = —(nm)

y =n(—m) € nZ
Jadi, invers dari nm adalah n(—m). Hal ini berakibat bahwa setiap elemen di
nZ memiliki invers,
Berdasarkan i-iv terbukti bahwa nZ merupakan Grup (Fraleigh, 2000).
Grup Abdl (Grup Komutatif) merupakan salah satu bentuk Grup. Berikut

diberikan definisinya.
Definisi 2.1.3
Grup (G,*) dikatakan Grup Abel (Grup Komutatif) jikaa * b = b * a, untuk

setiap a, b € G (Dummit dan Foote, 2004).

Dari pendefinisian Grup Abel, berikut diberikan contohnya.

Contoh 2.1.4

Diberiken M = {|;'|; a,b € Z}. Aken ditunjukkan bahwaM = {[}|; a,b € z}
merupakan Grup Abel.
i . Akan ditunjukkan bahwa M = {[g] ;a,b € Z} tertutup terhadap operasi +.

Diberikan sebarang [g’] ; L;] € M, maka

bl +[al =[5 yalem



iv.

Akan ditunjukkan bahwa M = {[‘;] ;a,b € Z} bersifat asosiatif terhadap

operas +.
Diberikan sebarang [g] . [;] ; [;—] € M, maka

o]+ (@l + ) = 5]+ a4 7]

ra+c+e
b+d+f

=+l +[]
= ([l + [a) +[7]

Akan ditunjukkan bahwa M = {[‘;] ;a,b € 72} memiliki elemen identitas.

Untuk setiap [g] € M, terdapat [8] € M, maka

[]+ o] =[] + [3] = [3]
Akan ditunjukkan bahwa setiap dlemen M = {[ /| ¢, b € Z} memiliki

invers.

Diberikan sebarang [;] € M, akan ditentukan invers dari [g] sebagal

berikut :

s+ b=l
b1 ==[6l+ o
5=~
L =[Chlem

Jadi invers [g] adalah [:g]



v. Akan ditunjukkan bahwa M = {[g] ;a,b € 7 bersifat komutatif terhadap

opersa +.
Diberikan sebarang [g] ; [;] € M, maka
5 +al =15 + ol

=[a %3l

=al+ [

Berdasarkani - v terbukti M = {[;] ;a,b € Z} merupakan Grup Abel

Contoh 2.1.5

Diberikan N = {[a b]; a, b € Z}. Akan ditunjukkan bahwa

N =

{la b];a, b € Z} merupakan Grup Abel.

Akan ditunjukkan bahwa N = {[a b]; a, b € Z} tertutup terhadap operasi

+.
Diberikan sebarang [a  b],[c d] € N, maka
[a bl+[c dl=[a+c b+d]EN
Akan ditunjukkan bahwa N = {[a b]; a, b € Z} bersifat asosiatif terhadap
operas +.
Diberikan sebarang [a  b],[c d],[e f] € N, maka
[a bl+(lc dl+le fD=la bl+lc+te d+f]
=lat+c+e b+d+f]
=la+c b+d]l+[e f]

=(a bl+lc dD+le f]



iii. Akanditunjukkan bahwa N = {[a b]; a,b € Z} memiliki elemen identitas.
Untuk setiap [a  b] € N, terdapat [0 0] € N, maka
[a bl+[0 0]=[0 Ol+[a bl=I[a b]

iv. Akan ditunjukkan bahwa setiap elemendi N = {[a  b]; a, b € Z} memiliki

invers.

Diberikan sebarang [a@  b] € N, akan ditentukan inversdari [a  b] sebagai

berikut :
[a bl+[* Y]=[0 O]
[X Y]=—[a b]+[0 O]
[* Yl=-la b]
[x YI=[-a -b]EN
Jadi invers[a  b] adalah [-a  —b]
V. Akan ditunjukkan bahwaN = {[a b]; a, b € Z} bersifat komutatif terhadap
opersa +.
Diberikan sebarang [a b],[c d] € N, maka
[a bl+[c dl=[la+c b+d]
=[c+a b+d]
=[c dl+[a b]
Berdasarkan (i)-(v) terbukti N = {[a  b]; a,b € Z} merupakan Grup Abel.
Jadi terbukti bahwa M = {[g] ;a,b € Z} danN ={[a b a,b € Z} Grup Abd

(Fraleigh, 2000).
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Grup memiliki Subgrup yang akan didefinisikan sebagai berikut:

Definis 2.1.5

Jika himpunan bagian dari H dari Grup G tertutup terhadap operasi biner di G dan
jikaperlakuan yang sama di H samadengan di G, maka H Subgrup di G, H

Subgrup di ¢ dapat dinotasikan dengan H < G atau H < G (Fraleigh, 2000).

2.2 Ring

Pada bagian ini akan dibahas mengenai salah satu struktur ajabar yang terdiri atas

satu himpunan dan dua operasi biner, yaitu Ring. Berikut diberikan definisinya.

Definis 2.2.1

Himpunan R dengan dua operasi biner + (penjumlahan) dan - (perkalian)

merupakan Ring jika memenuhi aksioma berikut:

(1) (R, +) merupakan Grup Abdl;

(i)  Operasi perkaliannya bersifat asosiatif, yaitu (a - b) - ¢ = a - (b - ¢) untuk
setiapa, b,c € R;

(iii)  Hukum distribusi terpenuhi di R, yaitu untuk setiap a, b,c € R
(a+b)-c=(a*b)y+(b-c)ydana-(b+c)=(a*b)+ (a-c)

(Dummit dan Foote, 2004).



Untuk lebih jelasnya, diberikan contoh Ring sebagai berikut.
Contoh 2.2.2

a b

Diberikan G = {[C 4@ b,c,d € Z}. Akan ditunjukkan G merupakan Ring

i Akan ditunjukken batmwa G = {|* 3

operasi +.

;a,b,c,d € Z} tertutup terhadap

S a byfe f ,
Diberikan sebarang [C d]’[g h € G, maka

[a g]_l_[e f_[a+e b+f G

c g hl lc+g d+h

a b

ii. Akan ditunjukkan bahwa G = {[C Jiabcde Z} bersifat asosiatif

terhadap operasi +.

Diberikan sebarang [i’ b]’[e f

dl’lg hl’
a b e f [ j)_’a b [;+i f+]
[c d+([g h+[k s] = e d]+ +k h+l
_Jate+i b+f+j]
T le+g+k d+h+l

[; ’;] € G, maka

=[5 atal*l

~( d+fg A+ 1

iii..Akan ditunjukken bahwa G = [ g

sa,b,c,d € z} memiliki elemen
identitas terhadap operasi +.

Untuk setiap [? g] € G, terdapat [g g] € G, maka

¢ al+lo o=l o+t d=[

11



iv. Akan ditunjukkan bahwa setiap elemendi G

;a,b,c,dEZ}

(¢ 2

memiliki invers terhadap operasi +.

Diberikan sebarang [‘CI g] € G, akan ditentukan invers dari [C

sebagai berikut :

terhadap operasi +.

a b
dl

A R O B P
e =L a*l5 o
MM EET
(X W) —a =b
y z|~ [—c —d
Jadi invers [g g] adalgh [:‘; :g] € G
v. Akan ditunjukkan bahwa G = {[‘3 g ;a,b,c,d € Z} bersifat komutatif

Diberikan sebarang [CCI 3] : [; £ € G, maka

[a + e

g]-l_[e | :_c+g

[a
C g h
e + a
g+ cC

_le f
g h

b+f
d+h

hid)

+[2 4

12
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a b

vi. Akan ditunjukkan bahwa G = {[C Jliabcde Z} bersifat asosiatif

terhadap operasi + .

Diberikan sebarang [g ;] . [; ﬂ [; ’;] € G, maka

_— Moo i
G a-l; a)l d=leeisy sriaalle
[(ae +cg)i+ (af + ch)k (ae + cg)j + (af + ch)l

[(be +dg)i + (bf + dh)k (be +dg)j + (bf + dh)l

__[aei+cgi+afk+chk aej+cgj+afl+ chl]
~ |bei+dgi + bfk +dhk bej+dgj+ bfl+ dhl

[aei + afk + cgi + chk aej + afl+ cgj + chl
|bei + bfk + dgi + dhk bej+ bfl+ dgj + dhl

fa(ei + fk) + c(gi + hk) a(ej+ fl) +c(gj+ hl)
|b(ei + fk) +d(gi+ hk) b(ej+ fl)+d(gj+ hl)

=l a5 Al 1)

vii. Akan ditunjukken bawa 6 = {|* z

|;a,b,¢,d € 2} bersifat ditributif
kiri dan distributif kanan.

Diberikan sebarang [g ;] : [; ‘g] ,B. ﬂ € G, maka

G+l A =7 &A1

[(a+e)£+(c+g)j (a+e)k+(c+g)l
(b+fi+(d+h)j b+ [k+ (d+h)l

[ai+ei+cj+gj ak+ek+cl+gl]
bi+ fi+dj+hj bk+fk+dl+hl

[ai+cj ak+cl]+[ei+gj ek+gl]
bi+dj bk+dl fi+hj fk+hl

= ab o+l AL

e}
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Diberikan sebarang [g ;] - [; 'z] , [é ’;] € G, maka

boa-(F wl+l D=0 Al 210
_ [a(e +)+c(f+k) alg+j)+cth+ I)]
T be+D)+d(f+k) b(g+)+dh+1D)

_[ae+ai+cf +ck ag+aj+ch+cl]
"~ |be+ bi+df +dk bg + bj+ dh+dl

__[ae +cf ag+ch]+[ai+ck aj +cl
"~ |be+df bg+dh bi +dk bj+dl

=[5 alr W+l al

a b

Berdasarkan i — vii terbukti G = {[C d ;a,b,c,d € Z} merupakan Ring

(Fraleigh, 2000).
Pada Ring, terdapat elemen idempoten yang akan didefinisikan sebagai berikut.

Definis 2.2.3

Suatu elemen a dan Ring R disebut idempoten jikaa? = a. Setiap elemen
idempoten a € R merupakan elemen reguler jikaterdapat b € R makaaba = a
(Wisbauer, 1991).

Berikut diberikan beberapa contoh elemen idempoten pada suatu Ring.
Contoh 2.2.4

Jikaa € R merupakan regular dan untuk suatu b € R maka a dapat dinyatakan
sebagal a = aba. Akan ditunjukkan bahwa ab dan ba merupakan elemen

idempoten.



Untuk setiap a € R, terdapat b € R sehingga
(ab)? = (ab)(ab)
= (aba)b
=ab
Jadi, terbukti bahwa ab merupakan elemen idempoten.
(ba)? = (ba)(ba)
= (bab)a
= ba

Jadi terbukti bahwa ba merupakan elemen idempoten.

2.3 Modul

Pada bagian ini akan dibahas mengenai Modul atas Ring R. Berikut diberikan
definisinya.
Definisi 2.3.1

Diberikan Ring R dengan elemen satuan dan M Grup Abel, dengan operasi
pergandaan skalar

t: RxXxM-M

M disebut Modul atas Ring R jika M merupakan Modul kiri dan Modul kanan.

(i) M disebut Modul kiri atas Ring R, jikauntuk setiagp m,n € M dana,b € R
memenuhi aksioma berikut ini:
a a(m+n) =am+ an;
b) (a + b)m = am + bm;
c) (ab)m = a(bm);

d) 1m = m.

15
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(i1) M disebut Modul kanan atas Ring R, jikaunutk setiagpm,n € M dana, b €
R memenuhi aksioma berikut ini:
a) (m + n)a = ma + na;
b) m(a + b) = ma + mb;
c) m(ab) = (ma)b;
d) m1 = m (Adkinds dan Weintraub, 1992).

Berikut ini diberikan contoh-contoh Modul
Contoh 2.3.2

Diberikan Ring R dan Grup Abel R™ sebagai berikut
R™ = {(x1, x2, - X |x1, %2, -, xn - R}
Akan ditunjukkan bahwa R™ merupakan Modul atas Ring R terhadap operasi
pergandaan skalar.
Untuk memperlihatkan bahwa R™ merupakan Modul atas Ring R haruslah R™
merupakan Modul kiri dan Modul kanan.
1. Akan ditunjukkan R™ merupakan Modul kiri atas Ring R. Didefinisikan
operas pergandaan skalar sebagai berikut:
T RXR" - R"
dengan a - (xq,%X3, .., xp) = (@ xy,axy,..,a-x,), Untuk setiagpa € R
dan (xq, x5, .., x,) R™.
i. Diberikan sebarang a € R, X,y € R"

dengan X = (xq, X2, ..., Xp) dan ¥ = (y1, ¥3, ..., ¥n), makadiperoleh
a(®@ + ) = a((x1, %2, - » Xn) + V1, Y2 2 Yn))

=a(xy +yu,x2 + Y2, Xn + Yn)



=(a(xy +y1), alxz + ¥2), ., alin + y))

= ((ax; + ayy), (ax; + ayz), ..., (ax, + ay,))
= (axy,axy, .., ax,) + (ay;, ay,, ..., ay,)

= a(xy, %3, ., Xn) + A(Y1, Y20 o, V)

=ax +ay

Jadi, a(x + y) = ax + ay, untuk setiapa € R, X,y € R™.

i. Diberikan sebarang a,,a, € R, x 1+ R"

cengan X = (x4, Xy, .-, Xn), maka diperoleh
(a; + az)(x) = (ay + az)(xq, x5, -, X))
= ((u:1 + a,)xq, (a; + az)xy, ..., (g + az)xn)
= (a1x1, 21 X3, .., A1 Xy) + (A3X1, 05X, ..., A2Xy)
= Gy (X5 Xy i) + B (X X0 - , Xi1)
= a;(X) + az(X)
Jadi (a; + a,) (%) = a,(X) + a, (%), untuk setiap a,,a, E R, ¥+ R".
Diberikan sebarang a,,a; € R, x 1+ R"
dengan X = (x4, X, ..., X, ), make diperoleh
(a;.a2) (%) = (ay.az) (xq, x5, .., Xp)
= ((al- az)xy, (@q-az)xy, ..., (ay- az)xn)
= (a1azx1,a1a2X3, ..., A1A2Xy)
= a,(azxq,az%3, -, A2Xy)
= (a1)(azx)

Jadi (a,.a,) (%) = (a,)(a,x), untuk setiap a,,a, € R, ¥ 1 R,

17
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iv. Diberikan seharang X 1« R™,
dengan x = (x4, X5, ..., X5,) , makadiperoleh
1(%) = 1(x1, X5, ey X))
= (1xq, 1x5, ..., 1x,)
= (%5, %25 , i)
=x
Jadi 1(x) = x, untuk setiap x + R™.
Dari i-iv, terbukti bahwa R™ merupakan Modul kiri atas Ring R
2. Akan ditunjukkan R™ merupakan Modul kanan atas Ring R. Didefinisikan
operasi pergandaan skalar sebagai berikut:
R*XR->R"
dengan (x4, X5, ..., Xp) - @ = (X1 " a, %, " @, ..., Xy - @), untuk setiagpa € R
dan (xq, x5, .., xp) R™.
i. Diberikan sebarang a € R, X,y € R"
cengan X = (X4, X3, ..., X)) dan ¥ = (¥4, ¥, -, Vn), maka diperoleh
(& + Ma = ((x1, Xz s Xn) + (Y1, Y2, 0 ) )a
= (X1 + Yy X + Y2, 0, Xy YA
=((x1 + y1), a(xz + y2), o, a(xn + y)a)
= ((x1q + 10), (20 + ¥20), ..., (xpa + yna))
= (x1a, %24, ..., x,a) + (14, Y24, ..., Y, 0)
= (X1, X2, e, Xp)a + (Y1, Y25 - V)@
=xa+ya

Jadi, (x + ¥)a = Xa + ya, untuk setiapa € R, ¥,y € R™.
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ii. Diberikan sebarang a,,a, € R, x 1+ R"
Cengan X = (X, X5, ..., Xn), maka diperoleh
() (a, + az) = (x4, %2, ., xx)(aq + ay)
= (x1(ay + a2), x3(ay + ay), ..., xu(a1 + az))
= (x1a4, X204, ., Xp Q1) + (X103, X205, .., Xpaz)
= (x4, %2, v, X)) A1 + (X1, X2, -, Xp) A2
= *®)a, + (0)a;
Jadi, (x¥)(a; + a) = (X)a; + (X)a,, untuk setigp a;,a, ER, x 1 R™.
iii. Diberikan sebarang a;,a, ER, ¥« R"
Cengan X = (x4, X, ..., Xn), Maka diperoleh
(X)(ay-az) = (x1,%2, .., x,)(ay. az)
= (x1(a1- a), x;(as.az), ---:xn(al-az))
= (x1a1a2, X204, ..., X A1 a3)
= (ayx1,a1 X3, ..., a1Xp) Az
= (Xa,)(ay)
Jadi, (¥)(ay.a;) = (xay)(a,), untuk setiap a;,a, € R x 1+ R™.
iv. Diberikan sebarang X + R™, dengan ¥ = (xq, x5, ..., X5) Makadiperoleh
()1 = (x1, %5, - x0)1
= (& 1;21, .. 251)
= (X1, X2, - Xn)
=
Jadi, (¥)1 = x, untuk setiap x + R™.
Dari i-iv, terbukti bahwa R™ merupakan Modul kanan atas Ring R dan

R™ merupakan Modul atas Ring R



Contoh 2.3.3

a b

Diberikan Ring G = {[C ;

Akan ditunjukkan M = {|}]; @, b € Z} merupakan Modul kiri atas Ring

Gz{[{; z ;a,b,c,dEZ}

i. Diberikan sebarang [?

[0 -G+ =

ii. Diberikan sebarang [g

(& a+[5 AL

cbf] € G dan [g] , [;] € M, maka

a+c

e e

[a(a+c)+b(b+d)
lcla+c)+db+Ad)

[a? + ac + b + bd
lca + c? +db + d?

Pl

o o+ ld)

c® +d?

2] 4 [Z );] € G, dan [g] € M, maka

_[at+e b+f] [a]
“lc+g d+hllb

[(a+e)a+ (b+ f)b
[(c+g)a+ (d+ h)b

_ 'a2+ea+b2+fb]
lca + ga+db+ hb

_ [a? + b? [ea+fb]
lca + db ga+ hb

=[¢ gl oI+l )15

20

;a,b,c,d € Z} dan Grup Abel M = {[g] ;a,b €z},
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e f a
’[g h]EG,dan [b

[ b f + bh
o B b Y s i A N
[(ae + bg)a + (af + bh)b
[(ca +dg)a + (cf +dh)b

iii. Diberikan sebarang [S’ 2 ] € M, maka

[a’e + bga + afb + bzh]
[cea +dga + cfb + dhb

_[a b] [ea+fb
“le dl'lga+hb

-[ a5 LG

iv. Diberikan sebarang [;] € M dan dipilih [é Cl’] € G, maka
o 2[5 =[]

Berdasarkan i-iv terbukti M = {[g] ;a,b € Z} merupakan Modul kiri atas Ring

G= {[‘; g ;a,b,c,d € L},

Contoh 2.34

Diberikan Ring G = {[? g

N ={[a b];a, b € Z}. Akan ditunjukkan N = {[a b]; a,b € Z} merupakan

;a,b,c,d € Z} dan Grup Abel

a b

Modul kanan atas Ring G = {[C d ;a,b,c,d € Z}.

i . Diberikan sebarang [2 2] € Gdan[a b],[c d] €N, maka

([a b]+Ic d]).[‘;I g]=[a+c E:H—d].[":cI 3

=[(a+c)a+(b+d)c (a+c)b+ (b+ d)d]
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=[a? +ca+ bc+dc ab+ch+ bd+ d?]

=[a?+bc ab+bdl+[ca+dc cb+d?]
= [a b].[g 2]+[C d].['z1

ii. Diberikan sebarang [S b ,[ h] € G,dandan [a b] € N, maka
a b e _ at+e b+f
la b]'([c d]+[g hD" ¥ [c+g d+h
=[a(a+e)+b(c+g) alb+f)+b(d+h)]
=[a* +ae+ bc+bg ab+ af + bd + bh]

=[a? + bc ab + bdl + [ae+bg af + bh]

=la b] [a 2+[a b].[;

iii. Diberikan sebarang [g' 3] , [; {1] € G,dan [a b] € N, maka

e [ )=t mlitle oy

= [a(ae + bg) + b(ce + dg) a(af + bh) + b(cf + dh)]

= [a%’e + abg + bce + bdg a?f + abh + bcf + bdh]

= [a? + bc ab + bd]. [;

_ a b e f
- ([a b]. [c d ) [g h
. o oo 10
iVv. Diberikan sebarang [¢ b] € N dan dipilih [0 1] € G, maka

bl[y 5] =la 5]

Berdasarkan i-iv terbukti N = {[a  b]; a, b € Z} merupakan Modul kanan atas

Ring G = {[? g ;a,b,c,d € Z}.
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Dimisalkan R Ringdan S € R. Seperti yang telah diketahui, S Subring R jika:
1) S#0
2) x—y € S, untuk setiap x,y € S
3) xy € S,untuk setigpx,y 1 S

Begitu pula dengan Modul, Modul akan memiliki Submodul yang akan

didefinisikan sebagai berikut:

Definis 2.3.5

Diberikan Ring R dengan elemen satuan dan M merupakan Modul atasR, N € M
disebut Submodul R (R-Submodul) dari M jika N merupakan Subgrup dari M
yang juga merupakan Modul atas R dengan operasi yang samadi M (Adkins dan
Weintraub, 1992).
Berdasarkan definisi ini, dapat disimpulkan bahwa Submodul M jika dan hanya
jika

1) N Subgrup M

2) N tertutup terhadap operasi pergandaan skalar

“:RXN->N
yaiturn € N, untuk setiapr € R dann € N.

Berikut ini contoh dari Submodul atas suatu Ring R

Contoh 2.3.6

Diberikan Z merupakan Modul atas Ring R. Akan ditunjukkan bahwa himpunan

n Z dengan n € N merupakan Submodul dari Z.



(i) Akan ditunjukkan bahwa nZ merupakan Subgrup dari Z.

(a) Akan ditunjukkan bahwa.operasi + bersifat tertutup di nZ.
Diberikan sebarang x, y € nZ dengan x = nm, dan y = nm, untuk
suatu m,, m, € Z dan n € N, sehingga:
x+ty=nm; + nm,

=n(my +my) ¢ nZ

Jadi, terbukti bahwa operasi + bersifat tertutup di nZ

(b) Akan ditunjukkan bahwanZ # ¢.

Untuk setiap m € Z, ambil m = 0, sehingga
nm=m(0)=0 nZ

Jadi, terbukti bahwanZ
(c) Akan ditunjukkan untuk setiap x,y ' nZ, xy~! € nZ.

Diberikan sebarang x, y € nZ dengan x = nm, dan y = nm, untuk
suatum,,m, € Zdann € N.
y~t=n(-m,) € nZ (karena (—my) ¢ Z)
xy ! =nm; +n(—m,)
=n(m, —my) € nZ
Jadi, terbukti xy~! € nZ, untuk setiap x, y 1 nZ.
(i) Akan ditunjukkan bahwa operasi pergandaan skalar tertutup di nZ

Diberikan sebarang x + nZ dengan x = nm untuk setigpm € Z,n € N
dan r € R, maka:

rx =r(nm) =n(rm) ¢ nZ

Jadi, terbukti bahwa operasi pergandaan skalar tertutup di nZ.

24
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Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti bahwanZ dengan n € N merupakan Submodul
dari Z.

Seperti halnya pada Grup, dapat ditunjukkan bahwa irisan dan jumlahan dari dua
Submodul juga membentuk Submodul, seperti yang diberikan dalam lemma

berikut ini.

Lemma 2.3.7

Misal M Modul atas R dan N;, N, Submodul, maka:
1. N; n N, merupakan Submodul di M

2. N; + N, merupakan Submodul di M

Bukti

1. Karena N; dan N, merupakan Submodul di M, makaO N; danO N,.
AkibatnyaO N; n N,. Sehingga, N; N N, bukan merupakan himpunan
kosong.

Diberikan sebarangr € Rdana,b € N; N N, makaa,b € N, dana,b €
N,.

Karena N; dan N, merupakan Submodul di M makamemenuhi a — b € N;
dana — b € N,. Akibatnya, a — b € N; N N,.

Karena N; dan N, masing-masing merupakan Submodul di M maka
memenuhi operasi pergandaan skalar yaitur -a € N; danr - a € N, yang
mengakibatkan r - a € Ny N N,

Jadi, terbukti bahwa N; N N, merupakan Submodul di M.
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2. Karena N; dan N, merupakan Submodul di M, makaO N; dan0O N,.
AkibatnyaO N, + N,. Sehingga, N; + N, bukan merupakan himpunan
kosong.

Diberikan sebarang r € Rdana + b,c +d € N; + N,
Karena N; dan N, merupakan Submodul di M maka memenuhi a — ¢ €
N; dan b —d € N,. Akibainya, (a+b) —(c+d) =(a—c) +
(b—d) € Ny + N,.
Selanjutnya, Karena N; dan N, masing-masing merupakan Submodul di M
maka memenuhi operasi pergandaan skalar yaitur*a € N; danr-b € N,
yang mengakibatkanr - (a + b) = ra+rb € N; + N,.
Jadi, terbukti bahwa N; + N, merupakan Submodul di M.
Diberikan Ring R dengan elemen satuan, pada bagian sebelumnyatelah dijelaskan
tentang Modul yang merupakan Modul kiri. Suatu Submodul dapat dibangun oleh

himpunan yang akan didefinisikan sebagai berikut.
2.4 Homomorfisma Modul

Modul merupakan generalisasi dari ruang vektor dan ditransformasikan linear
pada ruang vektor juga dapat digeneralisasi pada Modul, yang disebut dengan
Homomorfisma Modul. HomomorfismaModul dapat dibentuk jika ada dua
Modul atas Ring yang sama dan ada fungsi yang memetakan dua Modul tersebut.

Untuk lebih jelasnya akan definisikan mengenai Homomorfisma Modul.
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Definis 2.4.1

Misalnya R Ring dan M, N Modul atas Ring R

1. Pemetaan ¢: M — N merupakan Homomorfisma Modul jika memenuhi
aksioma berikut:

@ex+y)=0k) +9l)vx,yeM
b) p(rx) =re(x),Vr e R,x ¢ M.

2. Homomorfisma Modul dikatakan Monomorfisma jikafungs ¢ bersifat
injektit dan dikatakan Epimorfismajikafungs ¢ bersifat surjektif. Jika
fungsi ¢ bersifat injektif dan surjektif makafungs ¢ dikatakan
Isomorfisma. Modul M dan N dikatakan isomorfik, dinotasikan M = N,
jikaterdapat 1somorfisma Modul dengan pemetaan ¢: M — N (Dummit

dan Foote, 2004).

Himpunan Homomorfisma dari M ke N dinotasikan sebagai Hompg (M, N) atau
Homgz(M,N). Untuk f € Homg(M, N) didefinisikan kernel dan image dari f,
yaitu

ker f = {m € M|f(m) = 0}

imf ={f(m) € Njm € M]

ker f merupakan Submodul dari M dan Im f merupakan Submodul dari N
(Wisbauer, 1991).

Untuk memperjelas definiss Homomorfisma Modul atas suatu Ring. Pada

halaman selanjutnya diberikan contoh Homomorfisma Modul.
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Contoh 2.4.2

Diberikan suatu Z dan Z[x] keduanya merupakan Z-Modul. Pemetaan Z - Z[x]

dengan definisi @(a) = ax?® , dimanaa € Z, merupakan Homomorfisma Modul,

karena
1. ¢(a+b) = (a+b)x?
= ax? + bx?
=@(a) + @(b), untuk setiap a, b € Z
2. ¢(ra) = (ra)x®
= r(ax?)

=reg(a),untuk a € Z danr € Z.
Proposisi 2.4.3

Diberikan M, N dan L Modul atas Ring R.

(1) Pemetaan ¢ : M — N adalah Homomorfisma Modul atas Ring R jika dan
hanyajika @ (rx +y) = re(x) + @(v), untuk setiap x,y € M danr € R.

(2) Diberikan ¢, w dan didefinisikan ¢ + w oleh (¢ + w)(m) = @(m) + w(m),
untuk setiagpm € M.
Selanjutnya, ¢ + w € Homgz(M, N) dan dengan operasi ini Homg (M, N)
cisebut Grup Abel. Jika R Ring komutatif makar € R didefinisikan r¢ oleh
(r@)(m) = r(@(m)), untuk setiap m € M.
Kemudian, r¢ € Homg (M, N) dan dengan perlakuan ini Homgz (M, N) yang
merupakan Grup Abel dengan R Ring Komutatif merupaka R-Modul.

(3) Jkaw € Homy(L,M) dan w ¢ Homgz(M,N) makaw o ¢ € Homg(L,N).
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Bukti

(1) Jika ¢ adalah Homomorfisma R-Modul, maka @(rx +y) = re(x) + @(y).
Sebaliknya, jika @ (rx + y) = re(x) + ¢ (y), makadengan mengambil r = 1
diperoleh ¢ (x + y) = @(x) + @(y). Sdanjutnya, dengan mengambil y = 0,
diperoleh ¢ (rx) = re(x). Jadi, ¢ merupakan Homomorfisma R-Modul.

(2) Mengulas lagi, untuk memperlihatkan bahwa semua Grup Abel dan aksioma
R-Modul yaitu dengan menggunakan definisi. Ring Komutatif R digunakan
untuk menunjukkan r¢ memenuhi aksioma kedua dari Homomorfisma
R-Modul, yaitu:

(r10) (r,m) = 1,9 (r,m), (dengan definisi ;)
= rrp(m), (karena ¢ Homomorfisma)
= 1,1, (m), (karena R Komutatif)

= 12(r1) (m).

(3) Diberikan sebarang ¢ € Homg(L, M) dan w € Homg(M,N) danr € R,
x,y 1z L, maka:
(0o @)(rx +y) = w(p(rx +y))
= o) +oe(y) . (sfat (1))
=rw(p()) + w(e(y)). (sifat (1))
=r(we@)(x) +(wep)(y)
Jadi, dari (1) w ¢ ¢ adalah Homomorfisma Modul atas Ring R (Dummit dan

Foote, 2004).
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Homomorfisma Modul yang memetakan M ke M disebut dengan Endomorfisma

dari Modul M, berikut definisinya.
Definisi 2.4.4

Ring Homg (M, M) disebut Endomorfisma Ring dari Modul M dan dinotasikan
dengan Endg (M) atau End(M). Elemen di End (M) disebut Endomorfisma
(Dummit dan Foote, 2004).

Untuk lebih memahami Endomorfisma Modul, berikut diberikan contohnya.
Contoh 2.4.5

Didefinisikan R™ = {(xy, X2, --, Xp) | %1, X2, -, Xn R}, dengan R™ Modul atas
Ring R terhedap operasi pergandaan skalar. Pemetaan f dari R™ ke R™ yaitu
untuk setiap a € R, f(x) = (ax), maka:
fE+3) = f((1, 22 00, X0) + V1, Y2, V0))
= f(xn %20 s %) + fY1, Y2, s V)
= (ax,, axy, ..., axy) + (ayy, ays, ..., ayn)
=f@)+ ()
Dan untuk setiap v € R, X ¢ R™, maka
FG®) = F(r(en X, - 2))
= f(rxg, vxz, ..., TX)
= (arxy,arx,, ..., arxy)
= ar(xy, X2, - , Xn)
=ra(x;, Xz, - Xn)

= rf(x), jadi f merupakan Homomorfisma.
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2.5 Jumlah Langsung (Direct Sum)

Suatu Modul dapat dioperasikan dengan pergandaan skalar dan juga dapat
dioperasikan dengan Jumlah Langsung atau direct sum yang didefinisikan sebagai

berikut.

Definis 2.5.1

Diberikan My, M, Submodul dari Modul M atas suatu Ring R. JikaM = M; + M,
dan M; N M, = 0 maka M disebut Jumlah Langsung dari M; dan M,, dinotasikan

dengan M = M; & M, dan M,, M, disebut direct summand dari M.

Pada kasus ini, setigp m € M dapat dinyatakan secara tunggal sebagai
m=mq + ms, dengan myq € Ml! msy € MZ dan Ml!MZ d]%but haS| Jumlah

Langsung dari M.

Jika M; adalah hasil langsung, makaterdapat Submodul di M, dengan M = M; &

M, (Wisbauer, 1991).

Hasil Jumlah Langsung dari Modul M adalah A dari M sedemikian sehingga

A @ B = M untuk suatu Submodul B dari M (Grillet, 1999).

Untuk lebih jelasnya, akan diberikan contoh Jumlah Langsung dari suatu Ring.

Contoh 2.5.2

Diberikan Z-Modul Zs, maka {0}, {0,3}, {0,2,4}, Zs merupakan Submodul dari Zg

sebagai Z-Modul. Perhatikakan bahwa{0,3}+{0,2,4} = Z dan
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{0,3} n{0,2,4} ={0}. Dengan demikian Submodul {0,3} merupakan hasil Jumlah
Langsung dari Modul Zs.
Daam teorema berikut diberikan sifat Jumlah Langsung dari Modul atas suatu

Ring.

Teorema 2.5.3

Jika M Modul atas Ring R dan My, M, ..., M,, Submodul dari M sedemikian
sehingga

()M =M, +M,+—+M,

@ M;n(My+ My +--+ M1+ M, + M) =0,untuk 1 < i < n maka

M=M, & M, & .. M,

Bukti

Diberikan f;: M; - M dengan f;(x) = x untuk semuax € M; dan didefinisikan
M EMG.. M,—=M
Dengan operas
flxy,x2, 0, %0) = (1 + X2 + -+ xp)
f adalah Homomorfisma Modul atas Ring R dan dengan mengikuti kondisi (1)
maka f surjektif. Diberikan (xy, x5, ..,x,) ker(f), maka
(xy + x5 + -+ + x,) = 0 sehingga untuk 1 < i < n diperoleh
xp=—(x;+x, 4+ +x 4+ x50+ +X).
Oleh karene itu,
xi=M;n(M;+ M, +--+M;_; +M;,, + M) =0. Maka (xq,x3,...,x,) =0

dan f adalah Isomorfisma (Adkins dan Weintraub, 1992).
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Dari pendefinisian Jumlah Langsung suatu Modul atas Ring, berikut diberikan

definisi dari Submodul Komplemen.

Definisi 2.5.4

JikaM adalah R-Modul dan M; € M merupakan Submodul, katakan bahwa M,
yaitu cumlah Langsung dari M, atau komplemen di M, jikaterdapat Submodul

M, € M mskaM = M, @ M,.

Untuk lebih jelasnya, berikut diberikan contoh Submodul Komplemen dari suatu

Modul atas Ring.

Contoh 2.5.5

Diberikan R = Z dan M = Z,2. JikaM; = p) maka M, tidak memiliki
komplemen karena M; hanyalah Subgrup dari M yang berorder p, jadi kondisi ini
tidak memungkin Teorema 2.5.3 bagian (2) terpenuhi (Adkins dan Weintraub,

1992).

2.6 Darap Langsung (Direct Product)

Darap Langsung atau Direct product dari suatu Modul merupakan cartesian
product dengan operasi penjumlahan secara sepotong-sepotong (componentwise)
dan pergandaan skalar untuk setiap anggota dari Submodul-submodul yang akan

didefinisikan pada halaman selanjutnya.
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Definis 2.6.1

Darap Landung suatu (4;);e; dari R-Modul adalah cartesian product [1;; A;
( himpunan semua (x;);, ; sedemikian sehinggax; A; untuk setiap i ) dengan

penjumlahan sepotong-sepotong (componentwise) dan pergandaan skalar dari

setiap komponen R.
(X icr + Wiier = (x + Ve
(X )ict = (rX)ie
(Grillet, 1999).
2.7 Category

Category 7 berisi obj(<?) objek, himpunan morfisma Hom(A, B) untuk setiap
pasangan terurut (A4, B) dari objek, dan komposisi Hom(A,B) x Hom(B,C) =
Hom(A, C), dinotasikan dengan (f, g) ~ g¢f untuk setiap terurut A, B, C

sehingga memenuhi aksioma berikut :

Asosiatif

Jkaf:A - B,g:B — C,h:C - D, maka(hg)f = h(gf),

Identitas

Untuk setiap objek A terdapat morfisma 14: A = A sedemikian sehingga

untuk setigp morfismaf: A - Bmakafl, = 1gf = f.

Contoh 2.6.1

Himpunan : Himpunan merupakan objek dan fungsi merupakan morfisma.

Grup : Grup merupakan objek dan Homomorfisma merupakan morfisma.



Ring : Ring merupakan objek dan Ring Homomorfisma merupakan
morfisma
R-Modul : objek merupakan R-Modul dan R-Modul Homomorfisma

merupakan morfisma (Rotman, 2002).
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1. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian dilakukan pada semester ganjil tahun gjaran 2016/2017 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2 Metode Pendlitian

Metode yang dilakukan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan langkah-
langkah sebabai berikut:

1. Membuktikan Darap Langsung (direct product) dan Jumlah Langsung
(direct sum) merupakan suatu Modul.

2. Membuktikan Darap Langsung (direct product) dan Jumlah Langsung
(direct sum) merupakan product dan coproduct dalam category R-Modul
Membuktikan R-Homomorfisma merupakan suatu Modul.

4. Membuktikan Isomorfisma Darap Langsung (direct product) dan Jumlah
Langsung (direct sum) dari duaModul.

5. Memberikan contoh Isomorfisma Darap Langsung (direct product) dan

Jumlah Langsung (direct sum) dari dua Modul.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan penelitian, telah dikaji mengenai karakteristik Jumlah Langsung dan
Darap Langsung sebagai berikut:

» Homz(M @ M',N) = Homz(M,N) X Homz(M',N)

» Homgx(N,M x M") = Homgz(N,M) X Homgz(N,M")

dengan M, M' dan N merupakan Modul atas Ring R.
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