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ABSTRAK

KESTABILAN PERTUMBUHAN POPULASI IKAN LELE DENGAN
MODEL LOGISTIK VERHULST

OLEH

ZEFNI APRILIA

Mengetahui kestabilan pertumbuhan populasi ikan lele sangat penting karena

dapat membantu memperkirakan jumlah pemanenan dan supaya tidak terjadi

kepunahan. Kestabilan pertumbuhan populasi ikan lele dapat diketahui dengan

menggunakan Model Logistik Verhulst. Penghitungan dapat dilakukan apabila

jumlah populasi awal, ambang batas populasi, laju pertumbuhan populasi, dan

daya dukung maksimum diketahui. Pertumbuhan populasi ikan lele akan stabil

pada saat jumlah populasi sama dengan daya dukung lingkungannya. Apabila

jumlah populasi lebih kecil dari ambang batas populasi, maka pemanenan tidak

dapat dilakukan.

Kata kunci: Ikan lele, Konstanta Panen, Model Verhulst, Pertumbuhan Populasi



ABSTRACT

THE STABILITY OF THE CATFISH GROWTH POPULATION BY
USING VERHULST LOGISTIC MODEL

By

ZEFNI APRILIA

Knowing the stability of the catfish growth population was very important

because it could help to estimate the harvest amount so that there was no

extinction. The stability of the catfish growth population could be known by using

Verhulst Logistic Model. The computation could be done when the initial

population amount, thresold population, growth rate population and carrying

capacity was known. The catfish growth population would be stable when the

population’s amount were same to their carrying capacity amount. On the other

hand, if the population’s amount was smaller than the thresold population it could

be said that harvest could not be done.

Keyword : Verhulst Model, Catfish, Constant Harvesting, Growth Population
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matematika adalah salah satu disiplin ilmu yang memegang peranan penting

dalam kajian di berbagai bidang keilmuan. Bidang lain seperti fisika, kimia ,

bahkan biologi tidak terlepas dari dunia matematika. Dalam penggunaannya,

matematika tidak hanya terpaku pada rumus-rumus yang telah ada. Matematika

memiliki banyak cabang ilmu, diantaranya yaitu matematika terapan dan

pemodelan matematika. Matematika terapan berkenaan dengan penggunaan alat

matematika abstrak guna memecahkan masalah-masalah konkret di dalam ilmu

pengetahuan, bisnis dan wilayah lainnya. Matematika terapan secara prinsipal

mengandung analisa terapan, kebanyakan berupa persamaan diferensial, teori

aproksimasi (dianalisis secara luas, untuk memasukkan representasi, metode

asimtotik, metode variasional, dan analisis numerik), dan probabilitas terapan.

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang melibatkan turunan dari

satu atau lebih variabel tak bebas u terhadap satu atau lebih variabel bebas dan

dituliskan dengan :

, , , , …… , , = 0
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Persamaan diferensial seringkali muncul dalam model matematika yang

menggambarkan keadaan kehidupan nyata. Sebagai contoh, turunan-turunan

dalam fisika muncul sebagai kecepatan dan percepatan, dalam geometri sebagai

kemiringan (tanjakan), dalam biologi sebagai laju pertumbuhan populasi dan

sebagainya.

Pertumbuhan populasi ditandai dengan adanya perubahan jumlah populasi di

setiap waktu yang dipengaruhi jumlah kematian, kelahiran serta perpindahan

(migrasi). Selain membutuhkan pengamatan dalam jangka waktu tertentu,

perhitungan mengenai perkembangan jumlah populasi juga penting dilakukan

untuk mengetahui laju pertumbuhan spesies tersebut. Salah satu cabang ilmu

matematika yang dapat membantu menyelesaikan permasalahan tersebut adalah

pemodelan matematika.

Dalam penerapan pemodelan matematika terdapat beberapa model pertumbuhan,

salah satunya adalah model pertumbuhan kontinu. Model kontinu terbagi dua

yaitu model eksponensial dan model logistik. Dalam pertumbuhan populasi,

model pertumbuhan logistik mempunyai hasil estimasi yang lebih baik dibanding

dengan model pertumbuhan eksponensial. Dalam penggunaan model logistik ini

batas populasi dimasukkan dalam perhitungan sehingga jumlah populasi dengan

model ini tidak akan tumbuh secara tak terhingga.

Pada skripsi ini penulis akan membahas kestabilan pertumbuhan populasi ikan

lele dengan menggunakan model Verhulst. Ikan lele adalah salah satu komoditas

perikanan yang banyak digemari masyarakat. Habitat lele yakni di perairan air

tawar, di dataran rendah. Salah satu persoalan paling penting dalam budidaya ikan
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lele adalah proyeksi populasi ikan tersebut. Ukuran dan pertumbuhan populasi

ikan secara langsung mempengaruhi keuntungan yang akan diperoleh nantinya.

Dengan dibentuknya sebuah model matematika, proyeksi populasi tiap panen ikan

dapat dilakukan berdasar data panen ikan yang sudah ada.

Berdasarkan uraian diatas, maka penulis tertarik untuk melakukan penelitian

tentang “Kestabilan Pertumbuhan Populasi Ikan Lele dengan Model Logistik

Verhulst.

1.2 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan masalah yang telah diuraikan maka tujuan

penelitian ini adalah :

1. Mengetahui solusi analitik dari model Verhulst yang digunakan.

2. Mengetahui kestabilan pertumbuhan populasi ikan lele ternak  menggunakan

model pertumbuhan logistik (model Verhults).

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah :

1. Menambah pengetahuan dan pengalaman penulis agar dapat mengembangkan

ilmu yang diperoleh selama mengikuti perkuliahan di Fakultas Matematika dan

Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung.

2. Upaya untuk mempelajari lebih dalam lagi tentang penerapan model Verhulst

pada pertumbuhan populasi ikan lele ternak.

3. Menambah wawasan tentang model pertumbuhan populasi (model Verhults).



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Ikan Lele

Ikan Lele adalah salah satu jenis ikan air tawar yang termasuk ke dalam ordo

Siluriformes dan digolongkan ke dalam ikan bertulang sejati. Lele dicirikan

dengan tubuhnya yang licin dan pipih memanjang, serta adanya sungut yang

menyembul dari daerah sekitar mulutnya. Ikan lele merupakan hewan nokturnal

dimana ikan ini aktif pada malam hari dalam mencari mangsa. Lele memiliki alat

pernapasan tambahan yang dinamakan Arborescent. Arborescent ini merupakan

organ pernapasan yang berasal dari busur insang yang telah termodifikasi. Organ

ini dipergunakan untuk pernafasan udara sehingga memungkinkan lele untuk

mengambil napas langsung dari udara dan dapat hidup di tempat beroksigen

rendah. Alat ini juga memungkinkan lele dumbo untuk hidup di darat, asalkan

udara di sekitarnya memiliki kelembapan yang tinggi. Pada kedua sirip dada lele

terdapat sepasang duri (patil), berupa tulang berbentuk duri yang tajam. Pada

beberapa spesies ikan lele, duri-duri patil ini mengandung racun ringan (Suyanto,

2006).

Berdasarkan perkembangbiakannya, ikan lele termasuk ikan yang bertelur pada

substart. Induk jantan mempunyai sifat mengasuh anak sedangkan induk betina

banyak keluyuran keluar sarang. Ikan lele biasa berpijah pada musim penghujan.
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Jika gonad sudah matang, induk jantan dan induk betina berpasangan mencari

lokasi yang aman untuk membuat sarang berupa lubang dibawah permukaan air

dengan kedalaman 20 cm dan diameter 25 cm. Lubang dibuat diantara rerumputan

yang tumbuh menjulur ke dalam air. Lalu, telur-telur dikeluarkan dan menempel

di antara rerumputan atau dasar lubang, bersamaan waktunya induk jantan

melepaskan spermanya di dalam air sehingga terjadi pembuahan. Telur yang telah

dibuahi dijaga oleh induk jantan dengan mengipaskan badan maupun siripnya

untuk menambah oksigen ke telur yang tentunya berpengaruh positif terhadap

derajat penetasan telur (Sutrisno, 2007).

Di Indonesia dikenal banyak jenis lele, di antaranya lele Lokal, lele Sangkuriang,

lele Dumbo, lele Phiton dan lele Mutiara). Namun yang dibudidayakan hanya lele

Lokal (Clarias batrachus) dan lele Dumbo (Clarias gaeriepinus). Jenis yang

kedua lebih banyak dikembangkan karena pertumbuhannya lebih cepat dan

ukurannya lebih besar daripada lele Lokal.

2.1.1  Lele Lokal

Ikan lele Lokal memiliki nama latin Clarias batrachus, merupakan jenis lele yang

dikenal luas dimasyarakat. Sebelum lele dumbo diperkenalkan di Indonesia, para

peternak membudidayakan jenis lele jenis ini. Namun saat ini sangat jarang

peternak yang membudidayakan jenis ikan lele Lokal karena dipandang kurang

menguntungkan. Lele Lokal memiliki Food Convertion Ratio (FCR) yang tinggi,

artinya rasio pakan yang diberikan terhadap berat daging yang dihasilkan tinggi.

Perlu lebih dari satu kilogram daging dalam satu siklus budidaya. Selain itu,
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pertumbuhan lele Lokal terbilang sangat lambat. Lele lokal yang berumur satu

tahun masih kalah besar dengan lele Dumbo yang berumur 2 bulan.

Terdapat tiga jenis lele Lokal yang ada di Indonesia, yaitu lele hitam, lele putih

dan lele merah. Diantara ketiga jenis lele tersebut, lele hitam paling banyak

dibudidayakan untuk konsumsi. Sedangkan lele putih dan merah lebih banyak

dibudidayakan sebagai ikan hias. Lele Lokal memiliki patil yang tajam dan

berbisa, terutama pada lele muda. Apabila menyengat, racun yang terdapat pada

patil bisa membunuh mangsanya dan bagi manusia bisa membuat bengkak dan

demam (Khairuman, 2008).

2.1.2 Lele Dumbo

Ikan lele Dumbo (Clarias gariepenus) pertama kali didatangkan ke Indonesia dari

Taiwan pada tahun 1985. Ikan ini menjadi favorit dikalangan peternak karena

pertumbuhannya yang cepat dan badannya yang bongsor dibandingkan dengan

lele Lokal. Dari sisi fisik, ikan lele Dumbo bisa dibedakan dengan lele Lokal dari

warnanya yang hitam kehijauan. Lele Dumbo juga akan bereaksi ketika terkejut

atau stress, kulitnya berubah menjadi bercak-bercak hitam atau putih dan

kemudian akan berangsur-angsur kembali ke warna awal. Lele Dumbo memiliki

patil seperti ikan lele Lokal, namun patilnya tidak mengeluarkan racun. Lele

Dumbo juga cocok dipelihara di kolam tanah karena tidak mempunyai kebiasaan

membuat lubang. Secara umum, lele Dumbo bisa hidup lebih cepat, lebih besar

dan lebih tahan terhadap penyakit dibanding lele Lokal. Namun dari sisi rasa,

daging lele Dumbo lebih lembek. Sebagian orang menganggap daging ikan lele

Lokal lebih enak rasanya dibanding lele Dumbo (Prihartono, 2003).
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2.1.3 Lele Phiton

Lele Phiton merupakan produk hasil rekayasa genetik perternak di Padeglang.

Ikan ini merupakan hasil persilangan dari lele betina eks Thailand dengan lele

jantan lokal yang tidak diketahui asal-usulnya. Secara fisik, bentuk dan ukurannya

panjang semampai sempurna, mulut agak rata, serta kepala lebih besar dan

panjang dengan corak batik di kepalanya. Uniknya , lele Phiton memiliki semua

keunggulan yang dimiliki dumbo dan sangkuriang. Produktivitas telur-telurnya

tinggi, benih yang dihasilkan lebih baik dan cenderung merata, petumbuhan cepat,

kemampuan adaptasi tinggi dan biasa dibudidayakan pada suhu dingin, sejuk,

sedang dan panas

2.1.4 Lele Sangkuriang

Ikan lele Sangkuriang merupakan hasil perbaikan genetik melalui cara silang balik

antara induk betina generasi kedua (F2) dengan induk jantan generasi keenam

(F6) lele dumbo.  Dari hasil perkawinan ini ternyata didapatkan sifat-sifat unggul

seperti kemampuan bertelur hingga 40 - 60 ribu butir per sekali pemijahan. Jauh

berbeda dengan kemampuan bertelur lele lokal yang berkisar 1.000-4000 butir.

Lele Sangkuriang juga lebih tahan terhadap penyakit, dapat dipelihara di air

minim dan kualitas daging lebih baik.

Hanya saja kelemahannya, peternak tidak bisa membenihkan lele Sangkuriang

dari induknya. Apabila lele Sangkuriang dibenihkan lagi, kualitasnya akan turun.

Jadi pembenihan harus dilakukan dengan persilangan balik (Nasrudin, 2010).
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2.1.5 Lele Mutiara

Ikan lele Mutiara merupakan hasil persilangan populasi ikan lele Mesir, Phiton ,

Sangkuriang dan Dumbo pada tahun 2010 dan 2011. Populasi ikan lele Mesir

diperoleh dari Karawang, Piton dari Mojokerto, Sangkuriang dari Subang dan

Dumbo dari Subang. Keunggulan dari ikan jenis ini adalah  tumbuh lebih cepat,

produktivitas panen tinggi, keseragaman ukuran tinggi, FCR rendah, lama

pemeliharaan singkat, daya tahan terhadap penyakit tinggi dan toleransi terhadap

lingkungan tinggi .

2.2 Pemodelan Matematika

Pemodelan matematika adalah penyusunan suatu deskripsi dari beberapa perilaku

dunia nyata (fenomena alam) ke dalam bagian matematika yang disebut dunia

matematika (Giordano dan Weir, 2002).

Pemodelan matematika merupakan bidang matematika yang berusaha untuk

merepresentasi dan menjelaskan sistem-sistem fisik atau problem pada dunia real

ini menjadi lebih tepat. Representasi matematika yang dihasilkan dari proses ini

dikenal sebagai “Model Matematika”. Kontruksi, analisis dan penggunaan model

matematika dipandang sebagai salah satu aplikasi matematika yang penting

(Bambang, 1989).

Model Matematika digunakan dalam banyak disiplin ilmu dan bidang studi yang

berbeda. Terdapat beberapa jenis model matematika, meliputi :
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1. Model Empiris

Pada model empiris, data yang berhubungan dengan problem menentukan

peran yang penting. Dalam pendekatan ini, gagasan yang utama adalah

mengkontruksi formula (persamaan) matematika yang dapat menghasilkan

grafik yang terbaik untuk mencocokkan data.

2. Model Simulasi

Pendekatan yang lain untuk pemodelan matematika adalah konstruksi model

simulasi. Dalam pendekatan ini, program komputer dituliskan berdasarkan

pada aturan-aturan. Aturan-aturan ini dipercaya untuk membentuk bagaimana

suatu proses atau fenomena akan berjalan terhadap waktu dalam kehidupan

nyata. Program komputer ini dijalankan terhadap waktu sehingga implikasi

interaksi dari berbagai variabel dan komponen yang dikaji dan diuji.

3. Model Deterministik dan Stokastik

Model deterministik meliputi penggunaan persamaan atau himpunan

persamaan untuk mempresentasikan hubungan antara berbagai komponen

(variabel) suatu sistem. Contohnya adalah persamaan diferensial biasa yang

menjelaskan bagaimana suatu kualitas (yang dinyatakan oleh variabel tak

bebas dari persamaan) dan waktu sebagai variabel bebas. Dalam model

deterministik, variasi random diabaikan. Dengan kata lain persamaan ini

digunakan untuk menyatakan problem dunia nyata yang diformulasikan

berdasarkan pada hubungan dasar faktor-faktor yang terlibat dalam problem ini

(Widowati, 2007).
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2.3 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang memuat derivatif

(turunan) satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas

suatu fungsi. Banyak permasalahan dalam berbagai bidang teknik, fisika maupun

bidang-bidang kehayatan yang dapat dimodelkan ke dalam bentuk persamaan

diferensial. Suatu persamaan diferensial orde-n adalah persamaan bentuk :( , , , , …………… , ) = 0
Yang menyatakan hubungan antara x, fungsi ( ) dan turunannya, , . . , .

Misalnya : + 3 + 2 − 6 = 0 (i)( ′′′) − 2 + = 0 (ii)

Persamaan (i) berorde dua tetapi derajat satu. Sedangkan persamaan(ii) berorde

tiga dan berderajat dua, karena adanya turunan ketiga dalam pangkat dua.

Berdasarkan banyaknya variabel bebas, persamaan diferensial dapat dibedakan

menjadi dua macam yaitu biasa dan parsial (Lestari, 2013).

2.3.1   Persamaan Diferensial Biasa (PDB)

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan satu atau

lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas suatu fungsi. Penentuan orde

suatu persamaan adalah dengan melihat indeks tertinggi dari turunan yang terlibat

dalam persamaannya. Sedangkan derajat adalah pangkat tertinggi dari turunn

tingkat tertinggi Solusi dari persamaan diferensial biasa adalah suatu fungsi atau
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keluarga fungsi yang memenuhi persamaannya. Solusi persamaan diferensial

biasa terbagi dua yaitu solusi umum dan solusi khusus. Solusi umum PDB adalah

suatu keluarga fungsi yang memuat beberapa parameter dan memenuhi

persamaannya. Sedangkan solusi khusus PDB adalah suatu fungsi yang

merupakan anggota dari keluarga fungsi solusi umumnya.

Contoh : = 100 mempunyai solusi umum : = + 100
Diketahui : = 20. Carilah solusi khususnya!

Jawab : = + 100= 2020 = + 100 . 0
Jadi = 20 dan solusi khusus PD adalah : = + 100 ( Degeng, 2007).

2.3.2   Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial adalah persamaan yang memuat satu atau lebih

turunan parsial dengan dua atau lebih variabel bebas. Persamaan diferensial

parsial dikatakan linear jika hanya memuat derajad pertama dari variabel-variabel

bebasnya dan derivatif - derivatif parsialnya.

Contoh :

+ ab = 0
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adalah suatu solusi PDP dimana u adalah variabel dependen (yang dicari) ,

sedangkan x dan y adalah variabel – variabel independennya. Persamaan diatas

merupakan persamaan Laplace dua dimensi (Bronson, 2007).

2.4 Model Pertumbuhan Populasi

Populasi adalah kumpulan individu dari suatu spesies yang sama menempati suatu

tempat tertentu. Kedua kekuatan utama yang mempengaruhi pertumbuhan

populasi  yaitu angka kelahiran dan angka kematian yang mana dapat diukur dan

digunakan untuk memprediksi bagaimana ukuran populasi akan berubah menurut

waktu. Berdasarkan dari segi waktu, model pertumbuhan populasi dapat dibagi

menjadi model pertumbuhan kontinu dan model pertumbuhan diskrit. Model

pertumbuhan kontinu meliputi model eksponensial dan model logistik. Sedangkan

model pertumbuhan diskrit meliputi model linear homogen dan model diskrit

logistik.

2.4.1   Model Eksponensial

Model eksponensial merupakan model pertumbuhan yang sangat sederhana.

Model ini menjelaskan suatu populasi ideal dalam lingkungan yang tidak terbatas.

Pada model ini individu berkembang tidak dibatasi oleh lingkungan seperti

kompetisi dan keterbatasan akan suplai makanan. Laju perubahan populasi dapat

dihitung jika banyaknya kelahiran, kematian dan migrasi diketahui.

Prediksi bahwa jumlah populasi akan tumbuh secara ekponensial pertama kali

dicetuskan oleh Malthus (1798). Populasi yang tumbuh secara eksponensial
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pertama kali diamati terjadi di alam bebas. Dinamika populasi dapat di

aproksimasi dengan model ini hanya untuk periode waktu yang pendek saja.

Mengasumsikan bahwa laju pertumbuhan populasi terhadap waktu berbanding

lurus dengan jumlah populasi yang ada.

Misalkan N( ) menyatakan jumlah populasi pada saat dan diketahui bahwa

jumlah populasi saat = 0 = 0 adalah 0 , maka model matematikanya dapat

dituliskan : = ; dimana konstan (2.1)

Berikut ini adalah solusi jumlah populasi saat atau ( ) berdasarkan (2.1) :

= ∂t
ln = +
( ) =
( ) = .
( ) =

Karena ( ) = = ( ) = , maka :( ) = ( ) (2.2)

Keterangan :

a = daya tumbuh suatu populasi (intrinsic growth rate) / perbedaan antara angka

kelahiran dan kematian per kapita ( = angka kelahiran tahunan perkapita –

angka kematian tahunan per kapita ) / laju pertumbuhan populasi per kapita.
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Persamaan (2.2) dikenal sebagai Model Eksponensial pertumbuhan populasi /

Model pertumbuhan populasi Malthus.

Dari (2.2) dapat diperoleh :

( ) = ( )
ln ( ) = ln ( )
= ( ) ln ( )

(2.3)

Jika solusi (2.2) ditampilkan dalam bentuk grafik, maka didapatkan dua grafik

berikut :

Gambar.2.1
Grafik Pertumbuhan Eksponensial

Grafik untuk  a > 0
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Gambar.2.2

Grafik Pertumbuhan Eksponensial
Grafik untuk a < 0

Dari Gambar.2.1 jelas bahwa untuk > 0 diperoleh lim →∞ ( ) = ∞. Jika hasil ini

dikaitkan dengan jumlah suatu populasi, maka akan menimbulkan pertanyaan

apakah suatu populasi dapat berkembang sampai pada jumlah tak-hingga?

Gambar.2.2, untuk < 0 akan didapatkan lim →∞ ( ) = 0, yang mana jika dikaitkan

dengan jumlah populasi nampaknya hasil ini cukup logis.  Suatu populasi akan

mendekati kepunahan (akan habis) jika laju pertumbuhannya negatif.

Model ini memprediksi bahwa semakin besar suatu populasi akan semakin cepat

populasi tersebut tumbuh (Banks, 1994).
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2.4.2   Model Logistik

Model ini merupakan penyempurnaan dari model eksponensial dan pertama kali

diperkenalkan oleh Pierre Verhulst pada tahun 1838. Model pertumbuhan

eksponensial mengasumsikan sumberdaya yang tidak terbatas. Karena solusi pada

model Malthus tidak realistik, yaitu naik atau turun secara eksponensial dan juga

merupakan kasus yang tidak pernah ditemukan pada dunia nyata.

Sebagai contoh yaitu untuk populasi manusia pada suatu negara, tidak mungkin

pada waktu yang lama, banyaknya populasi manusia mendekati tak hingga.

Karena alam memiliki keterbatasan ruang, makanan ataupun daya dukung lainnya.

Para ahli ekologi mendefinisikan daya tampung (carrying capacity) sebagai

ukuran populasi maksimum yang dapat ditampung oleh suatu lingkungan tertentu

tanpa ada pertambahan atau penurunan ukuran populasi selama periode waktu

yang relatif lama. Daya tampung yang disimbolkan dengan adalah ciri

lingkungan, dengan demikian daya tampung bervariasi terhadap waktu dan ruang

dengan keberlimpahan sumberdaya yang terbatas.

Kepadatan dan keterbatasan sumberdaya dapat mempunyai dampak yang besar

pada laju pertumbuhan populasi. Jika individu tidak mendapatkan sumberdaya

yang mencukupi untuk bereproduksi, angka kelahiran per kapita akan menurun.

Jika mereka tidak memperoleh cukup energi untuk mempertahankan diri mereka

sendiri, angka kematian per kapita akan meningkat. Suatu penurunan dalam angka

kelahiran tahunan per kapita atau suatu peningkatan dalam angka kematian

tahunan per kapita akan mengakibatkan laju pertumbuhan populasi yang lebih

kecil.
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Model ini memasukkan batas untuk populasinya sehingga jumlah populasi dengan

model ini tidak akan tumbuh secara tak terhingga. Laju pertumbuhan populasi

akan terbatas akan ketersediaan makanan, tempat tinggal, dan sumber hidup

lainnya. Dengan asumsi tersebut, jumlah populasi dengan model ini akan selalu

terbatas pada suatu nilai tertentu. Pada masa tertentu jumlah populasi akan

mendekati titik kesetimbangan (equilibrium), pada titik ini jumlah kelahiran dan

kematian dianggap sama.

Verhulst menunjukkan bahwa pertumbuhan populasi tidak hanya bergantung pada

ukuran populasi tetapi juga pada sejauh mana ukuran ini dari batas atasnya seperti

daya tampung.  Dia memodifikasi model Malthus (eksponensial) untuk membuat

ukuran populasi sesuai baik untuk populasi sebelumnya dengan syarat ,

dan disebut koefisien vital dari populasi.

Suatu model logistik diawali dengan model pertumbuhan eksponensial dan

menciptakan suatu ekspresi yang mengurangi nilai ketika meningkat.  Jika

ukuran populasi maksimum yang dapat dipertahankan adalah , maka ( − )
akan memberikan petunjuk berapa banyak individu tambahan yang dapat

ditampung oleh lingkungan tersebut, dan = memberikan petunjuk

berapa fraksi yang masih tersedia untuk pertumbuhan populasi.

Persamaan yang telah dimodifikasi menggunakan syarat baru adalah :

= = = − (2.4)
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Dengan :

a : Laju pertumbuhan intrinsik

b : Pengaruh dari peningkatan kepadatan populasi

N : Jumlah populasi

: Carrying capacity

Solusi eksplisit persamaan logistik Verhulst dapat diperoleh jika model persamaan

tersebut merupakan persamaan terpisah. Jadi dari persamaan (2.4) dapat dilakukan

pemisahan variabel menjadi :

∫ 1− = ∫ 1 1 + −
Diperoleh :

N(t) = (2.5)

Persamaan (2.5) ini dikenal sebagai Model Pertumbuhan Logistik/Verhulst.

Jika persamaan  dilimitkan → ∞ , didapatkan (untuk > 0) :

Nmax = lim →∞ = (2.6)

(Bacaer, 2011).
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2.4.3 Ragam Model Logistik

Matematikawan Verhulst memodifikasi pertumbuhan ekponensial dari Malthus

dengan mengganti = , dengan = ( − ) untuk mendapatkan

persamaan yang logisitik. Persamaan logistik tidak hanya berlaku untuk populasi

manusia tetapi juga untuk populasi ikan, hewan dan tumbuhan seperti ragi, jamur

atau bunga liar.

Berikut adalah beberapa varian model logistik yang dasar yang dikenal untuk

penelitian dibidang kesehatan , biologi dan ekologi :

- Lingkungan terbatas

Populasi N(t) dari lalat mempunyai carrying capacity (daya dukung) M serangga.

Model pertumbuhan logistiknya adalah = , dengan gabungan laju

pertumbuhan dan kematian = ( − ) sehingga modelnya menjadi =( − ) .

- Penyebaran penyakit

Ukuran awal dari populasi rentan adalah M. Maka N dan M – N merupakan

jumlah infektif dan populasi rentan. Kesempatan penyebaran  penyakit yang tidak

dapat disembuhkan dengan laju populasi sebanding dengan infektif dan populasi

rentannya. Modelnya adalah = ( − ).
- Ledakan- kepunahan

Jumlah N (t) dari populasi buaya di rawa memenuhi = , dimana konstanta

kelahiran dan kematiannya K proporsional ke N – M dan M adalah thresold

population atau ambang batas populasi. Model logistiknya = ( − )
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menyebabkan kepunahan populasi awal lebih kecil daripada M dan ledakan

populasi berakhir N(t) → ∞ untuk populasi awal lebih besar  dari M. Model ini

mengabaikan pemanenan.

- Konstanta panen

Jumlah populasi N (t) ikan di danau dapat dipenuhi dengan model logistik= ( − ) − ℎ. Asalkan ikan dipanen pada tingkat konstanta ℎ > 0. Model

ini dapat ditulis = ( − )( − ) untuk laju pemanenan yang sedikit,

dimana P adalah daya dukung dan M adalah ambang batas populasi.

- Pemanenan variabel

Model logistik khusus pemanenan variabel adalah = ( − )( − ℎ ).
Hasil panen pada laju non-konstan sebanding dengan laju populasi pada saat N.

Akibatnya adalah untuk menurunkan laju pertumbuhan alamiah a dengan

tingkatan konstanta h pada model logistik biasa.

- Restocking

Persamaan = ( − ) − ℎ sin memodelkan populasi logistik yang

dipanen secara berkala dan diisi kembali dengan laju maksimal ℎ > 0. Periodenya

adalah = . Model persamaan ini mungkin punah untuk stok yang kurang dari

beberapa ambang batas populasi N0. Dan sebaliknya populasi stabil yang

berosilasi tentang daya dukung ideal dengan periode T.



21

2.5 Titik Infleksi

Titik infleksi adalah titik berhentinya sejenak suatu kenaikan atau penurunan.

Sebuah titik dikatakan titik belok dari sebuah fungsi jika fungsi tersebut berubah

dari cekung ke atas menjadi cekung ke bawah. Titik infleksi juga dikenal dengan

titik sadel, karena lengkungan di sekitar titik infleksi mirip sadel pada grafik. Titik

infleksi dicirikan oleh turunan pertama dan kedua fungsi pada titik itu yang sama

dengan nol. Di dalam ilmu lingkungan, titik infleksi dimaksudkan sebagai titik

belok dan lazim digunakan untuk menurunkan suatu pertumbuhan. Titik belok di

dalam matematika dicirikan oleh tak sinambungnya turunan pertama.

Pertumbuhan suatu populasi yang dipengaruhi oleh keterbatasan lingkungan

akaan mengikuti kurva sigmoid, kurva S atau kurva logistik. Pertumbuhan

populasi mempunyai titik infleksi ketika N = carrying capacity.

Pada saat inilah, pertumbuhan populasi secara nyata mulai mengalami penurunan,

sehingga tidak lagi mengikuti pola kurva S seperti semula. Jadi titik infleksinya

adalah saat pertumbuhan populasi mulai menurun secara nyata, sehingga

pertumbuhan menunjukkan pola logistik. Ketahanan lingkungan juga dapat

dianggap sebagai akibat kompetisi intraspesifik (antara jenis yang sama) pada

suatu populasi.
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2.6 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Misalkan suatu sistem persamaan diferensial dinyatakan sebagai berikut :̇ = ′( )̇ , ∈ ℝ
Titik ∈ ℝ disebut titik kesetimbangan (titik equilibrium) jika ( ) = 0
(Perko, 1991).

Titik ekuilibrium ∈ ℝ dikatakan ,

(1) Stabil lokal jika untuk setiap > 0 terdapat > 0sedemikian hingga untuk

setiap solusi ( ) yang memenuhi ‖ ( ) − ‖ < berlaku ‖ ( ) − ‖ <
untuk setiap ≥ .

(2) Stabil asimtotik lokal jika titik ekuilibrium ∈ ℝ stabil dan terdapat > 0
sedemikian hingga untuk setiap solusi ( ) yang memenuhi ‖ ( ) − ‖ <
berlaku lim → ( ) = .

(3) Tidak stabil jika titik ekuilibrium ∈ ℝ tidak memenuhi (1)

(Wiggins, 2003).



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilakukan di jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester genap tahun akademik

2016-2017.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian literatur yaitu buku-

buku dan jurnal online matematika sebagai penunjang berkaitan dengan

persamaan logistik pertumbuhan populasi (model Verhulst).

Dalam menyelesaikan tugas akhir ini, dilakukan dengan beberapa langkah,

sebagai berikut :

1. Menentukan model yang akan digunakan dalam penelitian ini.

2. Melakukan penurunan rumus untuk memperoleh solusi analitik dari model

yang dipilih.

3. Meng-aplikasikan model yang dipilih ke pertumbuhan populasi ikan lele.

4. Menyajikan model pertumbuhan Verhulst ke dalam bentuk grafik.

5. Menganalisis kestabilan pertumbuhan populasi ikan lele dengan model

Verhulst.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan, maka dapat diperoleh kesimpulan

sebagai berikut:

1. Dari model logistik pada pemanenan ikan diperoleh solusi analitik yaitu

( ) = − −− ( )1 − −− ( )
2. Apabila solusi analitik dari model logistik dengan konstanta panen kita

limitkan menuju tak hingga, maka diperoleh carrying capacity atau kapasitas

maksimum populasi pada saat P2 .

3. Titik infleksi atau titik belok dari pertumbuhan populasi ikan lele ketika

populasi awal 1450 kg adalah setengah dari carrying capacity yaitu 1250 kg.

4. Pada model pertumbuhan populasi Verhulst dengan konstanta panen

diperoleh dua titik tetap. Tetapi hanya satu titik yang stabil yaitu pada saat

jumlah populasi sama dengan daya dukung lingkungannya. Hal ini berarti

bahwa populasi akan selalu menuju daya dukung lingkungannya. Ketika

populasi awalnya sama dengan daya dukung lingkungannya, maka populasi

akan tetap konstan

Ketika populasi awalnya kurang dari daya dukung lingkungannya, maka

populasi akan meningkat menuju daya dukung lingkungannya. Dan ketika
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populasi awalnya lebih daya dukung lingkunganya, maka populasi akan

semakin menurun dan menuju daya dukung lingkungannya

5.   Apabila jumlah populasi awal lebih kecil dari ambang batas , maka

pemanenan tidak dapat dilakukan.
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