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ABSTRACT 

COMPARISON OF MEAN SQUARED ERROR (MSE)  

PRASAD-RAO AND JIANG-LAHIRI-WAN METHODS IN 

EMPIRICAL BEST LINEAR UNBIASED PREDICTION (EBLUP) 

  

By 

Rifa Rahma Pertiwi 

EBLUP is one of the methods in small area estimation which used for continues 

data by substituting the unknown variance of random effects into BLUP 

estimation. Accuration of an estimator can be known by evaluating it’s mean 

squared error. Several methods have been developed to estimate mean squared 

error of EBLUP. Prasad-Rao (1990) developed the estimator of MSE  (𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃) 
with expansion of Taylor series. Jiang-Lahiri-Wan (2002) developed the estimator 

of MSE  (𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃) with jackknife method. The aim of this  research is to compare 

the value of mean squared error in EBLUP with that two methods. Comparison is 

done empirically with the simulation data and helped by R 3.3.3 software. The 

result showed that  estimation of mean squared error EBLUP with Jiang-Lahiri-

Wan method is better because the values are smaller than MSE Prasad and Rao. 

 

Kata kunci: Small Area Estimation, Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

(EBLUP), Mean Squared Error (MSE). 

 



 

ABSTRAK 

PEMBANDINGAN MEAN SQUARED ERROR (MSE)  

METODE PRASAD-RAO DAN JIANG-LAHIRI-WAN PADA 

EMPIRICAL BEST LINEAR UNBIASED PREDICTION (EBLUP) 

  

Oleh 

Rifa Rahma Pertiwi 

Metode EBLUP merupakan salah satu metode pendugaan pada area kecil yang 

digunakan pada data kontinu dengan mensubstitusikan komponen ragam yang 

tidak diketahui ke dalam penduga BLUP. Keakuratan penduga dapat diperoleh 

dengan cara mengukur mean squared error-nya. Beberapa metode telah 

dikembangkan dalam pendugaan MSE EBLUP. Prasad dan Rao (1990) 

mengembangkan penduga bagi MSE (𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃) dengan menggunakan ekspansi 

deret Taylor. Jiang-Lahiri-Wan (2002) mengembangkan penduga bagi MSE 

(𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃) dengan menggunakan metode  jackknife. Penelitian ini bertujuan untuk 

membandingkan nilai dugaan mean squared error pada EBLUP dengan kedua 

metode tersebut. Perbandingan dilakukan secara empiris melalui data simulasi 

dengan bantuan software R 3.3.3. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa metode 

pendugaan mean squared error EBLUP dengan metode Jiang-Lahiri-Wan relatif 

lebih baik karena menghasilkan nilai yang lebih kecil dibanding MSE Prasad dan 

Rao. 

 

Kata kunci: Pendugaan Area Kecil, Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

(EBLUP), Mean Squared Error (MSE). 
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I. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

Suatu area disebut kecil apabila contoh yang diambil pada area tersebut tidak 

mencukupi untuk melakukan pendugaan langsung dengan hasil yang akurat. 

Pendekatan klasik untuk menduga parameter area kecil didasarkan pada aplikasi 

model desain penarikan sampel (design-based) yang dikenal sebagai pendugaan 

langsung (direct estimation). Dalam konteks survei, penduga dikatakan langsung 

apabila pendugaan terhadap parameter populasi di suatu area hanya didasarkan 

pada data sampel yang diperoleh dari area tersebut. Pendugaan langsung pada 

suatu area kecil merupakan penduga tak bias tetapi memiliki ragam yang besar 

karena diperoleh dari ukuran sampel yang kecil (Rao, 2003). 

 

Pendugaan tidak langsung (indirect estimation) merupakan salah satu upaya untuk 

menekan ragam yang besar pada area kecil yaitu dengan memanfaatkan informasi 

dari area sekitarnya yang berhubungan dengan parameter yang diamati. 

Pendugaan tidak langsung tersebut dikenal sebagai pendugaan area kecil atau 

lebih dikenal dengan Small Area Estimation (SAE). Berbagai metode pendugaan 

area kecil (small area estimation) telah dikembangkan khususnya menyangkut 

metode yang berbasis model (model-based estimator). Beberapa metode yang 

tergolong dalam metode berbasis model adalah metode Empirical Bayes (EB), 
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Hierarchical Bayes (HB), dan Empirical Best Linear Unbiased Prediction 

(EBLUP). Metode EB dan HB digunakan untuk data biner atau cacahan 

sedangkan metode EBLUP digunakan pada data kontinu. 

 

Metode EBLUP merupakan perluasan dari metode BLUP. Pada metode BLUP 

diasumsikan komponen ragam diketahui. Namun dalam kenyataannya, komponen 

ragam sulit untuk diketahui sehingga diperlukan pendugaan terhadap komponen 

ragam melalui data sampel. Metode EBLUP mensubstitusikan komponen ragam 

yang tidak diketahui ke dalam penduga BLUP. 

 

Keakuratan penduga dapat diperoleh dengan cara mengukur mean squared error-

nya. Semakin kecil mean squared error suatu penduga maka penduga semakin 

akurat. Beberapa metode telah dikembangkan dalam pendugaan MSE (𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃). 
Prasad dan Rao (1990) mengembangkan penduga bagi MSE (𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃) dengan 

menggunakan ekspansi deret Taylor. Jiang-Lahiri-Wan (2002) mengembangkan 

penduga bagi MSE (𝜃𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃) dengan menggunakan metode  jackknife. Jackknife 

merupakan suatu teknik resampling yang secara khusus digunakan untuk 

menentukan ragam dan bias dugaan. Prinsip metode Jackknife adalah dengan cara 

menghilangkan satu buah data dan mengulanginya sebanyak jumlah sampel data 

yang ada. Penelitian sebelumnya Jiang, Lahiri dan Wan (2002) dalam Rao (2003) 

membandingkan MSE EBLUP tersebut namun tanpa peubah penyerta. 

 

Berdasarkan uraian tersebut, pada penelitian ini penulis tertarik untuk 

membandingkan nilai dugaan mean squared error pada penduga EBLUP 

menggunakan metode yang dikembangkan Prasad dan Rao dengan metode yang 
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dikembangkan Jiang-Lahiri-Wan dengan mengikutsertakan peubah penyerta. 

Perbandingan akan dilakukan secara empiris melalui data simulasi dengan 

bantuan software R 3.3.3. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah membandingkan nilai dugaan mean squared 

error pada penduga EBLUP menggunakan metode yang dikembangkan Prasad 

dan Rao dengan metode yang dikembangkan Jiang-Lahiri-Wan. 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah informasi mengenai perbandingan 

nilai dugaan mean squared error pada penduga EBLUP menggunakan metode 

yang dikembangkan Prasad dan Rao dengan metode yang dikembangkan Jiang-

Lahiri-Wan.



 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Pendugaan Area Kecil 

Suatu area disebut kecil apabila contoh yang diambil pada area tersebut tidak 

mencukupi untuk melakukan pendugaan langsung dengan hasil dugaan yang 

akurat. Penaksiran parameter di area kecil dapat dilakukan dengan dua cara, yaitu 

penaksiran langsung (direct estimation) dan penaksiran tidak langsung (indirect 

estimation). Model desain penarikan sampel digunakan pada penaksiran langsung. 

Akan tetapi, penaksiran ini tidak dapat menghasilkan ketelitian yang cukup jika 

ukuran sampel dari small area yang diamati sangat kecil. Untuk membuat dugaan 

yang akurat dalam area kecil, maka digunakan pendugaan tidak langsung, yaitu 

dengan “meminjam kekuatan” dari peubah pendukung yang berkaitan dengan 

parameter yang ingin diduga (Rao, 2003).  

 

Pendugaan tidak langsung pada area kecil inilah yang biasa disebut pendugaan 

area kecil (small area estimation). Menurut Longford (2005) pendugaan area kecil 

merupakan suatu metode yang digunakan untuk menduga parameter pada area 

kecil dengan memanfaatkan informasi dari luar area, dari dalam area itu sendiri, 

dan dari luar survei. 
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2.2 Model Area Kecil 

Model area kecil merupakan model dasar dalam pendugaan area kecil. Dalam 

pendugaan area kecil terdapat dua jenis model dasar yang digunakan (Rao, 2003), 

yaitu : 

 

2.2.1 Basic Area Level (Type A) Model 

Basic Area Level Model atau dapat disebut sebagai model berbasis area 

merupakan model yang didasarkan pada ketersediaan data pendukung yang hanya 

ada untuk level area tertentu, yaitu 𝒙 = , , … , 𝑝 . Parameter small area 

yang ingin diamati adalah 𝜃 . Parameter small area  ini berhubungan linear 

dengan 𝒙  mengikuti model linear berikut : 

 𝜃 = 𝒙 𝜷 + 𝑣                     𝑖 = , , … ,𝑚                     (2.1) 

 

dengan 𝑣 ~ , 𝐴  sebagai pengaruh acak yang diasumsikan menyebar normal, 

sedangkan  merupakan konstanta positif yang diketahui dan 𝜷 = ,… , 𝑝  

adalah vektor koefisien regresi berukuran × . Kesimpulan mengenai 𝜃  dapat 

diketahui dengan mengasumsikan bahwa model penduga langsung  telah 

tersedia, yaitu : 

 = 𝜃 + 𝑒                  i = 1, 2, ..., m                          (2.2) 

 

dengan sampling error 𝑒 ~ ,  dan  diketahui. Dari kombinasi persamaan 

(2.1) dan (2.2) didapatkan model gabungan : 
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= 𝒙 𝜷 + 𝑣 + 𝑒                 i = 1, 2, ..., m                     (2.3) 

 

dengan asumsi 𝑣  dan 𝑒  saling bebas. Rao (2003) menyatakan bahwa model 

tersebut merupakan bentuk khusus dari model linear campuran. 

 

2.2.2 Basic Unit Level (Type B) Model 

Basic Unit Level Model atau model berbasis unit merupakan suatu model dimana 

data pendukung yang tersedia bersesuaian secara individu dengan data respon, 

misal 𝒙  =  , … , 𝑝  artinya untuk masing-masing anggota populasi j 

dalam masing-masing area kecil i, namun terkadang cukup dengan rata-rata 

populasi 𝑋�̅� diketahui saja. 

 

2.3 Model Fay-Herriot 

Model ini diperkenalkan oleh Fay dan Herriot (1979) sebagai model dasar untuk 

menaksir pendapatan per kapita pada small area (dengan populasi yang kurang 

dari 1.000 jiwa penduduk) di Amerika Serikat menggunakan model dua level 

berikut : 

 
Level 1 : |𝜃 ~ 𝜃 ,  

Level 2 : 𝜃 ~ , 𝐴  

 
Model dua level diatas dapat dituliskan sebagai model linear campuran : 

 = 𝜃 + 𝑒 = 𝒙 𝜷 + 𝑣 + 𝑒              𝑖 = , , … ,𝑚            (2.4) 

 

Model Fay-Herriot ini merupakan kasus model area level seperti pada persamaan 

(2.3) dengan = , sementara 𝑣 ~ , 𝐴  dan 𝑒 ~ , . 
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2.4 Metode Empirical Best Linear Unbiased Predictions (EBLUP) 

Asumsi dasar dalam pengembangan untuk model pendugaan area kecil adalah 

keragaman di dalam area kecil peubah respon dapat diterangkan oleh hubungan 

keragaman yang bersesuaian pada informasi tambahan yang disebut pengaruh 

tetap. Asumsi lainnya yaitu bahwa keragaman spesifik area kecil tidak dapat 

diterangkan oleh informasi tambahan dan merupakan pengaruh acak area kecil. 

Gabungan dari dua asumsi tersebut membentuk model pengaruh campuran. Salah 

satu sifat yang menarik dalam model campuran adalah kemampuan dalam hal 

menduga kombinasi linear dari pengaruh tetap dan pengaruh acak. Henderson 

mengembangkan teknik penyelesaian model pengaruh campuran untuk 

memperoleh prediksi tak-bias linear terbaik (best linear unbiased prediction / 

BLUP). Menurut Rao (2003), BLUP merupakan suatu pendugaan parameter yang 

meminimumkan mean squared error (MSE) diantara kelas-kelas pendugaan 

parameter linear tak bias lainnya. BLUP dihasilkan dengan asumsi bahwa 

komponen ragam diketahui. Namun faktanya, komponen ragam sulit bahkan tidak 

diketahui. Oleh karena itu, diperlukan pendugaan komponen ragam tersebut 

melalui data sampel. Model dasar dalam pengembangan pendugaan area kecil 

didasarkan pada bentuk model linier campuran sebagai berikut : 

 = 𝒙 𝜷 + 𝑣 + 𝑒  

 

Dimana  

  :  nilai pendugaan langsung berdasarkan rancangan survei 𝒙 :  vektor variabel pendukung yang elemen-elemennya diketahui 𝜷  :  vektor parameter berukuran px1 
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𝑣  :  pengaruh acak area kecil dengan asumsi 𝑣 ~ , 𝐴  𝑒   : sampling error yang tidak terobservasi dengan asumsi 𝑒 ~ ,   

 

Menurut Rao (2003)  penduga BLUP yang terbentuk bagi 𝜃 = 𝒙 𝜷 + 𝑣  adalah : 

 𝜃 𝐿 = 𝒙 �̃�  + 𝑣 = 𝒙 �̃� + − 𝒙  �̃�                            (2.5) 

 

Sementara penduga bagi pengaruh acak 𝑣  dari penduga BLUP menurut 

McCulloh dan Searle diacu dalam Nissinen (2009) dihasilkan dari : 

 𝑣 = 𝑣 |   = 𝑣 + 𝑣 𝑣 , [𝑣 ]− [ − ]         = + 𝐴[𝐴 + ]− [ − 𝒙𝒊𝑻 �̃�]                                             
= 𝐴𝐴 + ( − 𝒙𝒊𝑻 �̃� = ( − 𝒙𝒊𝑻 �̃�                                         .  

 

Sedangkan �̃� merupakan penduga bagi 𝜷 yang dapat diperoleh dengan metode 

generalized least square dengan mendiferensialkan − 𝑿𝜷 𝑉− − 𝑿𝜷  

terhadap 𝜷 dimana =  , 𝑿 = 𝒙  dan 𝑉 = + 𝐴 sebagai berikut : 

 𝜕 ( − 𝑿𝜷 𝑉− − 𝑿𝜷𝜕𝜷 = 𝜕 𝑉− − 𝑿 𝑉− 𝜷 + 𝑋 𝜷 𝑉− 𝑿𝜷𝜕𝜷  

= − 𝑿 𝑉−  + 𝑿 𝑉−  𝑿𝜷        
 

Untuk memperoleh nilai penduga bagi 𝜷, hasil tersebut disamakan dengan nol, 

sehingga 

 − 𝑿 𝑉−  + 𝑿 𝑉−  𝑿𝜷 =  𝑿 𝑉−  𝑿𝜷 = 𝑿 𝑉−   𝑿 𝑉−  𝑿𝜷 = 𝑿 𝑉−   
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�̃� = 𝑿 𝑉−  𝑿 − 𝑿 𝑉−     
�̃� = ∑ 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻𝑖+𝑚= − ∑ 𝒙𝒊𝑦𝑖𝑖+𝑚=                                (2.7) 

 

Sehingga persamaan (2.5) menjadi  

 𝜃 𝐿 = 𝒙𝒊𝑻�̃�  + ( − 𝒙𝒊𝑻 �̃�  

            = 𝒙𝒊𝑻 ∑ 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻𝑖+𝑚= − ∑ 𝒙𝒊𝑦𝑖𝑖+𝑚= +  

               + 𝑖 ( − 𝒙𝒊𝑻  ∑ 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻𝑖+𝑚= − ∑ 𝒙𝒊𝑦𝑖𝑖+𝑚= )                                     (2.8) 

                            

Penduga BLUP pada persamaan (2.8) masih bergantung pada komponen ragam 𝐴 

yang pada prakteknya tidak diketahui nilainya, sehingga harus ditaksir dari data. 

Dengan mensubstitusi �̂�  ke 𝐴 pada persamaan (2.8) diperoleh penduga EBLUP 

bagi 𝜃 = 𝒙 𝜷 + 𝑣  sebagai berikut : 

 𝜃 𝐿 = 𝒙𝒊𝑻 �̂� +  �̂� − 𝒙𝒊𝑻 �̂�                            (2.9) 

Dengan  

�̂� = �̂��̂� + ,    untuk 𝑖 = , , … ,𝑚. 
Dan  �̂� = ∑ 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻𝑖+ ̂𝑚= − ∑ 𝒙𝒊𝑦𝑖𝑖+ ̂𝑚=                                 (2.10) 

 

Dimana �̂� dan �̂� merupakan nilai  dan �̃� saat 𝐴 disubstitusikan dengan nilai 

dugaannya �̂�.  
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Menurut Wan (1999) nilai �̂� tersebut dapat diperoleh dengan metode moment 

yaitu �̂� = max , �̂�  

Dimana �̂� = 𝑚−𝑝∑ [( − 𝒙𝒊𝑻�̂� 𝐿 − − ℎ ]𝑚=                    (2.11) 

Dengan  ℎ = 𝒙𝒊𝑻(∑ 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻𝑚= − 𝒙𝒊  
Dan �̂� 𝐿 = (∑ 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻𝑚= − ∑ 𝒙𝒊𝑚=   

 

2.5 Mean Squared Error (MSE) Pada EBLUP 

Misalkan 𝜃 merupakan suatu parameter dan 𝜃 merupakan taksiran dari parameter 𝜃. MSE dari 𝜃 didefinisikan sebagai berikut : 

 

Misalkan E[𝜃 ] = a, yang belum tentu 𝜃, 
MSE[𝜃 ]  = E [(𝜃 −  𝜃 ] 

=  E [(𝜃 − a + a −  𝜃 ] 
=  E [(𝜃 −  + (𝜃 −  −  𝜃 + −  𝜃 ] 
= E [(𝜃 −  ] + E[(𝜃 −  ] −  𝜃 + E[ −  𝜃 ] 
= E [(𝜃 −  ] + E[(𝜃 −  ]⏟        −  𝜃 + E −  𝜃  =  

 

MSE[𝜃 ] = 𝑣 [𝜃 ] + [ 𝑖 𝜃 ]   ; karena E[(𝜃 −  ] =  
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Berdasarkan definisi MSE tersebut, jika 𝜃 yang diperoleh unbiased, maka MSE 

dari 𝜃 akan sama dengan variansi dari 𝜃. Sedangkan standar error dari 𝜃 

didefinisikan sebagai akar kuadrat positif dari MSE[𝜃 ]. 
Nilai MSE dari suatu taksiran parameter memiliki peranan penting untuk 

diketahui, diantaranya adalah untuk mengukur seberapa baik taksiran parameter 

yang diperoleh. 

 

2.5.1  MSE EBLUP Prasad dan Rao 

Prasad dan Rao (1990) mendefinisakan MSE θ̂iEBLUP  sebagai berikut : 

 MSE θ̂iEBLUP   = E θ̂iEBLUP − θi  

= MSE θ̂iBLUP + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]    (2.12) 

 

Dimana MSE θ̂iBLUP  dijabarkan sebagai berikut : MSE(θ̂iBLUP =  E θ̂iBLUP − θi  =  E [θ̂iBLUP − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 ]  

=  E [(𝒙𝒊𝑻�̃� + 𝐴𝐴 + 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻 �̃� ) − (𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝑣 ]  

=  E [(𝒙𝒊𝑻�̃� + 𝐴𝐴 + 𝑖 − 𝐴𝐴 + 𝑖 𝒙𝒊𝑻 �̃�) − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 ]  

= E [  
  
( 
 𝒙𝒊𝑻�̃� + 𝐴𝐴 + − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻 �̃� + 𝒙𝒊𝑻𝜷 − 𝒙𝒊𝑻𝜷 +𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻𝜷− 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻𝜷 ) 

 − (𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝑣 ]  
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= E [(𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝐴𝐴 + − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝒙𝒊𝑻�̃� − 𝒙𝒊𝑻𝜷 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻�̃� + 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻𝜷)
− (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 ]  

= E [(𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝐴𝐴 + − 𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝒙𝒊𝑻 �̃� − 𝜷 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻 �̃� − 𝜷 ) − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 ]  

= E [(𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝐴𝐴 + − 𝒙𝒊𝑻𝜷 + (𝒙𝒊𝑻 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻) �̃� − 𝜷 ) − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 ]  

= E [   
 (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝐴𝐴 + − 𝒙𝒊𝑻𝜷 − (𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝑣 )⏟                          + (𝒙𝒊𝑻 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻) �̃� − 𝜷⏟                ]   

 
 

= E [(𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝐴𝐴 + − 𝒙𝒊𝑻𝜷 − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 )] +  E [(𝒙𝒊𝑻 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻) �̃� − 𝜷 ]
+ 𝑣[ 𝑖 , 𝑖𝑖 ] 

= E [(𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝐴𝐴 + − 𝒙𝒊𝑻𝜷 − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 )]
+ E [(𝒙𝒊𝑻 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻) �̃� − 𝜷 ]                                                          .  

Dengan 

E [(𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝐴𝐴 + − 𝒙𝒊𝑻𝜷 − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 )]  

= E [(𝒙𝒊𝑻𝜷+ 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − (𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝑣 )]  

= E [ 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 ]  

= E [( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 ) . ( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 ) ]  
= E [( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 ) .  ( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 )] 
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= E [( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 ) .  ( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 − 𝑣 )] 
= E [( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 ) .  ( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒 )] − E ( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒  𝑣 ) − 

     E ( 𝐴𝐴 + 𝑣 + 𝑒  𝑣 ) + E  𝑣 𝑣  

= ( 𝐴𝐴 + ) E  𝑣 𝑣 − 𝑣 𝑒 − 𝑣 𝑒 + 𝑒 𝑒 − ( 𝐴𝐴 + )E  𝑣 𝑣 − 𝑒 𝑣 − 

    ( 𝐴𝐴 + )E  𝑣 𝑣 − 𝑣 𝑒 +  E  𝑣 𝑣  

= ( 𝐴𝐴 + ) [E  𝑣 𝑣 − E 𝑣 𝑒 − E 𝑣 𝑒 + E 𝑒 𝑒 ] − 

    ( 𝐴𝐴 + ) [E 𝑣 𝑣 − E 𝑒 𝑣 ] − ( 𝐴𝐴 + ) [E 𝑣 𝑣 − E 𝑣 𝑒 ] +  E  𝑣 𝑣  

= ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 − − + − ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 − − ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 − +  𝐴 

= ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 + − ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 − ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 +  𝐴 

= 𝐴𝐴 + − ( 𝐴𝐴 + ) 𝐴 +  𝐴 

= 𝐴𝐴 + − 𝐴𝐴 + +  𝐴 

=  𝐴 − 𝐴𝐴 +  

= 𝐴 𝐴 + − 𝐴𝐴 +  

= 𝐴 + 𝐴 − 𝐴𝐴 +  

= 𝐴𝐴 + = 𝑔 𝑖 𝐴                                                                                                                 .  
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Dan 

E [(𝒙𝒊𝑻 − 𝐴𝐴 + 𝒙𝒊𝑻) (�̃� − 𝜷 ] =  E [( − 𝐴𝐴 + )𝒙𝒊𝑻(�̃� − 𝜷 ]  

= ( − 𝐴𝐴 + ) E [𝒙𝒊𝑻(�̃� − 𝜷 ]  

= ( − 𝐴𝐴 + ) E[ 𝒙𝒊𝑻(�̃� − 𝜷 . (�̃� − 𝜷 𝒙𝒊𝑻 ] 
= ( − 𝐴𝐴 + ) E [𝒙𝒊𝑻(�̃� − 𝜷  (�̃� − 𝜷 𝒙𝒊] 
= ( − 𝐴𝐴 + ) 𝒙𝒊𝑻 E [(�̃� − 𝜷  (�̃� − 𝜷 ] 𝒙𝒊                                                                  .  

 (�̃� − 𝜷  = 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻+ 𝐴 − ( 𝒙𝒊+ 𝐴 ) − − 𝑣 − 𝑒𝒙𝒊𝑻  

= 𝒙𝒊𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 − 𝒙𝒊𝒙𝒊 . − 𝑣 − 𝑒𝒙𝒊𝑻 = 𝒙𝒊𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 − 𝒙𝒊 − 𝒙𝒊𝑣 − 𝒙𝒊𝑒𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻  

= 𝒙𝒊𝑣 + 𝒙𝒊𝑒𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 = 𝒙𝒊 𝑣 + 𝑒𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻                                                                                   .  

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.16) ke persamaan (2.15) diperoleh : 

= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 E [(�̃� − 𝜷  (�̃� − 𝜷 ] 𝒙𝒊 
= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 E [ 𝒙𝒊 𝑣 + 𝑒𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻  𝑣 + 𝑒𝒙𝒊𝑻𝒙𝒊 ] 𝒙𝒊 
= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊 E [ 𝑣 + 𝑒 𝑣 + 𝑒𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊𝑻𝒙𝒊 ] 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊 
= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊  [ E  𝑣 𝑣 + E 𝑣 𝑒 + E 𝑣 𝑒 + E 𝑒 𝑒𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊𝑻𝒙𝒊 ] 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊 
= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊  [ 𝐴 + + + 𝑖𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊𝑻𝒙𝒊 ] 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊 



15 

 

= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻  𝐴 + 𝑖  𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊 
= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝒙𝒊𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻  𝐴 + 𝑖  

= ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝐴 + 𝑖 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻   𝒙𝒊 =  𝑔 𝑖 𝐴                                                       .  

(Amaliana, 2012) 

Sehingga, dengan mensubstitusikan persamaan (2.14) dan (2.17) ke persamaan 

(2.13), diperoleh  MSE(θ̂iBLUP = 𝑔 𝑖 𝐴 +  𝑔 𝑖 𝐴  

= 𝐴 𝑖𝐴 + 𝑖 + ( − 𝐴𝐴 + 𝑖) 𝒙𝒊𝑻 𝐴 + 𝑖 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻   𝒙𝒊                                 .  

Oleh karena itu persamaan (2.12) menjadi : MSE (θ̂iEBLUP = MSE(θ̂iBLUP + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]  = 𝑔 𝑖 𝐴 +  𝑔 𝑖 𝐴 + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]                       (2.19) 

 

Prasad dan Rao (1990) menggunakan aproksimasi deret Taylor untuk menghitung E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]  sebagai berikut : θ̂iEBLUP = 𝜃�̂� �̂�  dan θ̂iBLUP = 𝜃�̂� 𝐴  

Dengan menggunakan aproksimasi deret Taylor orde pertama dari θ̂iEBLUP 

disekitar A, maka 

θ̂iEBLUP ≈ θ̂iBLUP + 𝜕(θ̂iBLUP𝜕𝐴 (�̂� − 𝐴  

θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ≈ 𝜕(θ̂iBLUP𝜕𝐴 (�̂� − 𝐴  

[θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP] ≈ [𝜕(θ̂iBLUP𝜕𝐴 (�̂� − 𝐴 ]  
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𝜕(θ̂iBLUP𝜕𝐴 ≈ 𝜕 𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝐴𝐴 + 𝑖 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝒙𝒊𝑻 − 𝐴𝐴 + 𝑖 𝒙𝒊𝑻 �̃� − 𝜷𝜕𝐴  

≈ 𝜕 𝒙𝒊𝑻𝜷 + 𝐴𝐴 + 𝑖 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻𝜷 + − 𝐴𝐴 + 𝑖 𝒙𝒊𝑻 �̃� − 𝜷𝜕𝐴  

≈ 𝜕 𝒙𝒊𝑻𝜷𝜕𝐴 + 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻𝜷𝜕𝐴 + 𝜕 − 𝐴𝐴 + 𝑖 𝒙𝒊𝑻 �̃� − 𝜷𝜕𝐴  

Dengan asumsi 
𝜕 − 𝐴𝐴+ 𝑖 𝒙𝒊𝑻(�̃�−𝜷𝜕 ≈  , maka diperoleh 

𝜕(θ̂iBLUP𝜕𝐴 ≈ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻𝜷𝜕𝐴  

Sehingga 

[θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP] ≈ [ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻𝜷𝜕𝐴 )(�̂� − 𝐴 ]  

E [θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP] ≈ E [ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻𝜷𝜕𝐴 ) (�̂� − 𝐴 ]  

≈ E [  
 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 𝑣 + 𝑒 ) 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 𝑣 + 𝑒 ) ]  

  E [(�̂� − 𝐴 (�̂� − 𝐴 ] 
≈  E [  

 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) 𝑣 + 𝑒 𝑣 + 𝑒 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) ]  
  𝑣 (�̂�  

≈ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 )  E[ 𝑣 + 𝑒 𝑒 + 𝑣 ] 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) 𝑣 (�̂�  
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≈ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 )  E[𝑣 𝑒 + 𝑣 𝑣 + 𝑒 𝑒 + 𝑒 𝑣 ] 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) 𝑣 (�̂�  

≈ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) [ + 𝐴 + 𝑖 + ] 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) 𝑣 (�̂�  

≈ 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) 𝐴 + 𝑖 𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) 𝑣 (�̂�  

dengan 

𝜕 𝐴𝐴 + 𝑖𝜕𝐴 ) = 𝜕𝜕𝐴 ( 𝐴 𝐴 + 𝑖 −  

= . 𝐴 + 𝑖 − + − 𝐴 + 𝑖 − . . 𝐴 

= 𝐴 + 𝑖𝐴 + 𝑖 − 𝐴𝐴 + 𝑖 = 𝑖𝐴 + 𝑖  

Sehingga diperoleh : E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]  

≈ 𝑖𝐴 + 𝑖 𝐴 + 𝑖 ( 𝑖𝐴 + 𝑖 )  𝑣 (�̂�  

= 𝑖𝐴 + 𝑖 𝑣 (�̂�  

= 𝑖𝐴 + 𝑖 𝑚− 𝐴 + 𝑖  

= 𝑖𝑚 𝐴 + 𝑖 = 𝑔 𝑖 𝐴                                                                                              .  
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Sehingga persamaan (2.19) menjadi : MSE (θ̂iEBLUP = MSE(θ̂iBLUP + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]                             = 𝑔 𝑖 𝐴 +  𝑔 𝑖 𝐴 + 𝑔 𝑖 𝐴                                                (2.21) 

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, bahwa pada EBLUP nilai yang 

digunakan adalah dugaan pengaruh acak (�̂� . Dengan mensubstitusikan �̂� ke 

persamaan (2.11) maka diperoleh : MSE (θ̂iEBLUP = MSE(θ̂iBLUP + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBLUP ]                             = 𝑔 𝑖(�̂� +  𝑔 𝑖(�̂� + 𝑔 𝑖(�̂�                                               (2.22)                  

Namun, 𝑔 𝑖(�̂�  tersebut bersifat bias terhadap 𝑔 𝑖 𝐴  sehingga perlu dicari nilai 𝑔 𝑖(�̂�  yang tak bias. Prasad dan Rao (1990) memperoleh nilai 𝑔 𝑖(�̂�  yang tak 

bias dengan menggunakan ekspansi deret Taylor dari 𝑔 𝑖(�̂� disekitar 𝐴 dan 

selanjutnya menghitung ekspektasinya. Sehingga diperoleh bahwa 𝑔 𝑖 𝐴  = 𝑔 𝑖(�̂� + 𝑔 𝑖(�̂� . 

Sehingga MSE EBLUP yang diperoleh sebagai berikut : MSE (θ̂iEBLUP =  𝑔 𝑖(�̂� + 𝑔 𝑖(�̂� + 𝑔 𝑖(�̂�                     (2.23) 

Dengan 

𝑔 𝑖(�̂� = �̂� 𝑖�̂� + 𝑖 , 
𝑔 𝑖(�̂� = − �̂��̂� + 𝑖 𝒙𝒊𝑻 �̂� + 𝑖 𝒙𝒊𝒙𝒊𝑻  𝒙𝒊 , 

𝑔 𝑖(�̂� =  𝑖𝑚 (�̂� + 𝑖  

(Prasad dan Rao, 1990) 
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2.5.2  MSE EBLUP Dengan Metode Jackknife Jiang-Lahiri-Wan 

Jiang, Lahiri dan Wan (2002) mengembangkan penduga jackknife untuk MSE 

EBLUP sebagai berikut : MSE θ̂iEBLUP =  E θ̂iEBLUP − θi           =  E [ θ̂iBP − θi ] + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]  

Dimana E [(θ̂iBP − θi ]  merupakan MSE(θ̂iBP = 𝑔 𝑖 𝐴 =  𝐴𝐴+   
( persamaan (2.14) ), sehingga 

 MSE θ̂iEBLUP =  E [ θ̂iBP − θi ] + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]  

                        =  MSE(θ̂iBP + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]  

                       =  𝑔 𝑖 𝐴 + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]                                             (2.24) 

 

Karena pada EBLUP nilai 𝐴 tidak diketahui sehingga perlu dilakukan pendugaan 

terhadap nilai 𝐴 tersebut dengan persamaan (2.10). Dengan mensubstitusikan nilai �̂� ke 𝐴 maka diperoleh : MSE θ̂iEBLUP =  𝑔 𝑖(�̂� + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]                 (2.25) 

Dimana 

𝑔 𝑖(�̂� = �̂� �̂� + , 
Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, bahwa 𝑔 𝑖(�̂� = ̂ 𝑖̂ + 𝑖 bersifat bias, 

berbeda dengan Prasad dan Rao yang medapatkan nilai tersebut dengan ekspansi 

deret Taylor, Jiang-Lahiri-Wan menggunakan konsep jackknife untuk mengoreksi 

bias 𝑔 𝑖(�̂�  sebagai berikut : 
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MSE θ̂iEBLUP =  𝑔 𝑖(�̂� + E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ] +  E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]  

=  𝑔 𝑖(�̂� − 𝑚 −𝑚 ∑ 𝑔 𝑖(�̂�−𝑢 − 𝑔 𝑖(�̂� 𝑚
𝑢=⏟                      +  E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ]  

                         Bias koreksi bagi 𝑔 𝑖(�̂�   

 

Selanjutnya menggunakan konsep jackknife untuk mengestimasi bias  

E[ θ̂iEBLUP − θ̂iBP ] = 𝑚 −𝑚 ∑ 𝜃( ; �̂�−𝑢 − 𝜃( ; �̂� 𝑚
𝑢=  

Sehingga diperoleh mean squared error Jiang-Lahiri-Wan sebagai berikut : 

𝐽𝐿𝑊 𝜃 𝐿 =  𝑔 𝑖(�̂� − 𝑚 −𝑚 ∑ 𝑔 𝑖(�̂�−𝑢 − 𝑔 𝑖(�̂� 𝑚
𝑢= + 

𝑚 −𝑚 ∑ 𝜃( ; �̂�−𝑢 − 𝜃( ; �̂�                             .𝑚
𝑢=  

Dimana 

𝜃( ; �̂� = 𝜃 𝐿 = 𝒙𝒊𝑻 �̂� +  �̂��̂� + 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻 �̂�  

𝜃( ; �̂�−𝑢 =  𝒙𝒊𝑻 �̂�−𝒖 + �̂�−𝑢�̂�−𝑢 + 𝑖 − 𝒙𝒊𝑻 �̂�−𝒖  

𝑔 𝑖(�̂� = �̂� �̂� +  

𝑔 𝑖(�̂�−𝑢 = �̂�−𝑢 �̂�−𝑢 +  

�̂�−𝑢 dan �̂�−𝑢 merupakan penduga �̂� dan �̂� setelah menghapus data area ke-u. 

Sehingga pada 𝐽𝐿𝑊 𝜃 𝐿  ini, untuk mendapatkan nilai 𝜃( ; �̂�−𝑢  harus 

dilakukan pendugaan ulang terhadap �̂�−𝑢 dan �̂�−𝑢 untuk setiap area ke-u yang 

dihapus sejumlah banyaknya area.  



 

III. METODE PENELITIAN 

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2016/2017, 

bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung, Lampung.  

 

3.2 Data Penelitian 

Data yang digunakan dalam kajian skripsi ini adalah berupa data simulasi dengan 

bantuan software R 3.3.3 dan sebaran data berdistribusi normal. Pada kajian ini 

penulis menetapkan nilai 𝐴 dan Di serta banyaknya area m berdasarkan penelitian 

sebelumnya dimana Jiang, Lahiri dan Wan (2002) dalam Rao (2003) menetapkan 

nilai 𝐴 = Di =  dan banyaknya area m = 30, 60 dan 90.  

 

3.3  Metode Penelitian 

Metode pendugaan MSE yang digunakan dalam penelitian ini yaitu mean squared 

error Prasad dan Rao (1990) yang dikembangkan dengan aproksimasi deret 

Taylor serta Jiang-Lahiri-Wan (2002) dengan konsep jackknife. 
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Model dasar yang digunakan dalam penelitian ini adalah model dua tahap Fay 

Herriot, dimana Model Fay-Herriot ini merupakan kasus model area level. 

Level 1 : 𝑖|𝜃𝑖~ 𝜃𝑖 , Di  

Level 2 : 𝜃𝑖~ 𝒙𝒊𝑻𝜷, 𝐴  

Model dua level ini dapat ditulis sebagai model linear campuran seperti pada 

persamaan (2.4).  

 

Simulasi pada software R 

1. Membangkitkan peubah acak 𝑖 sebagai peubah penyerta bagi variabel 

respon 𝑖 , digunakan empat peubah penyerta sebagai berikut : ~ ,  , ~ . , . , ~ , , ~ . , .  

Nilai tengah dan ragan masing masing variabel x tersebut diambil dari nilai 

tengah dan ragam variabel penyerta yang memengaruhi pengeluaran per kapita 

setiap kecamatan di Kabupaten Brebes tahun 2013 dimana pada penelitian 

sebelumnya Ningtyas et al (2015) menggunakan data jumlah kelahiran penduduk 

(X1), jumlah kematian penduduk (X2), jumlah penduduk yang memiliki 

kendaraan roda 2 (X3) dan jumlah sarana kesehatan (puskesmas, poliklinik 

kesehatan desa, balai pengobatan, rumah sakit khusus, rumah bersalin dan rumah 

sakit umum) (X4). 

Masing masing dibangkitkan sejumlah banyaknya area yaitu 30, 60 dan 90. 

2. Membangkitkan data 𝑒𝑖 = 𝑒 , 𝑒 , … , 𝑒𝑚  sebagai sampling error dengan 𝑒𝑖~ ,  

3. Menetapkan nilai 𝜷, pada penelitian ini digunakan empat nilai 𝜷 yaitu  
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-0.000380 , 0.001278 , 0.000122 , -0.022920 yang diperoleh dari penelitian 

sebelumnya oleh Ningtyas et al (2015) menggunakan data pengeluaran per kapita 

setiap kecamatan di Kabupaten Brebes tahun 2013.  

4. Membangkitkan data 𝜃𝑖~ 𝒙𝒊𝑻𝜷,  sejumlah banyaknya area yaitu 30, 60 

dan 90. 

5. Memperoleh data 𝑖 sebagai nilai pendugaan langsung dimana 𝑖 = 𝜃𝑖 + 𝑒𝑖 
6. Menghitung nilai dugaan ragam pengaruh acak (�̂�  

7. Menghitung nilai dugaan mean squared error Prasad dan Rao (1990) 𝑆𝐸𝑃𝑅 𝜃𝑖𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃  dengan mensubstitusikan hasil dugaan ragam pengaruh acak 

(�̂�  (langkah 6) ke persamaan (2.23)  

8. Menghitung nilai dugaan mean squared error Jiang-Lahiri-Wan (2002)  𝑆𝐸𝐽𝐿𝑊 𝜃𝑖𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃  dengan persamaan (2.26) dengan langkah sebagai berikut : 

a. Menghitung �̂� dengan persamaan (2.10) 

b. Menghitung 𝜃( 𝑖; �̂� ) = 𝜃𝑖𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃
dengan mensubstitusikan hasil �̂� dan �̂� pada langkah (6) dan (8.a) ke persamaan (2.9) 

c. Menghitung nilai dugaan ragam pengaruh acak untuk setiap area ke-u 

yang dihapus (�̂�−𝑢  

d. Menghitung �̂� untuk setiap area ke-u yang dihapus (�̂�−𝑢  

e. Menghitung 𝜃( 𝑖; �̂�−𝑢 ) dengan mensubsstitusikan hasil �̂�−𝑢 dan �̂�−𝑢 

f. Mensubstitusikan hasil �̂�, �̂�−𝑢, 𝜃( 𝑖; �̂� ) dan 𝜃( 𝑖; �̂�−𝑢 ) ke persamaan 

(2.26) sehingga diperoleh hasil dugaan mean squared error Jiang-Lahiri-

Wan (2002)  𝑆𝐸𝐽𝐿𝑊 𝜃𝑖𝐸𝐵𝐿𝑈𝑃  

9. Membandingkan hasil (7) dan (8) 



 

V. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil perolehan dan perbandingan MSE EBLUP dengan metode 

Prasad dan Rao yang dikembangkan dengan deret Taylor juga metode Jiang-

Lahiri-Wan dengan metode jackknife, dapat disimpulkan bahwa metode 

pendugaan mean squared error EBLUP dengan metode Jiang-Lahiri-Wan lebih 

baik karena menghasilkan nilai yang lebih kecil dibanding MSE Prasad dan Rao. 

Selain itu, semakin besar jumlah area (m) nilai MSE EBLUP keduanya relatif 

semakin kecil. 
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