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Penyebaran penyakit influenza dapat dipelajari dengan pemodelan matematika. 

Model tersebut dikenal sebagai model epidemik Susceptible-Infected-Recovered 

(SIR). Model SIR memperhatikan tentang faktor kelahiran dan kematian. Sebagai 

upaya pencegahan penyebaran penyakit influenza, faktor vaksinasi akan 

ditambahkan ke dalam model tersebut. Hasilnya, model tersebut mempunyai dua 

titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 

kesetimbangan epidemik. Analisis kualitatif menghasilkan parameter rasio 

reproduksi vaksinasi    
      

   
 dan tingkat vaksinasi minimum yang 

dibutuhkan untuk mencegah penyebaran penyakit influenza      
   

 
. Hasil 

grafis disajikan dan dibahas secara kualitatif untuk mengilustrasikan solusi 

dengan menggunakan Metode Runge-Kutta. Pada kasus tersebut, diperoleh titik 

kesetimbangan yang bersifat stabil asimtotis dan tingkat minimum vaksinasi yang 

dibutuhkan untuk mencegah penyebaran penyakit influenza adalah          . 

Semakin sedikit tingkat vaksinasi yang diberikan, maka semakin banyak proporsi 

individu terinfeksi yang ada di populasi, sehingga penyakit tidak menghilang dari 

populasi. Sebaliknya, semakin besar tingkat vaksinasi yang diberikan, maka 

semakin sedikit proporsi individu terinfeksi yang ada di populasi dan semakin 

cepat waktu yang dibutuhkan untuk menghilangkan penyakit.  

 

Kata Kunci :  pemodelan matematika, vaksinasi, kestabilan, penyebaran penyakit 

influenza, model SIR.  
 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 

 

MODELING AND NUMERICAL SIMULATION OF THE SPREAD OF 

INFLUENZA DISEASE WITH VACCINATION CONTROL 

 

 

by 

 

 

Caroline Alam 

 

 

 

The spread of influenza disease can be studied using mathematical model. The 

model is well known as Susceptible-Infected-Recovered (SIR) epidemic model. 

The SIR model concerned about birth and death factor. In order to prevent and 

control the spread of influenza disease, the vaccination factor will be added into 

the model. As the results, the model has two equilibrium points, disease free and 

epidemic equilibrium. The qualitative analysis reveals the vaccination 

reproductive number    
      

   
  and the minimum level of the vaccination 

needed to prevent the spread of influenza disease      
   

 
. Graphical result 

are presented and discussed qualitatively to illustrate the solution using Runge-

Kutta Method. As the results, the equilibrium point is asymptotically stable and 

the minimum level of the vaccination needed to prevent the spread of influenza 

disease successfully is          . The less the level of the vaccination given, 

the more the proportion of infected individuals present in the population, so the 

disease has not disappeared from the population. Otherwise, the more the level of 

the vaccination given, the less the proportion of infected individuals present in the 

population and the faster the time needed to make the disease dies out. 

 

Key Words :  mathematical model, vaccination, stability, spread of influenza 

disease, SIR model. 
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Dalam dunia penyakit, sering dijumpai penyakit influenza. Influenza yang lebih

dikenal dengan sebutan flu merupakan penyakit menular yang disebabkan

oleh virus RNA dari familia Orthomyxoviridae. Gejala yang paling umum dari

penyakit ini adalah menggigil, demam, nyeri tenggorokan, nyeri otot, nyeri

kepala, batuk, letih dan rasa tidak nyaman secara umum.

Biasanya, influenza ditularkan melalui udara lewat batuk atau bersin. Influenza

juga dapat ditularkan melalui kontak langsung dengan tinja burung atau melalui

kontak dengan permukaan yang telah terkontaminasi. Aerosol yang terbawa oleh

udara diduga menimbulkan sebagian besar infeksi, walaupun jalur penularan

mana yang paling berperan dalam penyakit ini belum jelas. Virus influenza dapat

diinaktivasi oleh sinar matahari, disinfektan, dan deterjen. Sering mencuci tangan

akan mengurangi risiko infeksi karena virus dapat diinaktivasi dengan sabun.

Influenza terdiri dari influenza A, influenza B dan influenza C.
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Munculnya penyakit mewabah akhir-akhir ini mendapat perhatian khusus dari

masyarakat dan pemerintah tak terkecuali para ilmuan karena dapat mengancam

kehidupan manusia dan binatang. Mengingat pentingnya pengetahuan lebih lanjut

tentang penyebaran penyakit influenza, maka diperlukan suatu model matematika

untuk penyebaran penyakit influenza.

Model yang digunakan pada penelitian ini menggunakan model epidemi SIR.

Model epidemi SIR membagi populasi menjadi tiga kelompok. Kelompok

pertama adalah kelompok yang sehat tetapi dapat terinfeksi. Kelompok kedua

adalah kelompok yang terinfeksi dan dapat menularkan penyakit. Sedangkan

kelompok ketiga adalah kelompok yang telah sembuh dan kebal dari penyakit.

Pada penelitian ini, model tersebut dibatasi dengan kontrol vaksinasi. Vaksinasi

adalah pemberian vaksin ke dalam tubuh seseorang untuk memberikan kekebalan

terhadap penyakit tersebut.

Tidak semua masalah matematika dapat diselesaikan dengan metode analitik.

Untuk mendapatkan jenis dan perilaku kestabilan dinamik dari penyebaran

penyakit influenza, diperlukan sebuah metode numerik. Metode yang dipakai

adalah metode  Runge-Kutta. Metode ini dipakai karena dapat menyelesaikan

masalah nonlinier seperti masalah penyebaran penyakit influenza dan dapat

menghasilkan pendekatan yang mendekati solisi eksak atau solusi sebenarnya.
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1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan pemodelan dan simulasi numerik

penyebaran penyakit influenza terkontrol oleh vaksinasi dengan menggunakan

metode Runge-Kutta.

1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini bermanfaat untuk mengetahui simulasi numerik penyebaran

penyakit influenza yang terkontrol oleh vaksinasi dan juga menambah

pengetahuan tentang pengaplikasian metode Runge-Kutta.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan terhadap

fungsi yang memuat satu variabel bebas. Jika x adalah fungsi dari t, maka contoh

persamaan diferensial biasa adalah

= cos
dimana persamaan tersebut memiliki order satu. Order dari persamaan diferensial

adalah turunan tertinggi pada fungsi tak diketahui (peubah tak bebas) yang

muncul dalam persamaan diferensial (Campbell & Haberman, 2008).
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2.1.1 Persamaan Diferensial Biasa Linier

Persamaan diferensial biasa linier memiliki bentuk umum

( ) + ( ) + ⋯+ ( ) + ( ) = ( )
dengan ≠ 0, , , …, disebut koefisien persamaan diferensial. Fungsi

f(t) disebut input atau unsur nonhomogen. Jika f(t) disebut input, maka solusi dari

persamaan diferensial x(t) biasanya disebut output. Jika ruas sebelah kanan f(t)

bernilai nol untuk semua nilai t dalam interval yang ditinjau, maka persamaan ini

dikatakan homogen, sebaliknya dikatakan nonhomogen. Contoh persamaan

diferensial biasa linier adalah

= 2 + 3
yang merupakan persamaan diferensial biasa linier nonhomogen orde satu.

2.1.2 Persamaan Diferensial Biasa Nonlinier

Jika persamaan diferensial biasa tidak dapat dinyatakan dalam bentuk umum

persamaan diferensial biasa linier, maka persamaan diferensial tersebut adalah

persamaan diferensial biasa nonlinier. Contoh persamaan diferensial biasa

nonlinier adalah

+ 3 = sin
yang merupakan persamaan diferensial biasa nonlinier nonhomogen order dua

(Hidayat, 2006).
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2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah persamaan

diferensial, dengan n buah fungsi yang tidak diketahui, dimana n merupakan

bilangan bulat positif lebih besar sama dengan dua. Antara persamaan diferensial

yang satu dengan yang lain saling keterkaitan dan konsisten.

Bentuk umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai bentuk

sebagai berikut:

= ( , , , … , )
= ( , , , … , )

⋮
= ( , , , … , )

Dengan , , … , adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat, sehingga= ( ), = ( ), … , = ( ), dimana merupakan derivatif fungsi

terhadap t , dan g, adalah fungsi yang tergantung pada variabel , , … ,
dan t (Neuhauser, 2004).
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2.2.1 Sistem Persamaan Diferensial Linier Orde Pertama

Solusi dapat dipandang sebagai himpunan persamaan parametrik dalam ruang

berdimensi n. untuk suatu nilai tertentu dari t, solusi ini akan memberikan nilai

untuk koordinat , , … , dari sebuah titik di dalam ruang itu. Bila t berubah

maka koordinat itu pada umumnya juga berubah.

Jika variabel t tidak tampak secara eksplisit dalam fungsi-fungsi , , … ,
maka sistem itu disebut sistem otonom. Jika tidak maka sistem itu disebut tidak

otonom. Jika variabel t menyatakan variabel waktu maka sistem otonom adalah

bebas waktu dalam pengertian bahwa turunan-turunan yang berhubungan dengan

pendefinisian sistem tidak berubah atas perubahan waktu.

Oleh karena itu, bentuk umum sistem dari n persamaan diferensial linier orde

pertama dapat dituliskan sebagai berikut:

= ( ) + ( ) + ⋯+ ( ) + ( )
= ( ) + ( ) + ⋯+ ( ) + ( )

⋮
= ( ) + ( ) + ⋯+ ( ) + ( )

Jika setiap fungsi ( ), ( ), … , ( ) adalah nol untuk semua t dalam interval I,

maka sistem tersebut dinamakan homogen, jika tidak maka dinamakan sistem tak

homogen (Kartono, 2012).
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2.3 Sistem Autonomous

Sistem persamaan diferensial nonlinear orde satu yang terdiri dari dua fungsi

mempunyai bentuk umum

= ( , )
= ( , )

dimana , merupakan fungsi nonlinear. Sistem ini disebut sistem autonomous

karena variabel bebas t tidak muncul secara eksplisit (Boyce & DiPrima, 1986).

Sistem tersebut mempunyai penyelesaian jika untuk setiap , adalah fungsi

kontinu. Penyelesaian tersebut tunggal jika diberikan nilai awal(0) = dan (0) =
dimana ( , ) ∈ = {( , ) ∈ | < < , < < }. Bidang R disebut

sebagai bidang fase. Kurva yang dibentuk oleh penyelesaian ( ( ), ( )) yang

disajikan pada bidang fase R disebut trayektori (Ionascu, 2006).

2.4 Kestabilan Sistem

Untuk mendapatkan kestabilan suatu sistem diberikan metode yang lebih mudah

dengan menyelidiki pengaruh perubahan kecil pada syarat awal. Jika titik ( ∗, ∗)
adalah titik kesetimbangan maka diselidiki pengaruh perubahan kecil pada titik

kesetimbangan tersebut.
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Jika titik ( , ) merupakan titik disekitar titik kesetimbangan tersebut maka secara

matematis titik ( , ) dapat dinotasikan sebagai( , ) = ( ∗ + ∆ , ∗ + ∆ )
Pendekatan fungsi ( , ) dan ( , ) dapat ditentukan menggunakan ekspansi

deret Taylor sebagai berikut

, ( , ) ≈ , ( ∗, ∗) + , ( ∗, ∗) ( − ∗) + , ( ∗, ∗) ( − ∗)
Karena ( ∗, ∗) adalah titik kesetimbangan maka , ( ∗, ∗) = 0. Oleh karena

itu, sistem = ( , ) dan = ( , ) dapat didekati sebagai sistem linear

= ( ∗, ∗) ∆ + ( ∗, ∗) ∆
= ( ∗, ∗) ∆ + ( ∗, ∗) ∆

Sistem linear di atas dapat disajikan dalam bentuk matriks

= ⎝⎜
⎛ ( ∗, ∗) ( ∗, ∗)( ∗, ∗) ( ∗, ∗)⎠⎟

⎞ ∆∆
= ( ) ∆∆

Matriks ( ) pada sistem di atas merupakan matriks Jacobian (Khamsi, 2004).
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Selanjutnya, untuk menentukan kriteria kestabilan sistem dapat ditentukan

menggunakan nilai eigen dari matriks ( ). Kriteria kestabilan dari sistem

disajikan dalam Tabel 2.1.

Tabel 2.1 . Kriteria Kestabilan Berdasarkan Nilai Eigen

Nilai Eigen Nama Kestabilan

Real, tidak sama, bertanda sama Simpul
Stabil asimtotis: semuanya negatif

Tidak stabil: semuanya positif

Real, tidak sama, berlawanan

tanda
Sadel Tidak stabil

Real, sama Simpul
Stabil asimtotis: semuanya negatif

Tidak stabil: jika semuanya positif

Kompleks conjugate

Bukan imajiner murni
Spiral

Stabil asimtotis: bagian real negatif

Tidak stabil: bagian real positif

Imajiner murni Pusat Stabil

Real, = 0 dan ≤ 0 Pusat Stabil tapi bukan stabil asimtotis
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Tipe kestabilan dari titik kesetimbangan pada Tabel 2.1 dapat dilihat dengan

mengamati trayektori pada bidang fase. Gambar 2.1 menunjukkan contoh

trayektori dari tipe kestabilan yang ada pada Tabel 2.1.

Gambar 2.1 Contoh Trayektori dari Titik Kesetimbangan
(Bellomo & Preziosi, 1995).
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2.5 Model Epidemi Influenza Klasik

Model ini pertama kali diperkenalkan oleh W.O. Kermack dan Mc. Kendrick

dalam makalahnya yang berjudul A Contribution to the Mathematical Theory of

Epidemic, yang kemudian muncul dalam Proceeding Royal Society London

halaman 700-721 tahun 1927. Mengenai rangkuman tersebut telah dituliskan

secara lengkap oleh Murray.

Di dalam modelnya, populasi manusia dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu suspek

dengan simbol S, terinfeksi dengan simbol I dan sembuh atau recovery dengan

simbol R, yang masing-masing diberikan dalam bentuk s, i dan r.

Jumlah total dari keseluruhan kelompok tersebut adalah= + + .
Model SIR umumnya ditulis dalam bentuk persamaan diferensial biasa, yang

merupakan salah satu bagian model deterministik (bukan pemilihan random, hal

ini disebabkan karena kesamaan kondisi awal yang diberikan untuk mendapatkan

output), dengan waktu yang kontinu. Kita dapat mengasumsikan perubahan

individu terinfeksi dan susceptible terjadi dengan laju proporsional terhadap

jumlah populasi. Laju perubahan individu terinfeksi baru didefinisikan sebagai− , dengan merupakan nilai transmisivitas sedangkan merupakan nilai

laju penyembuhan. Individu yang terinfeksi diasumsikan dapat kembali sembuh

dengan probabilitas konstan sepanjang waktu.
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Maka persamaan diferensial yang didapat dari penjabaran tersebut adalah sebagai

berikut:

= −
= −
=

Persamaan ini menggambarkan mengenai transisi masing-masing individu dari S

ke I lalu ke R. dengan menambahkan ketiga persamaan tersebut kita dapat

menunjukkan dengan mudah bahwa total populasi adalah konstan (Iswanto,

2012).

2.6 Metode Numerik

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk memformulasikan persoalan

matematik sehingga dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan atau aritmatika

biasa (tambah, kurang, kali dan bagi).

Metode numerik disebut juga sebagai alternatif dari metode analitik, yang

merupakan metode penyelesaian persoalan matematik dengan rumus-rumus

aljabar yang sudah baku atau lazim. Disebut demikian, karena sering kali

persoalan matematik sulit diselesaikan atau bahkan tidak dapat diselesaikan secara

analitik.
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Sehingga dapat dikatakan bahwa persoalan matematika tersebut tidak mempunyai

solusi analitik. Sehingga sebagai alternatifnya, persoalan matematik tersebut

diselesaikan dengan metode numerik.

Perbedaan antara metode analitik dan metode numerik adalah metode analitik

hanya dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan yang sederhana dan

menghasilkan solusi yang sebenarnya atau solusi sejati. Sedangkan metode

numerik dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan yang sangat

kompleks dan nonlinier. Solusi yang dihasilkan dari penyelesaian secara numerik

merupakan solusi hampiran atau pendekatan yang mendekati solusi eksak atau

solusi sebenarnya. Hasil penyelesaian yang didapatkan dari metode numerik dan

metode analitik memiliki selisih, dimana selisih tersebut dinamakan kesalahan

(error) (Triatmodjo, 2002).

2.7 Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta merupakan metode yang memberikan ketelitian hasil yang

lebih besar dan tidak memerlukan turunan dari fungsi. Bentuk umum dari metode

Runge-Kutta adalah = +Φ( , , ℎ)ℎ
dengan Φ( , , ℎ) adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan rerata

pada interval dan digunakan untuk mengekstrapolasi dari nilai lama ke nilai

baru sepanjang interval h.
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Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk umum, sebagai berikut:Φ = + +⋯+
dengan a adalah konstanta dan k adalah = ( , )= ( , + ℎ, + ℎ)= ( ,+ ℎ, + ℎ + ℎ)⋮= ( , + ℎ, + , ℎ + , ℎ +⋯+ , ℎ)
dengan p dan q adalah konstanta. Nilai k menunjukkan hubungan berurutan. Nilai

muncul dalam persamaan , yang keduanya juga muncul dalam persamaan

dan seterusnya. Hubungan yang berurutan ini membuat metode Runge-Kutta

efisien untuk hitungan komputer (Triatmodjo, 2002).



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung dan waktu penelitian dilaksanakan pada

semester ganjil tahun ajaran 2017/2018.

3.2 Metode Penelitian

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Mengkaji karakteristik model penyakit influenza SIR.

2. Menjabarkan model matematika untuk penyebaran penyakit influenza SIR

dengan memperhatikan adanya vaksinasi.

3. Melakukan simulasi numerik dengan metode Runge-Kutta untuk melihat

perilaku sistem penyebaran penyakit influenza SIR. Adapun langkah-

langkahnya sebagai berikut:

- Bagi interval [a,b] menjadi n subinterval dengan panjang sama yaitu

ℎ = −
sehingga = + ℎ dimana = 1,2, … , .
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- Dari , = ( , ) dan ( ) = maka untuk metode runge-kutta

didapatkan = ( , )
= ( + ℎ2 , + ℎ2 . )= ( + ℎ2 , + ℎ2 . )= ( + ℎ, + ℎ. )

- Sehingga didapatkan

= + ℎ6 ( + 2 + 2 + )
5. Mengkaji solusi dari simulasi numerik dan model matematika yang berisi

tentang analisis kestabilan.

6. Menginterpretasikan hasil dari solusi dinamik tersebut.



V. PENUTUP

5.1 Simpulan

Adapun simpulan yang dapat diambil dari hasil pembahasan yang telah dilakukan

adalah model epidemi SIR untuk penyebaran penyakit influenza dengan pengaruh

vaksinasi dapat dinyatakan sebagai

= (1 − ) − −
= − −
= + − .

Model tersebut memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas

penyakit = (1 − ), 0 dan titik kesetimbangan epidemik= , ( ) ( )( ) .
Titik kesetimbangan akan stabil asimtotis pada < 1 untuk dan stabil

asimtotis pada 1 < < ( )
untuk .
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Tingkat vaksinasi yang dibutuhkan untuk mencegah penyebaran penyakit

influenza dapat dinotasikan sebagai

= 1 − + .
Pada simulasi numerik yang diberikan, tingkat vaksinasi minimum yang

dibutuhkan untuk mencegah penyebaran penyakit influenza adalah = 0.4333.
Jika tingkat vaksinasi < , maka proporsi individu terinfeksi akan selalu ada

dan ini mengakibatkan belum hilangnya penyebaran penyakit influenza pada

populasi. Jika tingkat vaksinasi > , maka proporsi individu terinfeksi akan

menghilang dan ini mengakibatkan penyebaran penyakit influenza pada populasi

telah hilang.

5.2 Saran

Disarankan untuk pembaca yang tertarik masalah ini dapat mengembangkan

model epidemi SIR dengan menambahkan peubah yang belum disebutkan pada

penelitian ini, contohnya faktor imigrasi.
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