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ABSTRACT

INTEGER SOLUTIONS OF SOME DIOPHANTINE
EQUATIONSVIA FIBONACCI AND LUCASNUMBERS

By

SUCI MILANTIKA

This research discusses the Diophantine equations in the form x? + axy + by® = c.
The values of a, b, and ¢ are constructed by Fibonacci number F, and Lucas Number L,,.

Furthermore, al integer solutions of the Diophantine equations in the form of Fibonacci

number and Lucas number is determined by using Fibonacci and Lucas identities.
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ABSTRAK

SOLUSI BILANGAN BULAT PERSAMAAN DIOPHANTINE
MELALUI BILANGAN FIBONACCI DAN BILANGAN
LUCCAS

Oleh

SUCI MILANTIKA

Penelitian ini membahas tentang persamaan Diophantine yang berbentuk x? +
axy + bhy? = ¢. Dengan nilai a, b, dan ¢ yang dikonstruksi oleh bilangan Fibonacci F,
dan bilangan Lucas L,. Selanjutnya akan ditentukan solus bilangan bulat persamaan
Diophantine tersebut dalam bentuk bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas dengan

menggunakan identitas bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas.

Kata kunci: persamaan Diophantine, bilangan Fibonacci, bilangan Lucas.
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I. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Persamaan Diophantine merupakan suatu persamaan yang mempunyai
solusi berupa bilangan-bilangan bulat. Persamaan Diophantine pertama kali
dipelgari oleh matematikawan Yunani bernama Diophantus yang dikena
dengan julukan “bapak dari aljabar”. Diophantus terkenal dengan karyanya
yang berjudul Arithmetica. Arithmetica merupakan suatu pembahasan
analitis teori bilangan yang berisi tentang pengembangan aljabar yang
dilakukan dengan membuat persamaan dan persamaan-persamaan tersebut
dikenal dengan sebutan Persamaan Diophantine (Diophantine Equation).
Koefisien dari persamaan Diophantine hanya melibatkan bilangan bulat.

Tidak ada bilangan pecahan di persamaan ini.

Pada tahun 1637, Pierre de Fermat seorang matematikawan Perancis
menemukan persamaan Diophantine dengan bentuk umum a”+ b™ = ¢"
dimana persamaan tersebut tidak memiliki solusi untuk n > 2. Persamaan
ini jugadikena dengan persamaan tripel Phytagoras.

Persamaan Diophantine tidak semuanya mempunyai solusi. Artinya, tidak

semua persamaan seperti ini mempunyal penyelesaian pada himpunan



bilangan bulat. Contohnhya 2x = 9. Persamaan tersebut tidak mempunyal
solusi pada himpunan bilangan bulat, namun akan mempunyai solus pada
himpunan bilangan real. Persamaan Diophantine tidak harus linier, bisa sgja
kuadrat, kubik, atau lainnya. Misal ax* + by* = ¢ yang merupakan bentuk
umum persamaan non linier Diophantine . Persamaan Diophantine bisa

memiliki banyak solusi yang beragam, mulai dari O sampai tak hingga.

Bentuk paling sederhana persaman Diophantine telah  banyak
dikembangkan, salah satunya adalah x* + axy + by* = c. bentuk inilah
yang akan dibahas dalam penélitian ini, dengan nilai a, b, dan ¢ tersebut
dikonstruksi oleh bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas. Pada persamaan
Diophantine, nilai solusi atau akar-akarnya adalah bilangan bulat. Barisan
Fibonacci sendiri dimulai dari suku ketiganya, setiap suku barisan tersebut
diperoleh dengan cara menjumlahkan dua suku tepat sebelumnya. Nama
barisan Fibonacci muncul pada abad ke-19 dan diperkenalkan oleh seorang
matematikawan dari Perancis yang bernama Edouard Lucas. Lucas
mengembangkan barisan yang memiliki sifat seperti barisan Fibonacci yang
selanjutnya disebut barisan Lucas. Sehingga hal ini sangat terkait dengan

bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas yang merupakan bilangan bulat.

Pada pendlitian ini akan dibahas cara menentukan solusi dari persamaan
Diophantine yang berbentuk x? — 5F,xy — 5(—1)"y® = +12%, x% -
Lyxy + (—=1)"y" = £5F7, dan x* — Lyxy + (—1)"y? = +F?. Penditian

ini merupakan tinjauan (review) dari jurnal Demiturk dan Keskin.



1.2

1.3.

1.4.

Batasan Masalah

Pada penelitian ini penulis hanya menyelesaikan persamaan Diophantine
yang berbentuk x% — 5F,xy — 5(=1)"y? = +1%, x* — Lyxy + (=1)"y" =
+5F2, dan x? — Lxy + (—1)"y? = +F2. Dimana penyelesaian ketiga
persamaan tersebut menggunakan identitas bilangan Fibonacci dan bilangan

Lucas.
Tujuan Penelitian

Tujuan dari pendlitian ini adalah menentukan solusi dari persamaan
Diophantine menggunakan penerapan identitas bilangan Fibonacci dan
bilangan Lucas dan mengkaji konsep persamaan Diophantine yang berlaku

didalamnya.

M anfaat Penelitian

Dari hasil penelitian ini diharapkan dapat memahami sifat dari bilangan
bulat yang berkaitan erat dengan bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas,

serta memberikan wawasan tentang konsep persamaan Diophantine.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Sistem Bilangan Bulat

Definisi 2.1.1 ( InversPenjumlahan )

Jikan bilangan bulat sedemikian sehinggan + (—n) = (—n) +n = 0, maka(—n)
disebut lawan dari (invers penjumlahan dari) n. dan O disebut elemen identitas

terhadap penjumlahan (Wirasto, 1972).

Definisi 2.1.2 ( Sifat —Sifat Sistem Bilangan Bulat )
Sistem bilangan bulat terdiri atas himpunan B ={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
dengan operasi biner penjumlahan (+) dan perkaian (X). Untuk a,b,dan ¢
bilangan-bilangan bulat sembarang, sistem mempunyal sifat-sifat sebagai berikut:
i. Sifat tertutup terhadap penjumlahan, ada dengan tunggal (a + b) dalam B.
ii.  Sifat tertutup terhadap perkalian. ada dengan tunggal (a x b) dalam B.
li.  Sifat komutatif penjumlahan, a + b = b + a.
iv.  Sifat komutatif perkalian, a x b = b % a.
v. Sifat asosiatif penjumlahan. (a + b) +c=a+ (b +¢).
vi. Sifat asosiatif perkalian, (a x b) xc =a x (b x ¢).
vii.  Sifat distributif kin perkalien terhadao penjumlahan,
ax(b+c)=(@xb)+(axc).

viii.  Sifat distributif kanan perkalian terhadap penjumlahan,



(a+b)xe=(axc)+(bxc).
iX.  Untuk setiap a. ada denjan tungga elemen 0 dalam B sehingga
a+ 0 =0+ a = a. ) disebut elemen identitas penjumlahan.
X.  Untuk setiap a. ada dengan tunggal elemen 1dalam B sehingga
ax1=1xa=a.l disebut elemen identitas perkaian

(Peterson, Jhon A.; Hashisaki, and Joseph, 1967).

Definisi 2.1.3 ( Pengurangan Bilangan-Bilangan Bulat )
Jika a, b dan k bilangan-bilangan bulat, maka a — b = k jika dan hanya jika

a = b + k (Wirasto, 1972).

Definisi 2.1.4 ( Pembagian Bilangan-Bilangan Bulat )

Jika a,b dan ¢ bilangan-bilangan bulat dengan b = 0, maka a : b = ¢ jika dan
hanya jika a = he. Hasil bagi bilangan-bilangan bulat (a : b) ada (yaitu suatu
bilangan bulat) jika dan hanya jike a kelipatan dari b. Sehingga untuk setiap
bilangan bulat a dan b, hasil bagi (a : b) tidak selau ada (merupakan bilangan
bulat). Oleh karena itu pembagian bilangan-bilangan bulat tidak memiliki sifat

tertutup (Wirasto, 1972).

2.2. Bilangan Prima

Bilangan prima yaitu suatu bilangan bulat p > 1 yang tidak mempunyai faktor
positif kecuali 1 dan p. Menurut definisi 1 “bilangan bulat yang lebih besar dari 1
dan bukan prima disebut bilangan komposit ( tersusun )”, sehingga 1 bukan

bilangan prima maupun bilangan komposit, namun 1 disebut unit. Jadi himpunan



bilangan bulat positif ( bilangan adli ) terbagi dalam tiga himpunan yang saling
lepas, yaitu himpunan semua bilangan prima, himpunan semua bilangan komposit
dan himpunan unit ( Cooper, C. D. H., 1975).

Contoh

2,3,5,7,11, 13, 17 adalah bilangan — bilangan prima

4,6, 8,9, 10, 12 adalah bilangan — bilangan komposit

2.3. Persamaan Diophantine

Definisi 2.3.1 ( Persamaan Linear Diophantine)

Persamaan Linear ax + by = ¢ yang dapat diselesaikan dalam domain (himpunan
semesta) berupa bilangan bulat, jika domainnya bilangan bulat maka fungsi linear
tersebut mempunyai solusi. Persamaan linear Diophantine mempunyai dergjat

satu (Graham, 1975).

Definisi 2.3.2 ( Persamaan Non Linear Diophantine)

Persamaan Linear ax® + by* =¢? wang dapat disdlesaikan dalam domain
(himpunan semesta) berupa bilangan bulat, jika domainnya bilangan bulat maka
fungs linear tersebut mempunya solusi. Persamaan non linear Diophantine

mempunyai dergjat dua (Graham, 1975)



2.4. Bilangan Fibonacci dan Bilangan L ucas
2.4.1 Jumlah n Suku Pertama Barisan Fibonacci

Barisan Fibonacci didefinisikan sebagai berikut :

fi=1
fp=2
fm=fa1+fpamn=3 (21)

Daam hubungennya mencari jumlah n suku pertama, maka ini tak terlepas dari
deret. Simbol F, untuk menyatakan jumlah n suku pertama barisan Fibonacci
(deret Fibonacci). F,, fz = fi +f2: fs = 2 + f; dan seterusnya
Penjelasan : deretan ini berawal dari 0 dan 1, kemudian angka berikutnya didapat
dengan cara menambahkan kedua bilangan yang berurutan sebelumnya. Dengan
aturan ini, maka deretan bilangan Fibonacci yang pertama adalah :
0,1,1,23,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, dan seterusnya.
Deret Fibonacci diberikan dalam bentuk berikut ini :

E=Y1fk=frz—1,n=23 (2.2
Bukti :
Dari persamaan (2.2) , subtitusin =k + 2 maka :

fivz=fent ik 21

fk=Traz—ferr k21

2 ::]{k = z:ﬂ{ﬁ:u — fes1)

3 Sk=fimftfimfi+ = fot o fusz = o
k=1

N — _
ﬁ k:lfk _JI’-IHJH. fy_



Tabel 1. Barisan Fibonacci (f;,)

fl f2 f3 f4 f5 f6 7 f8 f9 f10

Tabel 2. Deret Fibonacci (F;,)

f1 f2 f3 f4 f5 fo6 f7 f8 f9 f10

2.4.2. ldentitas Bilangan Fibonacci dan Lucas
Lucas mengembangkan barisan yang mempunyai sifat seperti barisan Fibonacci,
yang selanjutnya disebut barisan Lucas, yaitu 1, 3, 4, 7, 11, 18, ...
Sifat dasar barisan Lucas sama dengan barisan Fibonacci, yang berbeda adalah
suku keduanya. Suku ke-n barisan Lucas dilambangkan dengan L, dengan bentuk
umumnyal, = 1 dan L,=3 = L,=L,_y + L, dengann = 3.
Selanjutnya diperoleh beberapa identitas bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas :
a) K —F .y —F:, =(—1)""'dengann € Z.
b) L4 —L,L, q— L% 4= (—1)"5dengann € Z.
C) Fppiln + Ly 1Fp = Lyymdenganm,n e Z.
d) Lyl,+5F.Ff =21,y dengan m,n € Z.

€ Fu-1+ Fu4y =Lydengann € Z.



f) Ly—y+ Lpsq =5F;, dengann € Z.
g) L4 —5FE2=(-1)"4dengann € Z.
h) E,=F,_1+F,-;dengann € Z.

1) Ly =Lly_.+L,_pdengann € Z.

1) Fon = Fonyp— Fopyqdengann € Z.

K) Fansibn + Fa-1Fn = Fram denganm,n € Z.

2.5. Pembahasan Teorema Oleh Demirturk dan Keskin

Teorema 2.5.1

Semua solusi bilangan bulat dari persamaan x* — xy — y* = +1 diberikan oleh

(x,¥) = +(F,, Fn-y) dengan ne Z.
Bukti
Misalkan x = E,
¥ = Famy
Maka persamaan x* — xy — y* = +1 dapat ditulis

F:E = FyFo1 _F}‘E—l = {_1)n+1

(2.1)

Dengan menggunakan induksi matematika maka untuk n = 1 persamaan (2.1)

menjadi.
FE—FFy—F§ = (-1)*
1- (D) - (0)* = (-1)*
Sehingga persamaan (2.1) benar untuk n = 1
Asumsikan persamaan (2.1) benar untuk n = &,

Fi — FaFpoy — Fiy = (-1
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Kemudian akan ditunjukkan persamaan (2.1) benar untuk n = k + 1, yaitu
ks — Fras Py — F = (-1)**2 2.2)
Dengan menggunakan identitas ( h ) yang ditulis dalam bentuk F,.,, = F, + Fj._4
maka,
er1 — Fra1Fe — Fi = Fiy — (Fe + Feoy ) (Fypq = Fiq) — F
= Fipy = (PeFrsr — FeFy + By By — FEL ) — FY
= Fis1 = FeFrar + FeFpey = Fio1 Fran +Fiog — FE (2.3)
Dengan menggunakan persamaan (2.2) maka persamaan (2.3 ) dapat menjadi,
ee1 — Fis1 e — F = Fgoa = FePir + FeFiet = Fe1Frar + Fiq + (1)
~F#.q + FroaFy
= FeFy = F Foyy + FE + (1)K
= FiFiy = Fie1 (Fiay = Fiemy) + (=142
= FieFie-1 = Fie1 Fre + (—1)**?
= (—1)k*2
Jadi terbukti bahwa E? — F,F,_, —Fi_, = (—1)""! dengan n € Z. Hal ini
menjelaskan bahwa semua solusi bilangan bulat dari persamaan x* — xy — y* =
+1 diberikan oleh (x, ¥) = +(F,, F,,—1) dengann € Z.
Akibat 2
> Semua solusi bilangan bulat dari persamaan x* — xy — y* = —1 diberikan
oleh (x,¥) = £(Fan, Fan-1)
> Semua solusi bilangan bulat dari persamaan x* — xy — y* = 1 diberikan

oleh (I,}"j = +(Fans1, Fon)
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Bukti
Perhatikan persamaan (2.1) pada Teorema 2.5.1. maka dengan mensubstitusikan
nila n bilangan ganjil yaitu n = 2k + 1,k € Z pada persamaan (2.1), akan
diperoleh

Fzzkﬂ — Faps1Fop — Fzz.rc = (“1):””1
Nilai (—=1)%%*% akan selalu 1, sebab 2k + 2 merupakan pola bilangan genap
dengan k € Z. Sehingga semua solusi bilangan bulat dari x*—xy—y* =1

dapat dinyatakan dengan (x, ¥) = +(Fons1, Fop) dengann € 2.

Kemudian dengan cara yang sama, yaitu mensubstitusikan nilai n hilangan genap
yaitun = 2k, k € Z pada persamaan (2. 1), akan diperoleh

Fie = FaaFap—y — Fijoy = (=1)***
Nilai (—=1)%*! akan selalu —1, sebab 2k + 1 merupakan pola bilangan ganijil
dengan k € Z. Sehingga semua solusi bilangan bulat dari x*—xy—y* =1

dapat dinyatakan dengan (x, ¥) = +(Fap, Fon_1) dengann € Z.

Teorema 2.5.2
Semua solusi bilangan bulat tak negatif dari persamaan u* — 5v* = 44 diberikan

oleh (i, v) = (L, F,) dengann = 0.

Bukti

Misalkan x = =2

y=v
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= {u+v]2 .. (U+w) 2

Makaakan diperoleh x* —xy — y* =—— ———v—v

et +2up4pd ) ( 2ur+ et ) e P

4 4 4

4

( wizur+rt—2ur—2vi-q0t )

x*—xy—y*=+1
Dari Teoremal, nilai (x,y¥) = +(F,,4, F,) dengan n = 0, sehingga diperoleh

# _(u+v)
n+l — 2

y=h
atau dapat ditulisu = 2F,,,; — f, dan v = F,. Dengan menggunakan identitas (h)
yang ditulis dalam bentuk F,,;, = F, + F,,~, dan identitas (€), makanila u

menjadi,

Jadi, terbukti bahwa semua solusi bilangan bulal ak negatif dari persamaan

u* — 5v* = +4 diberikan oleh (1, v) = (L, F,) dengann = 0.



[11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan Tempat Pendlitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2016/2017,
bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan 1lmu Pengetahuan

Alam Universitas Lampung.

3.2. Metode Pendlitian

Penelitian ini dilakukan dengan ssimulasi sebagai aplikasi untuk menjelaskan
teori yang didapat. Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan dalam
penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Membuat persamaan Diophantine x* — 5F,xy — 5(—1)"y? = +L% x* —
Loxy + (—1D)"y" = +5F2 dan x% — Lyxy + (=1)"y? = +F? ke dalam
bentuk baku.

2. Memeriksa persamaan Diophantine padalangkah 1 mempunyai solusi
penyelesaian atau tidak dengan menggunakan identitas bilangan
Fibonacci dan bilangan Lucas. Jika mempunyai solusi maka dilanjutkan
pada langkah 3.

3. Menyeesaikan persamaan Diophantine yang didapat dengan

menggunakan identitas bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

51 KESIMPULAN

Berdasarkan penguraian yang telah dikerjakan dari hasil dan pembahasan
dapat disimpulkan bahwa solusi persamaan Diophantine nonlinear yang
berbentuk x* + axy + by* = ¢ dapat ditunjukkan dalam bentuk bilangan
Fibonacci dan bilangan Lucas. Hal ini disebabkan karna solusi persamaan
Diophantine merupakan bilangan bulat yang sama hal nya dengan bilangan

Fibonacci dan bilangan Lucas yang juga bilangan bulat.

Solusi bilangan bulat Pérsamaan Diophantine x> — 5F,xy — 5(—1)"y* =
+12 x% — Lpxy + (—1D)"y" = £5F dan x? — Lyxy + (—1)"y? = £F?
ini diselesaikan dengan modifikasi aljabar. Dalam keterkaitannya hanya
akan didapat satu solusi. Hal ini disebabkan karenanilai solusi persamaan-
persamaan tersebut bergantung padanilai n, dalam hal ini nilai n yang
didapat hanya satu nilai sgja. Oleh karenaitu, jumlah solusi yang didapat

hanya satu solusi sgja.



52 Saran

Pada penelitian ini penulis hanya menyelesaikan persamaan Diophantine
x% = 5Fxy — 5(—=1)"y? = 115 x* — Lyxy + (-1)"y" =

+5F% dan x* — L,xy + (—1)"y? = £F? menggunakan bilangan
Fibonacci dan bilangan Lucas. Diharapkan untuk peneliti selanjutnya dapat
menyel esaikan persamaan Diophantine dengan bentuk Non Linear yang

lain.
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