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ABSTRAK

PENDUGAAN PARAMETER DISTRIBUSI ERLANG-1 MENGGUNAKAN METODE
PROBABILITY WEIGHTED MOMENT, METHOD OF MOMENT, DAN MAXIMUM
LIKELIHOOD ESTIMATION

Oleh

Afif Lutfi

Distibusi Erlang merupakan distribusi peluang kontinu yang merupakan salah satu kasus
khusus dari distribusi Gamma dengan parameter skala 8 > 0 dan paramter bentuk r > 0 (r
bilangan bulat). Berkaitan dengan pendugaan parameter distribusi kontinu terdapat beberapa
metode pendugaan yang cukup dikenal antara lain method of moment, metode maximum
likelihood estimation dan probability weighted moment. Pada penelitian ini didiskusikan hasil
dugaan parameter distribusi Erlang-1 (r = 1) menggunakan method of moment, maximum
likelihood estimation dan probability weighted moment dengan melihat karakteristik
ketakbiasan parameter 0. Ragam, bias, dan selang kepercayaan penduga 6 diperiksa dengan
melakukan simulasi dugaan parameter 6 untuk beberapa ukuran sampel yaitu 30, 50, 70, 100,
120, 150 dan 200. Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa parameter 6 memiliki
karakteristik penduga yang tak bias untuk semua metode pendugaan yang digunakan. Selain
itu nilai ragam,bias, dan selang kepercayaan semakin kecil untuk nilai sampel yang semakin
besar.

Kata Kunci: Distribusi Erlang, Method of Moment, Maximum Likelihood Estimaton,
Probability Weighted Moment



ABSTRACT

ESTIMATION OF PARAMETER FOR ERLANG -1 DISTRIBUTION WITH
PROBABILITY WEIGHTED MOMENT, METHOD OF MOMENT, AND
MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION

By

Afif Lutfi

Erlang distribution is a continuous opportunity distribution which is one special case of
Gamma distribution with parameter scale 6 > 0 and form parameter r > O (r integer). There
are several well known estimation methods related to the parameter estimation for continuous
distributions such as moment method, maximum likelihood estimation and probability
weighted moment method. In this research, we discussed the result of Erlang-1 distribution
parameter assumption (r = 1) using moment, maximum likelihood estimation and probability
weighted moment methods by looking at the characteristics of parameter 6. The variation,
bias, and confidence interval of estimation 6 are checked by performing simulated alleged
parameters 0 for some sample sizes of 30, 50, 70, 100, 120, 150 and 200. The results obtained
show that the parameter 6 has an unbiased characteristic for all methods of estimation used.
In addition, the value of variety, bias, and confidence interval are smaller when the sample
values are larger.

Keyword: Erlang Distribution, Method of Moment, Maximum Likelihood Estimaton,
Probability Weighted Moment
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada umumnya ilmu statistika dibagi menjadi dua kategori yaitu statistika
deskriptif dan statistika inferensia. Statistika deskriptif adalah metode mengatur,
merangkum, dan mempresentasikan data dengan cara informatif, sedangkan
statistika inferensia adalah metode yang digunakan untuk mengestimasi sifat
populasi berdasarkan pada sampel. Hal utama berkenaan dengan statistika
inferensia yaitu untuk menemukan informasi mengenai populasi dari sampel yang
diambil dari populasi tersebut atau dengan kata lain statistika inferensia adalah
menemukan penduga yang baik. Suatu penduga yang baik harus memenuhi
beberapa sifat penduga yang diinginkan suatu peluang, yaitu takbias, varian

minimum, konsisten, serta statistik cukup dan kelengkapan.

Selanjutnya dalam menentukan penduga yang baik untuk parameter dari suatu
populasi tersebut, terdapat beberapa metode pendugaan yang dapat digunakan
diantaranya Method of Moment, metode Maximum Likelihood (ML), metode
Generalized Moment (GM), metode Probability Weighted Moment (PWM) dan

lain-lain.

Dari beberapa metode tersebut, Method of Moment (MM) dan Maximum

Likelihood (ML) adalah metode yang paling sering digunakan. Probability



Weighted Moment (PWM) (Hoskinget.al.,1985) telah cukup dikenal secara luas
sebagai salah satu alternatif metode pendugaan dari metode ML maupun metode

MM yang telah cukup umum dikenal.

Dalam penerapannya metode — metode pendugaan tersebut digunakan untuk
menduga parameter dari suatu distribusi peluang. Distribusi peluang berguna
untuk menganalisis terjadinya suatu peristiwa, kejadian yang bersifat berhingga
objek sebarannya berbeda dengan kejadian yang tak berhingga. Distribusi peluang
terbagi menjadi dua bagian yaitu distribusi peluang diskrit dan distribusi peluang
kontinu. Salah satu distribusi kontinu ialah distribusi Erlang. Distribusi Erlang
adalah distribusi peluang kontinu yang merupakan salah satu kasus khusus dari
distribusi Gamma dengan parameter 6 > 0 dan r > 0. Sehingga, dapat dikatakan
distribusi Erlang adalah distribusi keluarga eksponensial dengan parameter 6.
Berdasarkan hal — hal tersebut penulis tertarik untuk menerapkan serta melihat
hasil dugaan parameter untuk beberapa ukuran sampel dari metode —metode
pendugaan tersebut yaitu Probability Weighted Moment (PWM), Method of
Moment (MM), dan Maximum Likelihood Estimation (MLE) dalam menduga

parameter dari distribusi Erlang (0, r = 1).

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang, hal yang menjadi permasalahan dalam penelitian ini
adalah bagaimana prosedur dan hasil dari pendugaan parameter distibusi Erlang -1
menggunakan metode Probability Weighted Moment (PWM), Method of Moment,

dan Maximum Likelihood Estimation (MLE) untuk beberapa ukuran sampel.



1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan penduga (0,r) dari distribusi Erlang-1 dengan metode
Probability Weighted Moment (PWM), Method of Moment, dan Maximum
Likelihood Estimation (MLE).

2. Memeriksa karakteristik penduga yaitu ketakbiasan penduga parameter
(6,r), ragam penduga dan selang kepercayaan dari distribusi Erlang-1.

3. Memeriksa efek dari beberapa sampel dengan menggunakan program R.

1.4 Manfaat Penelitian

Pada penelitian ‘karakteristik penduga parameter distibusi Erlang-1 menggunakan
metode Probability Weighted Moment (PWM) Method of Moment, dan Maximum
Likelihood Estimation (MLE) bermanfaat untuk memberikan informasi tentang
efek beberapa sampel terhadap pendugaan suatu parameter terhadap ragam, selang
kepercayaan, dan bias dengan menggunakan metode Probability Weighted
Moment (PWM), Method of Moment, dan Maximum Likelihood Estimation (MLE)

pada distribusi Erlang- 1 (6, r = 1).



. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Distribusi Erlang

Distribusi Erlang adalah distribusi kontinu yang merupakan distribusi khusus dari
distribusi Gamma. Berkenaan dengan distribusi Erlang akan didiskusikan berikut

ini.

Definisi 2.1

Variabel random X dikatakan berdistribusi Erlang dengan parameter skala 6 > 0
dan parameter bentuk r yaituX ~ ERL (0, r). Fungsi densitas probabilitasnya

dituliskan dengan simbol f(x) maka:

f@) = g e e (21)
dengan r adalah bilangan bulat positif.
Adapun fungsi distribusi kumulatif probabilitas dari variabel random kontinu X

dengan X ~ ERL (6,r) adalah

t
xt" e 0

F(t) = [, 7o 4t (2.2)

(Montgomery dan Runger, 2003)
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Gambar 2.1 Grafik fungsi kepekatan distribusi Erlang 6 = 1, 2, dan 3
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Gambar 2.2 Grafik fungsi kepekatan distribusi Erlang 6 = 4,5, dan 6
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Gambar 2.2 Grafik fungsi kepekatan distribusi Erlang 6 = 7,8,9 dan 10
2.1.1 Nilai Harapan dari distribusi Erlang
Nilai harapan dari distribusi Erlang (8,r) dapat dinyatakan sebagai berikut:
E[X] = __1 “od
[]—fxer(r_l)!x e odx
0

1 1
Misalkan u = éx, maka du = édx

Untuk x = 0makau =0, dan untuk x = oo maka u =

r 1
_ f (u0) g~y (w6) e 0 du
0

ot 0 1+r—1+1
f 5 r(r — 1)' (u)1+r—1e—udu
0

oo

-[ u(r+1)—1e—udu
0

0
(r—1)!

0
= (r_l)!l"(r+1)

=ro0



Jadi nilai harapan untuk variabel random kontinu X ~ ERL (6,7) adalah

E[X]=716
2.1.2 Ragam dari Distribusi Erlang

Ragam dari distribusi Erlang (0,r) dapat dinyatakan sebagai berikut:

271 — r—1 X
E[X~] _fxer(r—l)' e odx
0

1 1
Misalkan u = éx, maka du = ) dx

Untuk x = 0 makau = 0, dan untukx = o0 makau = o«

j (ue)2 —D (u) e %0 du

b 0 2+4r—-1+1
- f T
0

02 [
— (r+2)-1,-ug
u e u
r—1 !f
(=11

2

0
= (T_l)!l“(r+2)

= 1202 + ro?

Karena Var(X) = E (X?) — [E(X)]? maka
Var(X) = 1?02 + r6? — r?e?

Var(X) = r6?

(2.3)

(2.4)



2.2 Karakteristik Suatu Penduga

Untuk mendapatkan penduga parameter dari suatu distribusi yang baik maka
terdapat sifat - sifat suatu penduga yang baik yang harus dipenuhi. Beberapa hal

berkenaan dengan pendugaan parameter akan diuraikan berikut ini.

Definisi 2.2

Misalkan suatu peubah acak X memiliki fungsi kepekatan peluang yang
bergantung pada parameter tak diketahui 8 dengan sebarang nilai dalam suatu

himpunan ruang parameter €2, maka dinotasikan dengan

f(x:0) 0eQ

Definisi 2.3

Suatu statistikT = (X; X, ..., X;,) yang digunakan untuk menduga nilai z(8) disebut
sebagai penduga 7(8), dan diamati nilai dari statistik t = (x; x, ..., x,) disebut
sebagai dugaan ().

(Bain dan Engelhardt, 1992)

2.2.1 Penduga Tak Bias

Sifat ketakbiasan penduga parameter dari suatu distribusi apabila memenuhi

Definisi 2.4 berikut ini:



Definisi 2.4 (Penduga Tak bias)

Seandainya Y;,Y,, ..., Y, merupakan sampel acak dari fungsi kepekatan peluang
kontinu f, (y; 6), dimana 6 merupakan parameter yang tidak diketahui.
Penduga 8 = [h(Y;,Y,, ..., V)] dikatakan tak bias bagi 6, jika:

E(9) = 6 (semua 6)

(Larsen dan Marx, 2012).
2.3 Metode Estimasi Parameter

Keakuratan penduga parameter tergantung pada ukuran sampel dan metode yang
digunakan untuk penduga parameter. Statistik yang dihitung dari sampel yang
digunakan untuk menduga parameter populasi disebut penduga. Suatu penduga
yang baik mempunyai sifat sifat: tak bias, konsisten dan efisien. Statistik yang
digunakan untuk menduga parameter populasi 6 disebut suatu penduga titik

untuk @, dinotasikan dengan 8. (Walpole, 1995).
2.3.1. Metode Probability Weighted Moment (PWM)

Diawali dari beberapa kelemahan dan kelebihan dari setiap metode pendugaan
yang telah ada, maka penggunaan metode PWM dapat dijadikan alternatif lain
dalam menduga parameter dari suatu distribusi peluang. Metode PWM merupakan
modifikasi dari metode “konvensional” momen dan pertama kali dikemukakan
olen Hosking et al., (1985). Fungsi PWM dari variabel random X dengan
Cumulative Density Function (CDF) , F(x) diDefinisikan sebagai berikut:

M50 = E[X(F) (F(0) (1= F)'] (25)

Dalam hal ini r, s dan t merupakan bilangan real. Bila s =t = 0 dan r merupakan
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bilangan bulat yang tidak negatif maka akan menjadi M, o, merupakan momen

peluang konvensional yang selama ini dikenal.

Adapun subclass dari fungsi PWM di atas dengan X(F) adalah invers dari fungsi
distribusi kumulatif maka fungsi PWM adalah
M5 (r=15s=012,..,t =0,12,..). Sementara M, ;, dapat dibagi menjadi dua
bagian, yaitu s = 0 (M;,,) dan t = 0 (M, ,,), sehingga fungsi tersebut dapat
dinyatakan dalam bentuk
Mo, = E[(X(F)(1 - F(x))'] dimana M, = [} [(X(F)(1 - F(x))"] dt dan
My 50 = E[X(F)(F(x))’] dimana M, 5,0 = f [(X(F)(F(x))"] dt
Selain itu fungsi PWM juga dapat ditulis secara khusus yakni
My =B(s + 1,t + DE[(X(s41)s+¢+1)], dENGAN 1,5, t adalah bilangan real dan B
adalah fungsi beta. Dalam hal ini M, s, merupakan momen ke — r dari statistik
tataan ke (t+1) untuk sampel berukuran (s+t+1).
Sehingga, jikar=1,s=0dant =1 maka

Mioz = B(Lt + DE[(X(1)t41)]

F(DI(t+ 1)
= WE[(X(l),(t+1)]

= (K]

= [y X(P)[1 - F)] dF (2.6)
Dengan menyelesaikan M, akan didapat penduga bagi parameter yang masih
dinyatakan dalam bentuk M;. Adapun penduga tak bias bagi M, diperoleh

berdasarkan sampel tataan xqy < x(z) < -+ < Xy, dari sampel berukuran n, dan t

biangan positif dengan menyelesaikan persamaan
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(n L) t (m=0)..(n—-i-t+1)
Zz NG =X = Zn n-D.-t) ® 2.7)

Selanjutnya dengan mengganti M, dengan Makan didapat penduga parameter dari

setiap parameter distribusi.

2.3.2 Metode Maximum Likelihood Estimation (MLE)

Definisi 2.5

Misalkan X;, X,, ..., X,, adalah sampel acak berukuran n yang saling bebas stokastik
indentik dari suatu distribusi yang mempunyai fungsi kepekatan peluang
f(x;6),0 €Q. Fungsi kepekatan peluang bersama dari X;,X,,..,X, adalah
f(x1;0)f(x5;0) ... f(x,;0) yang merupakan fungsi kemungkinan (likelihood
function). Untuk x4, x,, ..., x,, tetap, fungsi kemungkinan merupakan fungsi dari 6
dan dilambangkan dengan L(6) dan dinotasikan sebagai berikut:

L) = f(%:0)
= f(x1,%2, .., X%p; 60)
= f(x1;0)f(x2;0) ...f(x,;0), O€eQ

= [IiL: f(xi;6) (2.8)

Definisi 2.6

L(B) = f(xq,%5,..,%,;0),0 e Q merupakan fungsi kepekatan peluang dari
X1, X5, ., Xp. UNtuk hasil pengamatan X1,Xy, .., Xy, Nilai @ berada dalam
Q (6 eq), dimana L (8) maksimum yang disebut sebagai Maximum Likelihood
Estimation (MLE) dari 6. Jadi, & merupakan penduga bagi 6. Jika

f(x1,x2, o, X3 0) = max f(xq, %y, ..., xy;0), 6 €Q, maka untuk memaksimumkan
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L (0) dapat diperoleh dengan mencari turunan dari L (0) terhadap parameternya.
Biasanya mencari turunan L (8) terhadap parameternya relatif sulit, sehingga
dalam penyelesaiannya dapat diatasi dengan menggunakan logaritma atau fungsi

In dari L (6) yaitu:

InL(0) = Y*,Inf(x;6) (2.9)

Karena fungsi n merupakan fungsi monoton naik, maka dimaksimumkan In L (6)
setara dengan memaksimumkan L (8). Untuk memaksimumkan InL (8) adalah
dengan mencari turunan dari InL (6) terhadap parameternya, dimana hasil

turunannya disamadengankan nol.

dInL (6) _
L@ =0 (2.10)

(Hogg dan Craig, 1995).

2.3.3 Metode Momen

Definisi 2.7
Misalkan X;,X,,...,X, merupakan populasi yang memiliki fungsi kepekatan
peluang f(x{] 64, ...,0;). Metode pendugaan dengan moment dilakukan dengan
cara menyamakan k momen pertama sampel dengan k momen pertama yang
berkaitan dari populasi dan menyelesaikan sistem tersebut secara bersama.

my :% ixi, uyi=EX?

_1 2 - 2
mZ_; i=1%i, .uz_EX

_1¢n k ' _ k
mk—zziﬂxi, u, =EX
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Moment populasi u'; sering ditulis sebagai fungsi dari (6,, ..., 6;), yaitu

i (64, ..., 6;). Metode momen penduga (6, ..

menyelesaikan sistem persamaan untuk (6, ...

sebagai berikut:

my = p (04, ...
my = piz (04, ...
mg = ps(6y, ...

., 0y )dari (64, ..., 6;) di dapat dengan

,0;) dalam notasi (my, ..., my)

(Casella dan Berger, 1990)



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2016/2017,
bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas llmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan tujuan untuk menduga serta memeriksa efek
beberapa sampel terhadap dugaan parameter distribusi Erlang-1 menggunakan
metode Probability Weighted Moment, Method of Moment, dan Maximum
Likelihood Estimation (MLE) dengan memenuhi beberapa syarat sifat-sifat

penduga yang baik.

Adapun langkah langkah yang dilakukan dalam penelitian ini untuk mendapatkan
pendugaan yang baik dengan menggunakan metode Probability Weighted
Moment, Method of Moment, dan Maximum Likelihood Estimation adalah sebagai

berikut:



15

1. Pendugaan parameter dengan Metode Probability Weighted Moment (PWM)

Mencari fungsi distribusi kumulatif dari distribusi Erlang-1.

Mencari invers dari distribusi Erlang-1.

Mencari penduga parameter (6, r = 1) dari distribusi Erlang-1 dengan
menggunakan metode PWM dan simulasi menggunakan software R
versi 3.2.2.

Memeriksa ketakbiasan dari penduga parameter (0, r = 1) dari distribusi

Erlang.

2. Pendugaan parameter dengan Method of Moment

Mencari penduga parameter (6, r = 1) dari distribusi Erlang-1 dengan
menggunakan metode MLE dan simulasi menggunakan software R versi

3.2.2.

3. Pendugaan parameter dengan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE)

Mendefinisikan Fungsi Likelihood L(0) dari distribusi Erlang-1.
Menggunakan Logaritma Natural In [L(0)].

Mendifferensialkan terhadap 6 dan samakan dengan nol.

Mencari penduga parameter (0, r = 1) dari distribusi Erlang-1 dengan
menggunakan metode MLE dan simulasi menggunakan software R

versi 3.2.2

4. Memeriksa ketakbiasan hasil dugaan parameter dengan metode PWM, MM,

dan MLE dari distribusi Erlang -1.

5. Memeriksa bias, ragam dan selang kepercayaan dugaan parameter dari hasil

simulasi menggunakan software R versi 3.2.2.



V. KESIMPULAN

Kesimpulan yang dipeoleh adalah sebagai berikut:

1. Hasil Dugaan Parameter Erlang-1 untuk metode PWM adalah
0 = My/211(2)

2. Hasil Dugaan Parameter Erlang-1 untuk MM adalah

o Ixon
0=2 D
3. Hasil Dugaan Parameter Erlang-1 untuk metode MLE adalah
JO R .l
6= Eziﬂxn
4. Pada Metode PWM untuk ukuran data yang semakin besar maka selang

kepercayaan penduga 6 akan semakin sempit, serta bias dan ragam

penduga 0 akan semakin kecil.
5. Pada Metode MM untuk ukuran data yang semakin besar maka selang

kepercayaan penduga 6 akan semakin sempit, serta bias dan ragam

penduga 6 akan semakin kecil.



Pada Metode MLE untuk ukuran data yang semakin besar maka selang

kepercayaan penduga 6 akan semakin sempit, serta bias dan ragam

penduga 0 akan semakin kecil.
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