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ABSTRAK

METODE ANALISIS HOMOTOPI PADA SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL
PARSIAL LINEAR TAK HOMOGEN ORDE SATU

Oleh

ATIKA FARADILLA

Pada tahun 1992, Liao mengusulkan sebuah metode analisis untuk memecahkan masalah –
masalah persamaan maupun sistem persamaan, yaitu metode analisis homotopi. Metode
analisis homotopi ini digunakan untuk memecahkan masalah dengan langkah yang sesuai dan
memudahkan penentuan konvergensi deret. Dalam beberapa tahun belakangan ini, metode ini
telah berhasil dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan berbagai persamaan linear maupun tak
linear dan yang homogen maupun non homogen. Dengan menerapkan metode analisis
homotopi ke dalam sistem persamaan diferensial parsial linear non homogen − −( − ) = −2, + − ( − ) = −2 dengan syarat awal ( , 0) = 1 + dan ( , 0) =−1 + , didapatkan solusi homotopi yang konvergen ke solusi ( , ) = 1 + dan( , ) = −1 + apabila nilai ℎ = −1.
Kata kunci: metode analisis homotopi, persamaan linear non homogen, sistem persamaan
diferensial parsial



 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

HOMOTOPY ANALYSIS METHOD IN THE FIRST ORDER NON HOMOGENEOUS 

LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL SYSTEM 

 

By 

 

ATIKA FARADILLA 

 

 

In 1992, Liao suggested an analytical method to solve many types of equations or systems of 

equations, called homotopy analysis method. This method is used to solve problems and  

makes it easier to determine the convergence of the series solution. In recent years, this 

method has been successful on solving linear or nonlinear, and homogeneous or non 

homogeneous equations. By applying homotopy analysis method into non homogeneous linear 

partial differential system        (   )    ,       (   )     with the initial 

conditions  (   )        and   (   )       , obtained homotopy solutions which 

converge to the solutions  (   )          and   (   )          if the value of 

      
 

Keywords: homotopy analysis method, non homogeneous linear equation, partial differential 

system 
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I. PENDAHULUAN 
 

 

 

 

1.1  Latar Belakang 

 

 

 

Dalam bidang ilmu matematika, sering kali ditemukan berbagai macam 

permasalahan. Contohnya adalah permasalahan yang dimodelkan ke dalam 

persamaan diferensial, baik persamaan diferensial biasa maupun persamaan 

diferensial parsial. Persamaan diferensial parsial dijumpai dalam kaitan dengan 

berbagai masalah fisik dan geometris bila fungsi yang terlibat tergantung pada dua 

atau lebih peubah bebas. Tidak berlebihan jika dikatakan bahwa hanya sistem fisik 

yang paling sederhana yang dapat dimodelkan dengan persamaan diferensial biasa, 

sedangkan masalah-masalah yang lebih rumit, seperti topik-topik dalam fisika lanjut, 

harus dimodelkan dengan persamaan diferensial parsial. 

 

Kenyataannya, persamaan – persamaan tersebut sulit untuk diselesaikan dengan 

menggunakan persamaan diferensial parsial analitik biasa. Sehingga dikembangkan 

berbagai metode yang dapat menyelesaikan persamaan diferensial parsial ini, seperti 

metode pemisahan variabel, metode transformasi Laplace, metode transformasi 

Fourier, metode beda hingga, metode garis, dan sebagainya. 



2 
 

Pada tahun 1992, Liao mengusulkan sebuah metode dalam disertasi PhD-nya, 

bernama metode analisis homotopi atau HAM. Metode ini kemudian dimodifikasi 

lebih lanjut pada tahun 1997 untuk memperkenalkan parameter yang membangun 

homotopi pada sistem diferensial dalam bentuk umum. Dalam beberapa tahun 

belakangan ini, metode ini dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan berbagai sistem 

persamaan linear maupun tak linear dan yang homogen maupun tak homogen. 

 

Metode analisis homotopi ini digunakan untuk menyelesaikan masalah dengan 

menggunakan penentuan konvergensi deret. Metode analisis homotopi tidak 

bergantung pada besar kecilnya parameter. Kenyataannya adalah metode homotopi 

lebih mudah digunakan dalam menyelesaikan masalah yang sulit. Berdasarkan hal- 

hal tersebut, maka penulis mencoba menerapkan metode analisis homotopi pada 

sistem persamaan diferensial linear tak homogen.  

 

Misalkan diberikan suatu persamaan linear tak homogen  

       (   )        (1.1) 

dan 

      (   )        (1.2) 

dengan kondisi awal  

 (   )        dan   (   )          (1.3) 
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Untuk menyelesaikan persamaan (1.1) – (1.3) akan digunakan metode analisis 

homotopi dengan operator linear sebagai berikut. 

 [  (     )]  
  (     )

  
 

 

Karya tulis ini ditulis berdasarkan jurnal internasional pada tahun 2007 karya A. Sami 

Bataineh, M.S.M. Noorani, dan I. Hashim yang berjudul Approximate Analytical 

Solutions of Systems of PDEs by Homotopy Analysis Method. 

 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1.  Menjelaskan tentang metode analisis homotopi. 

2.  Menerapkan metode analisis homotopi pada sistem persamaan diferensial parsial  

     linear tak homogen        (   )    ,       (   )    . 

3. Menyelesaikan sistem persamaan diferensial parsial linear tak homogen 

        (   )    ,       (   )     hingga diperoleh solusinya. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menambah pengetahuan mengenai metode analisis homotopi.  

2. Memahami cara menyelesaikan masalah persamaan diferensial parsial linear tak 

homogen dengan menggunakan metode analisis homotopi. 

3. Alternatif untuk memecahkan masalah yang berkaitan dengan persamaan lainnya. 

 



  

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 
 

 

 

 

2.1  Konsep Dasar Persamaan Diferensial Parsial  

 

 

 

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan terhadap satu 

atau lebih dari variabel-variabel bebas. Berdasarkan jumlah variabel bebasnya 

persamaan differensial dibagi dalam dua kelas, yaitu persamaan differensial biasa 

(PDB) dan persamaan differensial parsial (PDP). Jika turunan fungsi itu hanya 

tergantung pada satu variabel bebas, maka disebut persamaan differensial biasa. 

Sedangkan, jika turunan fungsi itu tergantung pada lebih dari satu variabel bebas 

disebut persamaan differensial parsial (Bronson dan Costa, 2007). 

 

Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial yang memuat lebih 

dari satu turunan parsial. Persamaan diferensial parsial ini merupakan persamaan 

yang menghubungkan fungsi yang memiliki lebih dari satu variabel turunan 

parsialnya. Persamaan diferensial muncul secara alami dalam sains fisika, model 

matematika, dan dalam matematika itu sendiri. Persamaan diferensial parsial 

digolongkan berdasarkan unsur yang sama, yaitu orde, linearitas dan kondisi 

batas. Orde dari persamaan diferensial parsial ditentukan oleh orde dari turunan 

tertinggi dari persamaan diferensial parsial tersebut. 
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Persamaan diferensial orde 1 

  

  
  

  

  
          (2.1) 

Persamaan diferensial orde 2 

   

   
   

  

  
            (2.2) 

Persamaan diferensial orde 3 

.
   

   
/
 

 
   

     
 
  

  
          (2.3) 

Persamaan diferensial parsial berikut merupakan bentuk persamaan diferensial 

orde dua : 

 ( )
   

   
   ( )

   

    
  ( )

   

   
  ( )        (2.4) 

Selain itu, persamaan diferensial juga digolongkan menjadi persamaan linear, 

kuasilinear dan  tak linear dengan penjelasan sebagai berikut : 

1. Apabila koefisien pada persamaaan (2.4) adalah konstan atau fungsi hanya 

terdiri dari variabel bebas saja ,( )  (   )- maka persamaan itu disebut 

persamaan linear. 

2. Apabila koefisien pada persamaaan (2.4) adalah fungsi dari variabel tak bebas 

dan/atau merupakan turunan dengan pangkat yang lebih rendah daripada 

diferensialnya 0( )  .      
  

  
 
  

  
/1 , maka persamaan itu disebut 

persamaan kuasilinear. 

3. Apabila koefisien pada persamaaan (2.4) adalah fungsi dengan turunan sama 

dengan pangkatnya 0( )  .      
   

   
 
   

   
 
   

    
/1 , maka persamaan itu 

disebut persamaan tak linear (Sasongko, 2010). 
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2.2  Deformasi 

 

Deformasi  adalah perubahan bentuk sebuah benda dari kondisi semula ke kondisi 

terkini.
 
Makna dari "kondisi" dapat diartikan sebagai serangkaian posisi dari 

semua partikel yang ada di dalam benda tersebut. Sebagai contoh sebuah 

lingkaran dapat dideformasikan secara kontinu menjadi elips, dan bentuk dari 

cangkir kopi dapat dideformasikan secara kontinu menjadi bentuk donat.  

 

  

  :     

  :       

  :       

  :     

 

 

 

 

Gambar 1. Deformasi kontinu dari solusi  (   ) dari persamaan (2.5) 

 

 

Misalkan terdapat suatu persamaan 

 ( )  (    )   
  

(    )
                        ,   -  (2.5) 

dengan   ,   - adalah parameter homotopi.  

 



8 
 

Jika    , maka akan didapat persamaan lingkaran 

     
        (2.6) 

solusinya merupakan lingkaran     √       Jika      maka didapat 

persamaan elips 

      
          (2.7) 

solusinya merupakan elips      √         

 

Sehingga, seiring dengan bertambahnya parameter homotopi   dari 0 ke 1, 

persamaan (2.5) berubah secara kontinu dari persamaan lingkaran    menjadi 

persamaan elips     sementara solusinya   deformasi secara kontinu dari lingkaran 

    √     menjadi elips      √        seperti dapat dilihat pada 

Gambar 1. Maka, solusi   dari (2.5) tidak hanya bergantung kepada   tapi juga 

bergantung kepada   ,   -  sehingga persamaan (2.5) dapat ditulis dengan lebih 

tepat sebagai 

 ( )  (    )   
  (   )

(    )
                        ,   - (2.8) 

yang mendefinisikan dua homotopi: pertama, homotopi dari persamaan 

 ( )             (2.9) 

dimana    dan    secara berturut – turut dinotasikan dalam (2.6) dan (2.7). Yang 

kedua adalah homotopi dari fungsi 

 (   )    √         √      (2.10) 
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Dengan kata lain, solusi  (   ) dari (2.8) juga merupakan homotopi. Deformasi 

kontinu secara lengkap telah dinotasikan dalam (2.8). Untuk lebih sederhananya, 

(2.8) dapat disebut sebagai deformasi orde – nol. Konsep yang sama dapat 

diterapkan kedalam berbagai jenis persamaan lainnya, seperti persamaan 

diferensial, persamaan integral, dan lain – lain (Liao, 2012). 

 

 

2.3  Metode Analisis Homotopi 

 

 

Misalkan terdapat persamaan differensial berikut, 

  ,  (   )-                   (2.11) 

dengan    adalah operator tak linear yang mewakili seluruh persamaan,   dan   

adalah variabel bebas dan   (   ) adalah fungsi yang tidak diketahui. Dengan cara 

mengeneralisasi metode homotopi sederhana, Liao menyusun persamaan 

deformasi orde nol. 

(   )  [  (     )       (   )]          ,  (     )- (2.12) 

Untuk     ,   - adalah parameter homotopi,    adalah fungsi taknol tambahan,   

adalah operator linear tambahan,     (   ) adalah syarat awal dari   (   ) dan 

 (     ) adalah fungsi yang tidak diketahui. Penting untuk diingat bahwa, bebas 

untuk memilih objek tambahan seperti    dan   pada metode analisis homotopi. 

Terlihat jelas bahwa saat     dan    , keduanya menghasilkan 

  (     )       (   ) dan   (     )     (   ) (2.13) 
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Maka, seiring dengan bertambahnya nilai   dari 0 ke 1, solusi   (     ) berubah 

dari syarat awal     (   ) ke solusi   (   ). Mengekspansikan   (     ) ke 

dalam deret Taylor terhadap  , akan menghasilkan 

  (     )       (   )    ∑     (   )  
   

     (2.14) 

dengan 

      
 

  
  
     (     )

    
 |
   

  (2.15) 

Jika operator linear tambahan, syarat awal, parameter tambahan   , dan fungsi 

tambahan dipilih dengan benar, maka deret pada persamaan (2.14) konvergen ke 

    dan 

  (     )       (   )   ∑     (   )
  
     (2.16) 

merupakan salah satu dari solusi – solusi persamaan tak linear, seperti yang telah 

dibuktikan oleh Liao. Jika       , persamaan (2.12) menjadi  

(   )  [  (     )       (   )]         ,  (     )-    (2.17) 

merupakan persamaan yang paling sering digunakan dalam metode analisis 

homotopi. 

 

Berdasarkan (2.15), persamaan tersebut dapat di deduksi dari persamaan 

deformasi orde nol (2.12). Didefinisikan vektor 

     ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  *     (   )     (   )       (   ) +  (2.18) 
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Mendiferensialkan (2.12) sebanyak m kali terhadap parameter homotopi   dan 

substitusikan      dan akhirnya membaginya dengan    , maka diperoleh 

persamaan deformasi orde ke-  . 

  [     (   )            (   ) ]          (       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ) (2.19) 

untuk 

    (       ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ )    
 

(   ) 
  
       ,  (     )-

      
 |
   

 (2.20) 

dan 

    2
     
              

 

Perhatikan bahwa     (   ) (   ) berdasarkan persamaan linear (2.19) dengan 

kondisi batas linear yang didapat dari masalah awalnya (Bataineh, Noorani, dan 

Hashim, 2007). 

 

 

2.4  Deret Taylor 

 

 

 

Deret Taylor adalah bentuk khusus dari suatu fungsi yang dapat digunakan 

sebagai pendekatan dari integral suatu fungsi yang tidak memiliki anti turunan 

elementer dan dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial. 

Deret Taylor merupakan dasar untuk menyelesaikan masalah dalam metode 

numerik, terutama penyelesaian persamaan diferensial. 
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Definisi 2.4.1 

Bentuk umum Deret Taylor: 

 (    )   (  )   
 (  )

  

  
    (  )

  

  
     (  )

  

  
     (  )

   

  
        (2.21) 

Jika suatu fungsi  ( ) diketahui di titik    dan semua turunan   terhadap   

diketahui pada titik tersebut, maka dengan deret Taylor dapat dinyatakan nilai   

pada titik      yang terletak pada jarak    dari titik   . 

 

 

Dalam praktek, sulit memperhitungkan semua suku pada deret Taylor tersebut dan 

biasanya hanya diperhitungkan beberapa suku pertama saja. 

1. Memperhitungkan satu suku pertama (orde nol) 

      (    )    (  )        (2.22) 

artinya nilai   pada titik      sama dengan nilai pada   . Perkiraan tersebut 

benar jika fungsi yang diperkirakan konstan. Jika fungsi tidak konstan, maka 

harus diperhitungkan suku-suku berikutnya dari deret Taylor. 

 

2. Memperhitungkan dua suku pertama (orde satu) 

     (    )    (  )   
 (  )

  

  
   (2.23) 

 

3. Memperhitungkan tiga suku pertama (orde dua)        

  (    )    (  )   
 (  )

  

  
    (  )

  

  
  (2.24) 
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Definisi 2.4.2 

Misalkan  ( ) fungsi sebarang yang dapat dinyatakan sebagai suatu deret pangkat 

sebagai berikut: 

 ( )       (   )    (   )          (2.25) 

dengan   , n=1,2,3 menyatakan koefisien deret pangkat dan   menyatakan titik 

pusatnya. 

Jika fungsi  ( ) dinyatakan dalam bentuk deret berikut 

∑
  ( )

  
 
   (   )     (2.26) 

maka deret tersebut disebut deret Taylor dari fungsi yang berpusat di   (Kreyszig, 

1998). 

 

 



 

 

 

 
 
 

III. METODE PENELITIAN 
 

 

 

 

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2017/2018 

bertempat di gedung Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam, Universitas Lampung. 

 

 

3.2  Langkah - Langkah Penelitian 

 

 

 

Misalkan diberikan suatu persamaan linear tak homogen  

       (   )        (3.1) 

dan 

      (   )        (3.2) 

dengan syarat awal  

 (   )        dan   (   )          (3.3) 

Untuk menyelesaikan persamaan (3.1) – (3.3) digunakan metode analisis 

homotopi dengan operator linear sebagai berikut. 

 [  (     )]  
  (     )
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Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Mendefinisikan operator linear L dan mengkontruksikan persamaan deformasi 

orde ke-nol. 

2. Menentukan rangkaian solusi dari komponen yang telah diperoleh melalui 

perkiraan awal jika q=0, dan q=1. 

3. Mengkontruksikan persamaan deformasi orde-m. 

4. Menentukan solusi persamaan deformasi pada persamaan yang diperoleh dari 

langkah ke (3) untuk setiap m = 1,2,…,n. 

5. Mensubtitusikan hasil ini ke dalam deret homotopi, sehingga diperoleh solusi 

homotopi. 

 



                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 
 

 

 

 

5.1  Kesimpulan 

 

 

 

Pada sistem persamaan diferensial parsial linear non homogen        (   )  

  ,       (   )     dengan syarat awal   (   )        dan  

 (   )       , didapatkan solusi homotopi yang konvergen ke solusi  (   )  

        dan   (   )          apabila nilai       

 

 

 

5.2 Saran 

 

 

 

Pada tulisan ini, metode analisis homotopi hanya diterapkan ke dalam sistem 

persamaan diferensial parsial linear non homogen orde satu. Oleh karena itu, 

diharapkan dapat digunakan sebagai referensi dalam menerapkan metode analisis 

homotopi ke dalam sistem persamaan diferensial parsial lainnya yang lebih rumit. 
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