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ABSTRAK

PENDUGAAN PARAMETER PROPORSI AREA KECIL
BERDASARKAN GENERALIZED LINEAR MIXED MODEL

Oleh

Nina Damayanti

Pendugaan secara langsung pada area kecil dapat menghasilkan keragaman yang
besar karena informasi yang diperoleh sangat sedikit atau bahkan tidak terdapat
informasi sama sekali mengenai karakteristik populasi yang akan diamati.
Alternatif metode lain yang dapat digunakan yaitu melalui pendugaan tidak
langsung dengan menghubungkan area kecil tersebut dengan area lain melalui
model yang sesuai dengan tujuan penelitian yang dilakukan. Terdapat beberapa
metode pendugaan pada area kecil, diantaranya Empirical Bayes (EB),
Hirarchical Bayes (HB) dan Best Linear Unbiassed Predictor (BLUP). Pada
penelitian ini dilakukan pendugaan parameter proporsi area kecil menggunakan
metode BLUP dengan menghubungkan salah satu model dasar area kecil yaitu
Basic Area Level (type A) Model dengan Generalized Linear Mixed Model
(GLMM). Sebelum menduga parameter proporsi dari model area kecil, terlebih
dahulu dilakukan pendugaan terhadap parameter dari GLMM dengan Generalized
Least Square (GLS). Kajian empirik dilakukan terhadap proporsi keluarga
prasejahtera di Kota Bandar Lampung dengan bantuan software R.

Kata Kunci : Pendugaan Area Kecil, Best Linear Unbiassed Predictor (BLUP),
Generalized Linear Mixed Model (GLMM) dan Generalized Least
Square (GLS).



ABSTRACT

ESTIMATION OF PROPORTION PARAMETERS OF SMALL AREA
BASE ON GENERALIZED LINEAR MIXED MODEL

By

Nina Damayanti

Direct estimation of small area can result in great because the information
obtained has little or no information about the characteristics of the population to
be observed. Another alternative method can be used is through indirect
estimation by connecting the small area with other areas through the model in
accordance with the purpose of research conducted. There are several method of
small area, including Empirical Bayes (EB), Hirarchical Bayes (HB) and  Best
Linear Unbiassed Predictor (BLUP). In this research, the parameter of proportion
of small area using BLUP method is done by connecting one of the basic model of
small area, namely Basic Area Level (type A) Model with Generalized Linear
Mixed Model (GLMM). Before estimating the proportion parameters of the small
area model, we first estimated the parameters of GLMM with Generalized Least
Square (GLS). Empirical study was conducted on the proportion of under-
prosperous family in Bandar Lampung with the help of software R.

Keyword : Small Area Estimation, Best Linear Unbiassed Predictor (BLUP),
Generalized Linear Mixed Model (GLMM) and Generalized Least
Square (GLS).
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I. PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang dan Masalah 

Survei merupakan salah satu cara untuk memperoleh informasi, dimana informasi 

tersebut dapat digunakan untuk menduga karakteristik suatu populasi. Pendugaan 

karakteristik dari suatu populasi dapat dilakukan melalui pendugaan secara 

langsung (direct estimation) atau melalui pendugaan secara tidak langsung 

(indirect estimation). Suatu penduga dikatakan langsung jika pendugaan terhadap 

parameter populasinya hanya didasarkan pada informasi yang diperoleh dari area 

tersebut. Pendugaan langsung umumnya akan menghasilkan dugaan yang tak bias. 

Namun dalam kasus area kecil yang merupakan suatu area dengan sedikit 

informasi atau bahkan tidak memiliki informasi sama sekali mengenai 

karakteristik populasi yang akan diamati, pendugaan secara langsung kurang 

efisien untuk diterapkan disebabkan informasi yang dimiliki sangatlah terbatas 

sehingga akan menghasilkan nilai dugaan yang memiliki standard error yang 

besar. Metode lain yang dapat digunakan untuk menduga karakteristik populasi 

dari suatu area kecil adalah metode pendugaan area kecil.  

Pendugaan area kecil merupakan metode pendugaan tidak langsung pada  area 

kecil dengan cara menghubungkan area kecil tersebut dengan data dari area lain 

yang berhubungan dengan karakteristik populasi yang akan diamati melalui model 

yang sesuai dengan tujuan penelitian yang akan dilakukan. Dalam pendugaan area 

kecil, terdapat tiga metode yang dapat digunakan yaitu EB (Empirical Bayes), HB 
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(Hirarchical Bayes), dan BLUP (Best Linear Unbiassed Predictor). EB dan HB 

digunakan pada kasus data diskrit, dan BLUP digunakan pada kasus data kontinu. 

Sedangkan untuk model pendugaan dalam area kecil dibedakan menjadi dua yaitu 

model berbasis area (basic area level model) dan  model berbasis unit (basic unit 

level model) dimana kedua model tersebut merupakan model campuran.  

Berdasarkan faktor yang mempengaruhi peubah responnya, model dapat 

dibedakan menjadi tiga macam diantaranya yaitu model tetap, model acak, dan 

model campuran. Model tetap merupakan  model yang hanya terdiri dari pengaruh 

tetap (fix effect) sebagai faktor yang mempengaruhi peubah responnya. Berbeda 

dengan model tetap, model acak diartikan sebagai model yang hanya terdiri dari 

pengaruh acak (random effect) sebagai faktor yang mempengaruhi peubah 

responnya. Sedangkan untuk model campuran dapat diartikan sebagai model yang 

menggabungkan antara pengaruh tetap dan pengaruh acak kedalam satu model. 

Suatu pengaruh dikatakan tetap jika pengaruh tersebut dianggap telah memenuhi 

semua kemungkinan pengaruh yang ada dan biasanya telah ditetapkan sebelum 

penelitian dilakukan dan suatu pengaruh dikatakan acak apabila pengaruh tersebut 

diperoleh secara acak dari suatu populasi tertentu.  

Penelitian ini akan membahas mengenai pendugaan parameter proporsi area kecil 

dengan cara menghubungkan model area kecil tersebut dengan Generalized 

Linear Mixed Model (GLMM) yang merupakan model yang menggabungkan 

pengaruh tetap dan pengaruh acak kedalam suatu model linear dengan peubah 

respon yang tidak harus menyebar normal. Model linear campuran ini biasanya 

digunakan pada data yang tidak saling bebas dan data yang tidak homogen.  
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Dalam GLMM, ada kalanya pengamatan yang dilakukan saling berkorelasi 

sehingga pendugaan parameter dengan metode OLS (Ordinary Least Square) 

tidak dapat diterapkan sehingga dibutuhkan metode lain untuk memperoleh nilai 

dugaan dari parameter tersebut yaitu dengan metode GLS (Generalized Least 

Square). Metode ini memiliki konsep yang serupa dengan metode OLS yaitu 

meminimumkan jumlah kuadrat galat dari model namun metode ini terlebih 

dahulu mentransformasi nilai ragam dari galat pengamatan agar memenuhi asumsi 

yang ditetapkan dalam model .  

Parameter dari GLMM ini akan diduga terlebih dahulu menggunakan metode 

GLS, kemudian hasil yang diperoleh akan digunakan untuk menduga parameter 

model area kecil. Pengaplikasian data dilakukan dengan menduga nilai proporsi 

keluarga prasejahtera Kota Bandar Lampung. Dalam menghitung proporsi 

keluarga prasejahtera dari suatu kabupaten/kota dibutuhkan data proporsi keluarga 

prasejahtera sampai level kecamatan. Namun, sering kali sumber data yang 

tersedia berasal dari data survei dimana tidak semua keluarga yang berada 

dikecamatan tersebut diambil sebagai sampel sehingga apabila dilakukan 

pendugaan secara langsung dengan hanya memanfaatkan informasi yang ada akan 

menghasilkan dugaan yang kurang akurat. Oleh sebab itu dilakukanlah pendugaan 

proporsi keluarga prasejahtera dengan menambahkan 6 indikator keluarga 

prasejahtera BKKBN Lampung sebagai pengaruh tetap dan kecamatan yang 

berada di Kota Bandar Lampung sebagai pengaruh acak kedalam model 

pendugaan parameter proporsinya. 
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1.2.Tujuan 

Tujuan dari penelitian ini adalah memperoleh penduga parameter proporsi area 

kecil menggunakan metode BLUP (Best Linear Unbiassed Predictor) berdasarkan 

hasil dugaan parameter GLMM menggunakan metode GLS (Generalized Least 

Square) dengan aplikasi data keluarga prasejahtera Kota Bandar Lampung 

 

1.3. Manfaat 

Manfaat dari penelitian ini adalah mengetahui langkah-langkah menduga 

parameter proporsi area kecil mengunakan metode BLUP berdasarkan hasil 

dugaan parameter GLMM menggunakan metode GLS. 

 



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Pendugaan Area Kecil

Suatu area dikatakan kecil apabila sampel yang diambil tidak mencukupi untuk

melakukan pendugaan secara langsung dengan hasil dugaan yang akurat (Rao,

2003). Pendugaan area kecil merupakan konsep terpenting dalam pendugaan

parameter secara tidak langsung di suatu area yang relatif kecil dalam survey

sampling.  Metode ini digunakan untuk menduga sub-populasi (domain yang lebih

kecil). Pendugaan langsung (direct estimation) pada sub-populasi umumnya akan

menghasilkan dugaan yang tidak memiliki presisi yang memadai karena kecilnya

jumlah sampel yang digunakan untuk memperoleh dugaan tersebut.  Alternatif

metode lain adalah dengan cara menghubungkan area tersebut dengan area lain

melalui model yang sesuai dengan tujuan penelitian yang akan dilakukan, dengan

demikian dugaan tersebut merupakan pendugaan tidak langsung (indirect

estimation), dalam arti bahwa dugaan tersebut mencakup data dari domain yang

lain (Sadik, 2008).

2.2. Model Area Kecil

2.2.1. Basic Area Level (Type A) Model

Salah satu model dasar area kecil adalah Basic area level (type A) model, yaitu

model yang didasarkan pada ketersediaan data pendukung yang hanya ada untuk

level area tertentu. Misalkan xi = (x1i, …, xpi)
T dan parameter yang akan diduga θi,
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diasumsikan mempunyai hubungan dengan xi. Data pendukung tersebut

digunakan untuk membangun model:

θi= xi
Tβ + bivi (2.1)

dengan i=1,…,m dan vi~N(0, ) sebagai pengaruh acak yang diasumsikan normal

serta β = (β1, …, βp)
T adalah vektor koefisien regresi berukuran px1. Sedangkan bi

adalah konstanta bernilai positif yang diketahui. Inferensia mengenai θi diperoleh

dengan mengasumsikan bahwa model penduga langsung yi tersedia, yaitu:

yi = θi + ei (2.2)

dimana i=1,…,m dengan sampling error ei~N(0, ) dan diketahui. Pada

akhirnya, kedua model digabungkan dan menghasilkan model gabungan:

yi= xi
Tβ + bivi+ei (2.3)

dimana i=1,…,m. Model tersebut merupakan bentuk khusus dari model linier

campuran (generalized linear mixed model) yang terdiri dari pengaruh tetap (fixed

effect) yaitu β dan pengaruh acak (random effect) yaitu vi (Rao, 2003).

2.2.2. Basic Unit Level (Type B) Model

Merupakan suatu model dimana data pendukung yang tersedia bersesuaian secara

individu dengan data respon, misal xij = (xij1, xij2, xij3, …, xijp)
T untuk masing-

masing anggota populasi j dalam setiap area kecil i,. Sehingga didapatkan suatu

model regresi tersarang sebagai berikut :
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yii =xi
T + vi + eij (2.4)

dengan i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, Ni, dengan asumsi vi merupakan peubah acak

yang berdistribusi νi~N(0, σ2
v) dan eij = k ̃ ij dimana konstanta k diketahui dan ̃ ij

merupakan peubah acak saling bebas dari vi sehingga distribusi dari eij adalah

N(0,σ2
e).

2.3. Generalized Linear Mixed Model (GLMM)

Model linear campuran merupakan model yang terdiri dari pengaruh tetap (fixed

effect) dan pengaruh acak (random effect). Suatu pengaruh dikatakan tetap (fixed)

apabila dalam suatu penelitian, pengaruh tersebut dianggap telah mewakili semua

tingkat kemungkinan pengaruh yang ada dan telah ditetapkan sebelumnya.

Sedangkan, suatu pengaruh dikatakan acak (random) apabila pengaruh tersebut

merupakan sampel yang diambil secara acak dari suatu populasi (Little dkk,

1996).

Rao (2003) mengaitkan model-model dasar area kecil sebagai bagian dari

Generalized Linear Mixed Model (GLMM) yang menggabungkan antara

pengaruh tetap dan pengaruh acak dalam suatu model umum. Misalkan bahwa

data sampel memenuhi Generalized Linear Mixed Model (GLMM)  :

y = Xβ + Zν + e (2.5)

dimana y adalah vektor berukuran nx1 dari sampel pengamatan, X dan Z adalah

matrik berpangkat penuh yang diketahui berukuran nxp dan nxh, serta ν dan e

menyebar bebas dengan mean 0 dan matrik kovarian G dan R tergantung pada
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parameter varian δ = (δ1, … , δq)
T. Asumsikan bahwa δ termasuk subset tertentu

dari Euclidean q-space sedemikian sehingga

Var (y) = V = V (δ) = R + ZGZT (2.6)

Adalah nonsingular untuk semua δ yang termasuk ke dalam subset, dimana

Var(y) di notasikan sebagai matrik varian-kovarian dari y.

2.4. Metode Best Linear Unbiased Predictor (BLUP)

Pada GLMM, dilakukan pendugaan terhadap kombinasi dari parameter yaitu

µ=1Tβ + mTν, dari parameter regresi β dan penerapan dari ν, untuk vektor

tertentu, 1 dan m, dari konstanta. Dan untuk δ tertentu yang diketahui maka

penduga BLUP bagi µ adalah :

µ = ( , ) = + = + ( − ) (2.7)

Dimana= ( ) = ( ) (2.8)= ( ) = ( − ) (2.9)

Berdasarkan (Rao, 2008), model untuk penduga tidak langsung, adalah  :

=xi
Tβ + bivi + ei (2.10)

dimana i = 1, …, m, merupakan kasus khusus dari GLMM, yaitu :

Yi = , Xi = xi
T, Zi = bi , dan ν = vi , ei = ei , β = (β1, …, βp)T

sedangkan Gi= , Ri=

sehingga vi = + bi2dan µi = θi = xi
Tβ + bivi
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Apabila persamaan pendugaan tidak langsung disubstitusikan ke dalam GLMM,

akan diperoleh penduga BLUP bagi µ i atau θi , yaitu  :

θ = + (θ − ), dimana dan

= ( ) = ∑ 2+ 2 ∑ 2+ 2
2.5. Generalized Least Square (GLS)

Adakalanya terjadi sebagian pengamatan yang digunakan dalam analisis “kurang

terandalkan” dibanding dengan yang lainnya. Hal ini berarti bahwa ragam dari

pengamatan tersebut tidak sama, dengan kata lain matriks V(ε) tidak berbentuk

Iσ2 melainkan suatu matriks diagonal dengan unsur-unsur pada diagonal

utamanya tidak sama. Mungkin pula dalam beberapa kasus, unsur-unsur di luar

diagonal utama matriks V(ε) tidak nol, yang berarti pengamatan tersebut saling

berkorelasi (Drapper dan Smith, 1992).

Dengan demikian diperlukan suatu pendekatan baru, yaitu dengan transformasi.

Setelah transformasi matriks kovarian menjadi σ2I dan kemudian diterapkan

teorema Gauss Markov pada model yang telah ditransformasikan. Hasilnya akan

merupakan BLUE (Best Linear Unbiased Estimation). Metode pendekatan ini

merupakan metode GLS (Generalized Least Square).
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Pendekatan Transformasi :

Jika suatu matriks Q adalah simetrik definit positif maka Q nonsingular atau Q-1

ada, dan karena itu ada matriks nxn nonsingular (misal P) sedemikian rupa

sehingga

P’P = Q-1 (2.10)

Pada model linear Y= Xβ + ε dengan asumsi matriks kovariannya Σ = σ2Δ,

matriks Δ adalah simetriks dan definit positif sehingga nonsingular, karena itu ada

suatu matriks nxn nonsingular P sehingga P’P = Δ-1 . Pada model linear kalikan

kedua ruas dengan matriks P ini : PY= PXβ +Pε

Sehingga matriks pengamatan setelah ditransformasikan akan berbentuk [PY  PX]
dengan vektor galat Pε, dengan matriks kovarians Σ = σ2Δ adalah :

Cov (Pε) = P E(εε) P’

= σ2 PΔP’

= σ2 P(PP’)-1P’

= σ2 I

Penerapan metode kuadrat terkecil pada model transformasi akan menghasilkan

persamaan normal sebagai berikut :

X’P’PY = X’P’PXB

dengan B adalah kuadrat terkecil untuk β berdasarkan model transformasi. Karena

X’P’PY adalah matriks definit positif jika X mempunyai full column rank

sehingga X’P’PY adalah nonsingular dan P’P = Δ-1.



11

Maka solusinya adalah :

B = (X’P’PX)-1(X’P’PY)

atau

B = (X’ Δ-1X)-1(X’ Δ-1Y)

Persamaan terakhir ini dinamakan penduga kuadrat terkecil umum (Generalized

Least Square) (Usman dan Warsono, 2009) .



III. METODE PENELITIAN

3.1. Data

Data yang digunakan pada penelitian ini merupakan data sekunder tentang

keluarga prasejahtera Kota Bandar Lampung Tahun 2015 yang diolah oleh

BKKBN Provinsi Lampung. Data tersebut terdiri dari 20 kecamatan yang berada

di Kota Bandar Lampung dengan 6 indikator yang dijadikan sebagai data

penyerta, yaitu :

a. Keluarga membeli satu stel pakaian baru untuk seluruh anggota keluarga

minimal satu tahun sekali (x1).

b. Seluruh anggota keluarga makan minimal dua kali sehari (x2).

c. Seluruh anggota keluarga bila sakit berobat ke fasilitas kesehatan (x3).

d. Seluruh anggota keluarga memiliki pakaian yang berbeda untuk dirumah,

bekerja/ sekolah dan bepergian (x4)

e. Seluruh anggota makan daging/ ikan/ telur minimal seminggu sekali (x5).

f. Seluruh anggota keluarga menjalankan ibadah agama sesuai ketentuan agama

yang dianut (x6).
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3.2. Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut  :

1. Menentukan Basic area level (type A) model yaitu :

θi= xi
Tβ + bivi + ε.

2. Mengasumsikan bahwa vi~N (0, ) sebagai pengaruh acak, β = (β1, …, βp)
T

adalah vektor koefisien regresi berukuran px1, bi merupakan vektor konstanta

positif yang diketahui, serta ragam dari νi (σ2
ν) dan ragam dari ε (σ2

ei)

diketahui.

3. Menduga parameter β dan vi menggunakan metode GLS.

4. Menentukan model penduga BLUP bagi model dasar area kecil.

5. Mensubstitusikan hasil dugaan parameter β dan vi ke dalam penduga BLUP.

6. Mengaplikasikan model area kecil pada data keluarga pra sejahtera Kota

Bandar Lampung.

7. Menduga parameter model area kecil dari data menggunakan software R

Dengan flow chart tahapan pendugaan parameter proporsi area kecil tersaji pada

Gambar 3.1.
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Gambar 3.1. Flow Chart Tahapan Pendugaan Parameter Proporsi Model Area
Kecil

Mulai

Menduga parameter β dan vi dari GLMM

Menduga parameter model area kecil dari data
menggunakan software   R

Selesai

Mensubstitusikan hasil dugaan parameter GLMM ke
penduga BLUP bagi model area kecil

Menginputkan data ke dalam software
R

Menentukan model dasar area kecil yang
akan digunakan

Mengasumsikan ragam νi (σ2
ν) dan

ragam ε (σ2
ei) diketahui

Menentukan penduga BLUP bagi model
dasar area kecil



V. KESIMPULAN

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian pada bab sebelumnya, diperoleh kesimpulan sebagai

berikut:

1. Pendugaan parameter θ pada model area kecil menggunakan metode Best

Linear Unbiassed Preditor (BLUP) dapat dilakukan apabila asumsi

komponen keragaman dari data diketahui. Sedangkan untuk menduga

parameter dari pengaruh tetap dan pengaruh acak di lakukan dengan

mensubstitusikan hasil yang diperoleh dari pendugaan parameter GLMM

dengan metode GLS. Dugaan parameter model area kecil yang dihasilkan

adalah sebagai berikut:

= xi
T + γi ( − xi

T )
Dimana γi = bi

2 (ψi + bi
2 )-1

Dengan = (σ ) (σ )
Sebagai penduga pengaruh tetap dalam model area kecil, dan

= γi ( − xi
T )

Sebagai penduga pengaruh acak dari model area kecil.

2. Pendugaan tidak langsung pada data keluarga prasejahtera Kota Bandar

Lampung Tahun 2015 menghasilkan selisih nilai dugaan proporsi keluarga

prasejahtera yang tidak terlalu jauh jika dibandingkan dengan nilai pendugaan
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secara langsung. Hal ini diduga data peubah penyerta yang digunakan dalam

pendugaan tidak langsung memberikan pengaruh yang tidak terlalu besar

terhadap peubah respon. Model pendugaan area kecil dari data keluarga

prasejahtera Kota Bandar Lampung tahun 2015 adalah sebagai berikut:

={(-0.07054)x1+1.224292x2+2.160651x3+(-0.54542)x4+0.431972x5

+0.856555x6)}+ ( 0,0020141310,002014131+σei)+{θi–((-0.07054)x1+1.224292x2

+2.160651x3 + (0.54542)x4 +0.431972x5 +0.856555x6)}.
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