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ABSTRACT

THE COMPARISON OF ADAMSBASHFORTH-MOULTON AND
MILNE-SIMPSON METHODSTO SOLVED EULER DIFFERENTIAL
EQUATIONS OF ORDER-8

By
Faranika Latip

Euler differential equation is a special formed from linear differential equations
with coefficients of variable. In solved the Euler differential equations of eighth
order where the characteristic equation is real roots, used multi-steps methods or
also caled the predictor-corrector methods is Adams Bashforth-Moulton and
Milne-Simpon method as a methods that the approximation the analytic solution.

General form from Euler differential equations of eight order :
8

Z a;xty® =0

i=0
Transformed to be a system of ordinary d fferential equations (SODE’s) the first
order using the transformation x = e’, where x > 0. Obtained the fisrt order
system of ordinary differential equations (SODE’s) with the initial values, then
subtituted to predictor equations and then corrected by corrector equations with
the excat selection of the size h. The conclusion is both of methods can be used to
solve Euler differential equation of eighth order. Adams Bashforth-Moulton
methods is more accurate to solved Euler differential equation of eighth order that
known from the comparation of the errors, and more efficient than Milne-Simpson
methods that based on the average time process to running program.

Keywords: Euler differential equation, predictor-corrector methods, Adams

Bashforth-Moulton methods, Milne-Smpson methods



ABSTRAK

PERBANDINGAN METODE ADAMSBASHFORTH-MOULTON DAN
METODE MILNE-SIMPSON DALAM PENYELESAIAN PERSAMAAN
DIFERENSIAL EULER ORDE-8

Oleh
Faranika Latip

Persamaan diferensial Euler adalah bentuk khusus dari persamaan diferensial
linear dengan koefisien peubah. Dalam penyelesaian persamaan diferensial Euler
orde-8 dimana akar-akar karakteristiknyariil berbeda, digunakan metode langkah
banyak (multi steps) atau disebut juga dengan metode prediktor-korektor yaitu
metode Adams-Bashforth Moulton dan metode Milne-Simpson sebagal metode
dalam menghampiri solusi analitiknya. Bentuk umum dari persamaan diferensial

Euler orde-8 :
8

Zaixiy'(i) =0

=0
Ditransformasikan menjadi sistem persamaan diferensial biasa (SPDB) orde-1
dengan menggunakan transformasi x = ef, dimana x > 0. Didapatkan sistem
persamaan diferensial biasa (SPDB) orde-1 dengan nilai-nila awal, kemudian
disubtitusikan ke dalam persamaan prediktor lalu dikoreksi pada persamaan
korektor dengan pemilihan ukuran h yang tepat. Diperoleh kesimpulan bahwa
kedua metode di atas dapat digunakan dalam menyelesaikan persamaan
diferensial Euler orde-8. Metode Adams Bashforth-Moulton lebih akurat dalam
menyelesailkan persamaan diferensial Euler orde-8 diketahui dari perbandingan
jumlah galatnya, serta lebih efisien dibandingkan metode Milne-Simpson
berdasarkan rata-ratalama waktu proses program berjalan.

Kata kunci : Persamaan Diferensial Euler, Metode Prediktor-Korektor , Metode
Adams Bashforth-Moulton, Metode Milne-Smpson
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada matematika terdapat suatu kajian tentang pemodelan matematika yang
sedikit banyak dapat membantu manusia untuk menyel esaikan permasal ahan-
permasal ahan di kehidupan sehari-hari. Sejumlah fenomenaalam di dalam bidang
kimia, fiskaklasik , biologi dan ilmu lainnya sering dimodelkan ke dalam bentuk
bahasa matematika terutama dalam bentuk persamaan atau sistem persamaan
diferensial. Sebagai contoh, dalam bidang kimia sebagai 1aju reaksi suatu
senyawa, dalam bidang fisika sebagai tolak ukur percepatan dan kecepatan suatu
benda, dalam bidang biologi sebagai pemodelan penyakit dan dalam bidang
ekonomi dan keuangan sebagai 1aju perubahan gaya hidup dan laju pertambahan

investas.

Persamaan diferensial sendiri dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan diferensia
biasa merupakan persamaan yang memuat turunan-turunan biasa terhadap fungsi
yang memuat satu variabel bebas, sedangkan persamaan diferensial parsia
merupakan persamaan yang memuat turunan-turunan parsial dari fungsi yang
memuat |ebih dari satu variabel bebas. Salah satu bentuk persamaan diferensial

biasa yaitu persamaan diferensial Euler. Persamaan diferensial Euler adalah salah



satu bentuk khusus dari persamaan diferensia linear dengan koefisien peubah.
Setiap bentuk persamaan differensial mempunyai metode penyelesaian yang
berbeda. Metode lain yang dapat digunakan dalam menyel esaikan persamaan
diferensia biasaordetinggi yaitu metode numerik. Metode numerik merupakan
metode yang digunakan untuk memformul asikan persoalan matematika sehingga
dapat diselesaikan dengan operasi perhitungan atau aritmatika biasa (tambah,
kurang, kali, dan bagi). Metode numerik dibagi menjadi dua yaitu metode
langkah tunggal (one step) dan metode langkah banyak (multi steps). Metode
yang termasuk metode langkah tunggal adalah metode Euler, metode Heun, dan
metode Runge-K utta. Sedangkan metode yang termasuk metode langkah banyak
adalah metode Adams Bashforth-Moulton, metode Milne-Simpson, dan metode
Hamming. Semakin tinggi orde yang muncul pada persamaan diferensia maka
akan semakin sulit ditemukan solusinya secara andlitik, sehingga penyelesaian
dengan menggunakan metode numerik merupakan metode yang digunakan untuk

memperoleh solusi pendekatannya.

Oleh karenaitu, penulistertarik untuk mengangkat penelitian yang berjudul
“Perbandingan Metode Adams Bashforth-Moulton dan Metode Milne-Simpson
Dalam Penyelesaian Persamaan Diferensial Euler Orde-8”. Pada penélitian ini
hanya difokuskan dalam menyel esaikan persamaan diferensial Euler orde-8
dimana akar-akar karakteristiknyariil berbedalalu digunakan metode Adams
Bashforth-Moulton dan metode Milne-Simpson sebagai metode lain dalam
penyelesaiannya. Kemudian membandingkan antara solusi numerik kedua metode
sehingga dapat diketahui metode mana yang lebih baik untuk menyelesaikan

persamaan diferensial Euler orde-8.



1.2 Tujuan Pendlitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Mentransformasikan persamaan diferensial Euler orde-8 menjadi sistem
persamaan diferensial orde-1 dengan menggunakan transformasi x = e,
dimanax > 0.

2.  Membandingkan plot solusi analitik dan solusi numerik dari penyelesaian
solusi persamaan Euler orde-8 dimana akar-akar karakteristiknyariil berbeda
dengan menggunakan metode Adams Bashforth-M oulton dan metode Milne-
Simpson sehingga dapat diketahui metode mana yang lebih baik dalam

menyel esalkan persamaan diferensial Euler orde-8.

1.3 Manfaat Pendlitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Mengetahui transformasi dari persamaan diferensial Euler orde-8 menjadi
sistem persamaan diferensial orde-1.

2. Mengetahui perbandingan antara plot solusi analitik dan solusi numerik dari
penyelesaian solusi persamaan Euler orde-8 dimana akar-akar
karakteristiknyariil berbeda dengan menggunakan metode Adams Bashforth-
Moulton dan metode Milne-Simpson sehingga dapat diketahui metode mana
yang lebih baik dalam menyel esaiakan persamaan diferensial Euler orde-8.

3. Memberikan wawasan mengenal persamaan diferensial Euler orde-8 yang

telah didapatkan penyel esaiannya dengan menggunakan metode Adams



Bashforth-Moulton dan metode Milne-Simpson.
4. Dapat digunakan sebagai tambahan referensi untuk mengkaji Iebih lanjut

mengenai persamaan diferensial Euler orde-8.



. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan Diferensial (differential equation) adalah persamaan yang melibatkan
variabel-variabel tak bebas dan turunan-turunannya terhadap variabel-variabel

bebas. Berikut adalah contoh persamaan diferensial :

dy ., .
ol + sin(x) (2.1)
3x2dx + 2ydy = 0 (2.2)

0°u  0*u _du

2t a5 (2.3)
Persamaan diferensial dibagi dalam duakelas yaitu biasa dan parsial. Persamaan
diferensia biasa (ordinary differential equation) adalah suatu persamaan yang
melibatkan hanya satu variabel bebas. Jikadiambil y(x) sebagai suatu fungsi satu
variabel, dengan x dinamakan variabel bebas dan y dinamakan variabel tak bebas,
maka suatu persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk

Fla.y.y' 3" y™) =0
Persamaan (2.1) dan persamaan (2.2) merupakan persamaan diferensial biasa
sedangkan persamaan (2.3) adalah persamaan diferensial parsial (partial

differential equation) yang merupakan suatu persamaan diferensial yang



melibatkan dua atau lebih variabel bebas.
Tingkat/orde (order) dari persamaan diferensial didefinisikan sebagai tingkat dari

turunan tertinggi yang muncul dalam persamaan diferensial. Sebagai contoh :

j YAang .111‘:[‘1[ dalam persar
L sy adalah PDB orde-3
(a) x —'E_ﬁxﬂ+1oy=0
dx dx
(b) = f_:” — r“i;’ + 10y =0 adalah PDB orde-2
a7 ed +s5 (xCed) =0
(©) €2 4 min(xced)) adalah PDB orde-1

C
() += () = (

Dari persamaan (@) dipunyai variabel tak bebas y dan variabe! bebas x, sedangkan
pada persamaan (b) dan (c) dipunyai variabel tak bebas x dan variabel bebas t.
Dergjat (degree) dari suatu persamaan diferensial adalah pangkat dari suku

turunan tertinggi yang muncul dalam persamaan diferensial. Sebagai contoh :

fi ya_,_,g ,‘I_)LH'ICU tam '
14 P oad®s adalah PDB orde-2 berdergjat satu
dx dx
1 ¢ lc!’JLl & ct.\:““’.

3
L R S
P e RV

(Nugroho, 2011).

adalah PDB orde-2 berdergjat 3

A = O

2.2 Persamaan Diferensial Biasa Linear dan Nonlinear

Persamaan diferensial biasa F(t,y,y’, ...,y™) = 0, dikatakan linear jika F
adalah linear dalam variabel - variabel y,y', ..., y™. Definis serupajugaberlaku
untuk persamaan diferensial sebagian. Secara umum persamaan diferensial biasa
linear orde-n sebagai berikut :

ag()y™ +ar ()y ™ + -+ an(t)y = g(t) (2.4)
Persamaan yang tidak dalam bentuk persamaan (2.4) merupakan persamaan

nonlinear. Contoh persamaan nonlinear, persamaan pendulum :



LAPE
dtz LSln =

Persamaan tersebut nonlinear karena suku sin 8. Persamaan diferensid :
yu 4 2etyr _l_yyf +y2 = t4

Juga persamaan nonlinear karena suku yy' dan y? (Waluya, 2006).

2.3 Persamaan Diferensial Euler Cauchy Orde Tinggi Homogen

Persamaan diferensia linear orde tinggi homogen dengan koefisien variabel
dikatakan sebagai persamaan diferensial Euler Cauchy, jika persamaan diferensia
tersebut berbentuk :
ax"y™® + a, x"ly@ D 4t qixy' +agy =0 (2.5)
dimanaa,,a,-1, ---, a;, ag merupakan konstanta-konstanta dan a,, # 0. Dengan
menggunakan pendekatan yang dikembangkan pada persamaan diferensial Euler
Cauchy homogen orde dua, untuk menentukan penyel esaian umumnya, ambil
basis-basis penyel esaiannya berbentuk :
y=X
Turunkan persamaan y = x™, terhadap x sampai dengan n kali menghasilkan,
' = gt
y' =m(@m-1)xm?

y" =m@m-1)(m—-2)x™3

y(n) =m(m-1)(m-—2).. (m—(n— 1))xm—n

dengan mensubtitusikan basis y = x™ dan turunan-turunannyay’, y", ..., y™ ke



dalam persamaan diferensial dihasilkan,
[aymim—1)..(m—(n—1)) +ap_ym(m—1)(m—-2)..(m—(n—2))
+--+aymim—-1)(m—-2)+aym(m—1)+am+ayg]x™ =0 (2.6)
atau setelah disederhanakan menghasilkan,
(bym™ + by_ym™ 1 + --- + bsm?® + by,m? + bym' + by)x™ =0 (2.7)
karena, x™ # 0, akibatnya diperoleh polinomial berderajat n dalam m, yaitu :
bym™+ b,_ym™ '+ -+ bsm3 + b,m? + bym* + by = 0 (2.8)
Polinomial ini disebut persamaan karakteristik persamaan diferensial Euler
Cauhcy orde-n hormogen. Didapatkan akar-akarnyariil berbeda, misalkan akar-
akar persamaan karakteristiknya edalah :
mq, My, -, My
sehingga basis-basis penyelesaian umum persamaart adalah :
Y1 =Xy, =XM2,y3 = X5, o, Yy = X7
Oleh karenaiitu, solusi umumnya adalah :
Y= x™ 4 cx™2 4 c3x™ + oo+ cpx™n (2.9)

(Prayudi, 2006)

24 Masalah Nilai Awal (MNA)

Masaah nilai awal adalah suatu masalah yang melibatkan satu atau lebih fungsi

yang tidak diketahui beserta turunannya dalam sebuah persamaan yang memenuhi

syarat awal yang diberikan.



Teorema 2.1

Jikafungs p dan g dalam

y' +p()y =qx) (2.10)
kontinu dalam interval buka I: @ < x <  yang memuat titik x = x,, maka
terdapat sebuah fungsi y = @(x) secaratunggal yeng memenuhi persamaan (2.10)
untuk suatu nilai x € I dan memenuhi syarat awal y(xy) = yg, dengan y,

merupakan suatu nilai awal yang diberikan (Marwan dan Munzir, 2009).

2.5 Metode Numerik

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk memformulasikan persoalan
matematik sehingga dapat dipecahkan dengan operasi perhitungan/aritmatika
biasa (tambah, kurang, kali, dan bagi). Metode artinya cara, sedangkan numerik
artinya angka. Jadi metode numerik secara harfiah berarti cara berhitung dengan
menggunakan angka. Solusi dengan menggunakan metode numerik selalu
berbentuk angka. Dengan metode numerik hanya memperoleh solusi yang
menghampiri atau mendekati solusi analitik sehingga solusi numerik dinamakan
jugasolusi hampiran (approximation) atau solusi pendekatan, namun solusi
hampiran dapat dibuat seteliti yang diinginkan. Solusi hampiran jelas tidak tepat
sama dengan solusi analitik, sehingga ada selisih antara keduanya. Selisihinilah

yang disebut dengan galat (error) (Munir, 2008).
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2.6 Metode Langkah Banyak (Multi Steps) dan AnalisisError

Metode langkah banyak (multi steps) adalah metode yang digunakan untuk
menyel esaikan masalah nilai awal (MNA) dengan memperkirakan nilai y(x,-41)
Cengan menggunakan beberapanilali padatitik sebelumnya,

(x), y(xy—_1), y(xy_3), ... . Metode yang termasuk ke dalam metode langkah
banyak adalah metode prediktor-korektor. Metode langkah banyak yang akan

digunakan pada penélitian ini, yaitu :
2.6.1 Metode Adams Bashforth-Moulton

Metode prediktor-korektor Adams Bashforth-Moulton (ABM) adalah metode

langkah banyak yang diturunkan dari teorema dasar kalkulus :

t+1
Y (tes1) = y(t) +j f(ty(®)dt (2.11)
ty
untuk prediktor digunakan aproksimasi polinomial Lagrange untuk f (¢, y(t))
berdasarkan (t_s, fu—3), (tk—2, fie—2)) (t-1, f—1)- dan (tx, fi). Kemudian
diintegralkan padainterval [t, t;1] ke dalam persamaan (2.11). Dari proses

tersebut diperoleh persamaan prediktor Adams Bashforth :

Pey1 =y + %(—9&—3 + 37 fk—2 — 59fk-1 + 55f1) (2.12)
untuk korektor didapatkan dengan cara yang sama pada persamaan prediktor.
Nila Py, sekarang dapat digunakar, polinom Legrange kedua untuk f(t,y(t))
terbentuk berdasarkan (ti_z, fr—2), (tk—1, fie—1), (t, fi), dan nilai baru dari

(tks1s fur1) = (txs1, f(tks1, Pres1)). Kemudian polinomial ini diintegralkan
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pada [ty, tx+1] dan menghasilkan persamaan korektor Adams Moulton :

h
Yk+1 = Y t '2_4(fk—2 —5fk-1+ 19k + fk+1) (2.13)

2.6.2 Metode Milne-Simpson

Metode prediktor-korektor lain yang terkenal adalah metode Milne-Simpson.

Prediktor berdasarkan integrasi dari f(t,y(t)) pada interval [t;_s, tysq]

tr+1

Y(tgs1) = y(te—3) + f(ty(t)dt (2.14)

ti—3
Untuk prediktor digunakan aproksimasi polinomial Lagrange untuk f(¢t, y(t))
berdasarkan pada (t_s, fk-3), (tk—2, fr—2), (tk-1, fk—1)> dan (tx, fi). Kemudian

di integralkan padainterval [tj_z, tr41]. Proses ini menghasilkan prediktor Milne:

Pri1 = Y3 +% (2fk-2 = fr-1 + 2/f1) (2.15)
untuk korektor didapatkan dengan cara yang sama pada persamaan prediktor.
Nilai P, telah dihitung sekarang dapat digunakan, polinom Lagrange kedua
untuk f(t, y(t)) terbentuk berdasarkan nilai (ty—+, fx—1), (t, fi) dan sekarang
nilai untuk (Cx41, fe+1) = (Ers1s frer1s Pres1)- PoOlinomid ini di integralkan pada

[tx—1, tr+1] dan menghasilkan persamaan Simpson :

h
Ye+1 = Ye-1 T3 k-1t 4fk + fre+1) (2.16)
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2.6.3 AnalisisError

Dalam melakukan analisis numerik perlu untuk memperhatikan bahwa solusi yang
dihitung bukanlah solusi analitik. Ketelitian dari solusi numerik dapat

mengurangi nilai error.

Definisi 2.1 Misalkan p adalah aproksimasi (pendekatan) ke p. Error mutlak
adalah E,, = |p — p| dan error relatif adalah R,, = |p — p|/|pl, dinyatakan bahwa

p # 0 (Mathews dan Fink, 2004).



(1. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penélitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018
bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Metode Pendlitian

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah sebagai
berikut :
1. Studi pustakayaitu mencari referensi sejumlah literatur (buku-buku dan
jurnal), menelaah dan mengkaji yang berhubungan dengan penelitian ini.
2. Mentransformasikan bentuk umum persamaan diferensial Euler orde-8
kedalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa (SPDB) orde-1 dengan
koefisien konstanta.
3. Menyelesaikan contoh kasus dengan mencari solusi persamaan diferensial
Euler orde-8 dimana akar-akar karakteristiknyariil berbeda secara analitik

dan numerik dengan cara, yaitu :
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Mentransformasikan contoh kasus dari persamaan diferensial Euler
orde-8 ke dalam bentuk sistem persamaan diferensial orde-1

dengan koefisien konstanta.

. Menentukan solusi umum anlitik dari contoh kasus persamaan

diferensial Euler orde-8 dan mentransformasikannya ke dalam
bentuk x = e’ sehingga didapatkan solusi khusus analitiknya.
Mencari nilai awal dari solusi khusus analitik contoh kasus
persamaan diferensial Euler orde-8.

. Menentukan algoritma dan mencari solusi numerik dari contoh
kasus persamaan diferensial Euler orde-8 menggunakan metode
banyak langkah (multi steps) yaitu metode Adams Bashforth-
Moulton dan metode Milne-Simpson dengan software MATLAB
R2013b.

Membandingkan solusi analitik dan solusi numerik dari persamaan
diferensia Euler orde-8 menggunakan kedua metode dengan
software MATLAB R2013b sehingga dapat diketahui metode
manakah yang lebih baik dalam menyel esaikan persamaan

diferensial Euler orde-8.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Adapun kesimpulan yang didapatkan dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1.

Persamaan diferensial Euler orde-8 dapat ditransformasikan ke dalam bentuk

sistem persamaan diferensial orde-1 dengan menggunakan transformasi

x=c¢etx>0.

Hasil perbandingan antara metode Adams Bashforth-Moulton dan metode

Milne-Simpson dapat disimpulkan bahwa :

a.

Metode Adams Bashforth-Moulton dan metode Milne-Simpson dapat
digunakan dalam menyelesaikan persamaan diferensial Euler orde-8.
Solusi numerik dari kedua metode tersebut mendekati solusi analitik dari
kedua contoh kasus yang telah diselesaikan.

Metode Adams Bashforth-Moulton lebih efisien dibandingkan dengan
metode Milne-Simpson.

Metode Adams Bashforth-Moulton lebih akurat dibandingkan dengan
metode Milne-Simpson terlihat dari jumlah perbandingan galatnya.
Metode Adams Bashforth-Mouton lebih baik dalam menyelesaikan

persamaan diferensial Euler orde- 8.
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5.2 Saran

Pada penelitian ini hanya dilakukan pembahasan mengenai penyelesaian
persamaan diferensial Euler orde-8 dimana akar-akar karakteristiknya berbeda
dengan menggunakan metode Adams Bashforth-Moulton dan metode Milne-
Simpson. Disarankan pada penelitian selanjutnya untuk dapat menggunakan
persamaan diferensial Euler orde-8 dimana akar-akar karakteristiknya sama atau
kompleks atau dengan persamaan diferensial nonlinear ataupun dapat
menggunakan metode langkah tunggal (one step) maupun metode banyak langkah

(multi steps) lainnya.
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