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ABSTRACT

STABILITY TEST COMPETITION MODEL OF TUMOR CELLS AND
IMMUNE SYSTEM BY MODELLING LOTKA VOLTERRA

by

ANNISA TRI WULANDARI

Competition model of tumor cells and immune system is modelling interaction is
two cells which in the form of nonlinear differential equations system.  Nonlinear
model of tumor growth is needed to conceive the real tumor growth phenomenon.
This research aims to form a competition model of tumor cells and immune
system by modelling Lotka Volterra and will be test its stability, the model
stability tested through the stability theorem by using eigenvalue .  The result
indicated that the competition model of tumor cells and immune system by
modelling Lotka Volterra obtain three equilibrium points and stability on first and
third equilibrium points will be asymptotically stable if rate of growth tumor cells
which is directly proportional to natural mortality rate of immune system smaller
than immune system supply rate produced, while the second equilibrium points
called as the infected equilibrium point and its conditions is not stable.

Keyword: Nonlinear Differential Equation, Lotka Volterra Model, Equilibrium
Point, Stability.



ABSTRAK

UJI KESTABILAN MODEL PERSAINGAN SEL TUMOR DAN SISTEM
IMUN DENGAN PEMODELAN LOTKA VOLTERRA

Oleh

ANNISA TRI WULANDARI

Model persaingan sel tumor dan sistem imun merupakan model interaksi dua sel
yang berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinear.  Model nonlinear
pertumbuhan tumor tersebut sangat dibutuhkan untuk memahami fenomena
realistis pertumbuhan tumor.  Penelitian ini bertujuan untuk membentuk model
persaingan sel tumor dan sistem imun dengan pemodelan Lotka Volterra dan akan
diuji kestabilannya.  Kestabilan model diuji melalui teorema kestabilan dengan
menggunakan nilai eigen λ.  Hasil penelitian menunjukkan bahwa dari model
persaingan sel tumor dan sistem imun dengan pemodelan Lotka Volterra
diperoleh tiga titik kesetimbangan dan kestabilan pada titik kesetimbangan
pertama dan ketiga akan stabil asimtotik jika laju pertumbuhan sel tumor yang
berbanding lurus dengan laju kematian alami sistem imun lebih kecil dari laju
persediaan sistem imun yang diproduksi, sedangkan titik kesetimbangan kedua
disebut sebagai titik kesetimbangan terinfeksi dan kondisinya tidak stabil.

Kata kunci: Persamaan Diferensial Nonlinear, Model Lotka Volterra, Titik
Kesetimbangan, Kestabilan.
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I. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Tumor merupakan istilah umum yang meliputi tumor jinak (benigna tumor) dan

tumor ganas (malignant tumor).  Tumor merupakan masalah kesehatan yang

sangat serius sebagai penyebab kematian utama di dunia sekaligus secara ilmiah

memiliki tantangan yang besar dan kompleks.  Tumor diawali dari proses mutasi

DNA, kendali regulasi pertumbuhan sel-sel normal yang terganggu sehingga

terjadi poliferasi (pembelahan) sel yang tak terkendali dan apoptosis (kematian

sel).  Organisasi kesehatan dunia (WHO) memperkirakan, setiap tahun penderita

tumor dunia bertambah 6,25 juta orang. Dalam 10 tahun mendatang diperkirakan

9 juta orang meninggal setiap tahun akibat tumor.  Berbagai studi klinis dan

eksperimental memberikan pemecahan baru yang berguna untuk mengetahui

pengaruh dinamika tumor dan perawatan yang tepat.  Permasalahan-permasalahan

yang semakin kompleks tersebut menuntut untuk dicari solusinya.  Pemecahan

tersebut dapat dilakukan secara matematis dengan menggunkan pemodelan

matematika (Pungky dan Yusuf, 2014).

Melalui model matematika dan simulasi dapat diketahui pola pertumbuhan sel

tumor dan sistem imun secara kompleks.  Artikel dari Kuznetsov dan Taylor
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(1994) tentang Nonlinear Dynamics of Immunogenic Tumors : Parameter

Estimation and Global Bifurcation Analysis, serta artikel dari Devi dan Ghosh

(2013) yang mengkonstruksi model matematika sel imun-tumor serta analisis

kestabilan solusi dari model sel imun dan sel tumor di titik kesetimbangan dan

simulasinya. Model tak linear pertumbuhan tumor tersebut sangat dibutuhkan

untuk memahami fenomena realistis pertumbuhan tumor dan simulasinya perlu

dilakukan karena sebagai upaya untuk memodelkan kehidupan nyata atau situasi

hipotesis sehingga dapat dipelajari untuk melihat bagaimana sistem bekerja.

Dengan mengubah nilai parameter, prediksi dapat dibuat tentang perilaku dari

sistem.  Simulasi pertumbuhan tumor dilakukan dengan cara menyelesaikan

secara numerik persamaan pertumbuhan tumor untuk memproyeksikan jumlah

populasi pada waktu tertentu.

Dalam penelitian ini, awalnya penulis akan membuat asumsi-asumsi dari model

persaingan sel tumor dan sistem imun dengan pemodelan Lotka Volterra sehingga

didapatkan model yang akan dibandingkan dengan model tak linier yang terdapat

di artikel Kuznetsov dan Taylor. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk menguji

stabilitas model persaingan sel tumor dan sistem imun dengan menggunakan

pemodelan Lotka Volterra.

1.2. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengetahui pembentukan model persaingan sel tumor dan sistem imun

dengan pemodelan Lotka Volterra.
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2. Mengetahui kestabilan dari titik-titik kesetimbangan yang didapat dari

model persaingan sel tumor dan sistem imun dengan pemodelan Lotka

Volterra.

3. Mengetahui pola pertumbuhan sel tumor dan sistem imun dengan

melakukan simulasi numerik.

1.3. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang dapat diperoleh dari penelitan ini adalah sebagai berikut:

1. Dapat dijadikan referensi untuk penelitian selanjutnya dengan

menggunakan parameter yang lain.

2. Dapat memperkirakan perilaku sistem dengan mengubah nilai parameter

sehingga mampu memproyeksikan jumlah populasi pada waktu tertentu.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Persamaan Diferensial

Persamaan Diferensial adalah persamaan yang memuat variabel bebas, variabel

tak bebas dan derivatif-derivatif dari variabel tidak bebas terhadap variabel

bebasnya. Tingkat (orde) persamaan diferensial adalah tingkat tertinggi dari

derivatif yang terdapat dalam persamaan diferensial (Wardiman, 1981).

Dari pengertian tersebut persamaan diferensial:( ) = ( ), ∈ dan ( ) = (2.1)
Adalah persamaan diferensial orde pertama dan berderajat satu.

2.2. Persamaan Diferensial Biasa

Suatu persamaan diferensial biasa orde adalah suatu persamaan yang dapat

ditulis dalam bentuk

= ( , , , … , ) (2.2)
dimana , , … , semua ditentukan nilainya oleh .



5

Variabel bebas terletak dalam suatu selang ( boleh berhingga atau tak

terhingga) fungsi diberikan, dan fungsi = ( ) tak diketahui.  Pada umumnya

fungsi dan akan bernilai real (Finizio and Ladas, 1982).

2.3. Persamaan Diferensial Linear dan Nonlinear

Persamaan diferensial biasa (2.2) dikatakan linear jika adalah linear dalam

variabel-variabel , , … , .  Secara umum persamaan diferensial biasa linear

orde diberikan dengan ( ) + ( ) + …+ ( ) = ( ) (2.3)
Persamaan yang tidak dalam bentuk persamaan (2.3) merupakan persamaan

nonlinear. Persamaan diferensial+ 2 + + = (2.4)
merupakan persamaan diferensial biasa nonlinear (Waluya, 2006).

Persamaan diferensial biasa (2.2) dalam bentuk vektor dapat ditulis sebagai

berikut: = ( , ), ∈ (2.5)
2.4. Sistem Persamaan Diferensial Biasa Autonomous

Persamaan diferensial (2.5) merupakan persamaan diferensial orde satu dengan

tidak memuat di dalamnya maka sistem persamaan diferensial tersebut disebut

sistem persamaan diferensial mandiri (autonomous).
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Sistem persamaan diferensial autonomous dinyatakan dalam bentuk:

= ′ = , ∈ (2.6)
dengan = ( )( )⋮( ) , ′ = = ⎣⎢⎢⎢

⎢⎡ ⋮ ⎦⎥⎥⎥
⎥⎤ = ⎣⎢⎢
⎡ ′ ( )

′ ( )⋮
′ ( )⎦⎥⎥
⎤,

dan = ⋮ ⋮ ⋯⋯⋱⋯ ⋮ adalah matriks koefisien × (Farlow and

Hall, 2002).

2.5. Matriks

Matriks adalah kumpulan bilangan yang disajikan secara terurut dalam barisan

dan kolom yang membentuk persegi panjang, serta termuat diantara sepasang

tanda kurung.

= ⋮ ⋮ ⋯⋯⋱⋯ ⋮ (2.7)
Bilangan yang terkandung dalam suatu matriks dinamakan unsur.  Deretan-

deretan horisontal bilangan pada matriks disebut baris, sedangkan deretan-deretan

vertikal bilangan pada matriks disebut kolom.

Unsur-unsur suatu matriks dilambangkan , di mana menunjukkan baris dan

menunjukkan kolom.  Jadi berarti unsur matriks pada baris ke- dan

kolom ke- .
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2.6. Matriks Bujur Sangkar

Dari matriks (2.7), bilamana = adalah bujur sangkar dan akan disebut

matriks bujur sangkar berorde atau matriks bujur sangkar .  Dalam suatu

matriks bujur sangkar, unsur-unsur , ,…, disebut unsur diagonal.

Jumlah unsur-unsur diagonal suatu matriks bujur sangkar disebut

(Ayres, 1974).

2.7. Determinan Matriks Bujur Sangkar

Determinan matriks berorde × , dinyatakan sebagai det( ), adalah suatu

skalar yang diasosialisasikan dengan matriks dan didefinisikan secara induktif

sebagai:

, jika = 1det( ) = + +⋯+ , jika > 1
dengan = (−1) det( ) ; = 1,2, … ,
adalah kofaktor-kofaktor yang diasosiasikan dengan entri-entri dalam baris

pertama dari (Hahn, 1967).
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2.8. Matriks Jacobian

Dilihat dari SPD berikut:

= ( , )
(2.8)= ( , )

Sehingga dapat dibentuk matriks Jacobian,

= ⎣⎢⎢⎢
⎡ ( , ) ( , )( , ) ( , )⎦⎥⎥⎥

⎤ (2.9)
2.9. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Jika adalah sebuah matriks × , maka sebuah vektor tak nol pada

disebut vektor eigen dari jika adalah sebuah kelipatan skalar dari , jelasnya=
untuk skalar sebarang .  Skalar disebut nilai eigen dari , dan disebut sebagai

vektor eigen dari yang terkait dengan (Anton and Rorres,2004).

Dari persamaan (2.6) untuk ∈ dan = ( ) × , didapat solusi dengan

bentuk

( ) = ( )( )⋮( ) = ⎣⎢⎢
⎡ ⋮ ⎦⎥⎥

⎤ = ⋮ = (2.10))
dengan ( ) = , didapatkan
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( ) = (2.11)
yang merupakan masalah nilai eigen.  Hanya dengan mengkondisikan ≠ 0
untuk mensyaratkan ( − ) = 0 (2.12)
Sebaliknya jika ( − ) dapat dibalik maka didapatkan = 0 (Waluya, 2006).

Untuk mendapatkan nilai eigen, dibentuk polinomial karakteristik dari= ( ) × .

2.10. Polinomial Karakteristik

Bila adalah sebuah polinomial dalam sedemikian sehingga

( ) = det( − ) = −⋮ −⋮ ⋯⋯⋱⋯ ⋮−= (− ) + (− ) +⋯+ (− ) +
Maka ( ) disebut polinomial karakteristik dari dan persamaan ( ) = 0
disebut persamaan karakteristik dar (Hahn, 1967).

2.11. Kestabilan dan Ketidakstabilan Titik Kesetimbangan

Sistem persamaan diferensial biasa autonomous berikut:

= ( , ), = ( , ) , ∈ (2.13)
di mana fungsi-fungsi dan bebas dari waktu.
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Sebuah titik ( ̅, ) merupakan titik kesetimbangan dari sistem (2.13) jika( ̅, ) = 0 dan ( ̅, ) = 0.  Karena turunan suatu konstanta sama dengan nol,

akibatnya jika titik ( ̅, ) merupakan titik kesetimbangan dari (2.13), maka

sepasang fungsi konstan ( ) ≡ ̅, ( ) = (2.14)
merupakan penyelesaian dari (2.13) untuk semua .  Jika penyelesaian persamaan

(2.13) dekat dengan penyelesaian (2.14) pada = 0 dan akan tetap dekat dengan

penyelesaian (2.14) untuk seluruh > 0 maka penyelesaian (2.14) atau titik

kesetimbangan ( ̅ , ) disebut stabil.  Sehingga dapat didefinisikan:

Titik kesetimbangan ( ̅, ) atau penyelesaian konstan (2.14) dari sistem

(2.13) disebut stabil jika untuk setiap bilangan positif ada suatu positif

demikian setiap penyelesaian ( ( ), ( )) dari persamaan (2.13) pada = 0
memenuhi, [ (0) − ] + [ (0) − ] < (2.15)
dan memenuhi, [ ( ) − ] + [ ( ) − ] < (2.16)
untuk semua ≥ 0.

Bila sistem autonomous (2.13) linear dengan koefisien konstan, yaitu bila sistem

autonomous tersebut berbentuk:

= +
(2.17)= +
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dengan , , , dan adalah konstanta dan dapat memperoleh penyelesaian yang

eksplisit.  Jika dimisalkan − ≠ 0 maka titik (0,0) adalah satu-satunya titik

kesetimbangan persamaan (2.17) dan penyelesaian dari sistem (2.17) berbentuk:= dan =
di mana merupakan akar dari persamaan karakteristik− ( − ) + ( − ) = 0 (2.18)
Sifat stabilitas titik kesetimbangan (0,0) dari sistem (2.17) hampir seluruhnya

tergantung pada akar-akar dari persamaan (2.18) (Finizio and Ladas, 1982).

Teorema 2.1

a. Titik kesetimbangan (0,0) dari sistem (2.17) stabil jika dan hanya jika kedua

akar dari persamaan (2.18) adalah real dan negatif atau mempunyai bagian

real tak positif.

b. Titik kesetimbangan (0,0) dari sistem (2.17) stabil asimtotik jika dan hanya

jika kedua akar dari persamaan (2.18) adalah real dan negatif atau

mempunyai bagian real negatif.

c. Titik kesetimbangan (0,0) dari sistem (2.17) tak stabil jika salah satu atau

kedua akar dari persamaan (2.18) adalah real dan positif atau jika paling

sedikit satu akar mempunyai bagian real positif.

Teorema 2.2 Kriteria Routh-Hurwitz

Semua akar polinom matriks ( ) = + + + +⋯,

mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika memenuhi Δ > 0, Δ >0, Δ > 0,⋯ , Δ > 0, untuk ganjil dan ∆ > 0, untuk genap, dengan
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∆ = , ∆ = , ∆ = 0 dan seterusnya.

Lemma 2.2.1

Diberikan matriks × .
Bagian real semua nilai eigen matriks bernilai negatif jika dan hanya jika

i. ( ) < 0
ii. ( ) > 0

Bukti:

Misalkan = , sehingga diperoleh polinomial karakteristik,

| − | = − − = − ( + ) + ( − )
Dengan demikian dari polinomial karakteristik diperoleh= 1, = −( + ) = − ( ), = − = det( ) , = 0
Dengan menggunakan teorema (Kriteria Routh Hurwitz) diperoleh:

i. = > 0⇔ = −( + ) > 0⟺ = ( ) > 0⟺ ( ) < 0
ii. > 0⟺ = = ( ) 01 det( )= ( ) det( ) > 0det( ) > 0, karena dari i ( ) < 0

(Hahn, 1967).
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2.12. Linearisasi

Persamaan diferensial tak linear yang tidak dapat diselesaikan secara eksplisit,

dapat diselesaikan dengan melinearkan terlebih dahulu.

Teorema 2.3

Untuk setiap fungsi yang diturunkan dengan hampiran untuk di dekat titik ,

dalam bentuk,

( ) ≈ ( ) + ( )( − ) + ( )2! ( − ) +⋯+ ( )( )! ( − ) .
Suku sisa adalah perbedaan antara fungsi dan polinomial hampirannya:

( ) = ( ) − ( ) + ( )( − ) + ( )2! ( − ) +⋯+ ( )( )! ( − ) .
Matriks Jacobian (2.9) didasarkan pada teorema Taylor di sekitar titik

kesetimbangan ( ̅, ) dengan menggunakan,= − ̅= −
Karena ̅ dan konstan, = dan = ′, dan persamaan di atas menjadi= ( + ̅, + )= ( + ̅, + )
Maka = = 0, sisi kanan dari persamaan di atas menjadi ( ̅, ) dan ( ̅, ),

dan bernilai nol karena ( ̅, ) adalah titik kesetimbangan dari persamaan di atas.

Dengan perluasan teorema Taylor di sekitar titik kesetimbangan ( ̅, ) adalah

( , ) = ( ̅, ) + ( ̅, ) ( − ̅) + ( ̅, ) ( − ) + ( , )
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( , ) = ( ̅, ) + ( ̅, ) ( − ̅) + ( ̅, ) ( − ) + ( , )
dengan

lim( , )→( ̅ , ) ( , )+ = 0, = 1,2
Dengan kata lain, karena ( ̅, ) titik kesetimbangan dari persamaan di atas,( ̅, ) = 0 dan ( ̅, ) = 0.  Jadi ( , ) dan ( , ) dapat dihilangkan dari

teorema Taylor dan mempunyai

= ( ̅, ) + ( ̅, )
= ( ̅, ) + ( ̅, )

Dari persamaan di atas bahwa koefisien dari dan membentuk matriks turunan

parsial yang dievaluasikan pada ( ̅, ), disebut matriks Jacobian.  Sehingga sistem

pelinieran adalah sebagai berikut.

= ⎣⎢⎢⎢
⎡ ( ̅, ) ( ̅ , )( ̅ , ) ( ̅ , )⎦⎥⎥⎥

⎤
(Farlow and Hall, 2002).

2.13. Model Predator-Prey

Model predator-prey yang banyak dikenal adalah model Lotka Volterra. Model

ini telah dirumuskan oleh Alfred J. Lotka (1925) dan Vito Volterra (1926),

sehingga disebut sebagai model persamaan Lotka Volterra. Dari model tersebut,

dapat diketahui bahwa kedua spesies saling mempengaruhi secara signifikan.
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Dalam hal ini, apabila jumlah spesies prey berlimpah, maka populasi predator

juga mengalami penurunan meskipun model Lotka Volterra tidak dapat

menggambarkan secara kompleks hubungan antara spesies seperti kejadian nyata

di alam, tetapi model sederhana tersebut merupakan langkah awal untuk

mengetahui perilaku hubungan antara predator dan prey dari sudut pandang

matematika.

Untuk memodelkan interaksi antara kedua spesies tersebut, pertama kali akan

diperhatikan tingkat pertumbuhan predator dan prey jika tidak ada interaksi.

Suatu spesies prey dapat tumbuh mengikuti pola eksponensial apabila

diasumsikan tidak ada sekelompok predator.  Dalam hal ini, pertumbuhan spesies

prey dinotasikan dengan ( ) yaitu

= (2.19)
di mana menyatakan jumlah populasi prey, > 0 adalah konstanta

pertumbuhan, dan adalah waktu (dalam hari).  Pada dasarnya, populasi prey

akan tumbuh terus tanpa batasan dengan asumsi bahwa persediaan makanan yang

cukup tak terbatas.

Sedangkan, dengan menganggap bahwa predator tidak berkompetisi di antara

sesamanya maka tanpa adanya prey, populasi predator akan mengalami

penurunan eksponensial, pertumbuhan spesies predator dinotasikan ( ) yaitu:

= − (2.20)
di mana merupakan jumlah populasi predator serta adalah konstanta

penurunan.  Alasan terjadi penurunan dalam hal ini karena pada dasarnya

predator akan mati kelaparan karena tidak ada makanan.
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Selanjutnya akan disusun suatu model yang membahas kaitan antara spesies

predator dan prey.  Hubungan interaksi keduanya diperhitungkan dengan fakta

bahwa spesies predator akan memakan spesies prey.  Pada akhirnya akan

diperoleh sistem persamaan sebagai berikut:

= − (2.21)
= − + (2.22)

dengan:

adalah koefisien laju kelahiran prey

adalah koefisien laju kematian predator

dan adalah konstanta interaksi

Dalam hal ini, memberikan penurunan dalam jumlah populasi prey karena

spesies predator akan memakannya, sedangkan memberikan peningkatan pada

jumlah populasi dinamakan persamaan Predator-prey Lotka-Volterra (Boyce dan

Diprima, 2008).

2.14. Model Persaingan Sel Tumor dan Sistem Imun

Kompetisi sel tumor dan sistem imun dimulai ketika sel tumor dikenali sebagai

benda asing dalam tubuh. Tumor tersebut bersifat imunogenik dan dengan

demikian diserang oleh sel efektor, antara lain CTL dan sel NK. Kuznetsovdan

Taylor menggambarkan kompetisi antarasel tumor ( ) dan respon sel efektor

( ) ke dalam skema kinetik sebagai berikut:
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+ + ∗
∗ +

Gambar 2.1.Skema Kinetik Interaksi antara Sel Efektor dan Sel Tumor

Dalam skema tersebut, sel efektor ( ) bertemu dengan set tumor ( )

membentuk interaksi − komplek.  Dari interaksi ini akan mengalami tiga

kemungkinan yaitu tidak adanya pengaruh dan kerusakan pada masing-masing sel,

interaksi − menyebabkan sel efektor menjadi nonaktif.

Variabel dan parameter yang digunakan adalah sebagai berikut:( ) = konsentrasi lokal dari sel efektor ( ).( ) = Konsentrasi lokal dari sel tumor ( ).( ) = Konsentrasi lokal dari − komplek.

∗( ) = Konsentrasi lokal sel efektor nonaktif.

∗( ) = Konsentrasi lokal sel tumor yang terbunuh.

= laju normal arus sel efektor yang telah siap melawan sel tumor.( , ) = Akumulasi selefektor di tempat terjadinya pertempuran dengan sel

tumor.

= koefisien proses destruksi dengan migrasi dari .

= koefisien proses destruksi dengan migrasi dari ∗.

= koefisien proses destruksi dengan migrasi dari ∗.
= Koefisien pertumbuhan maksimal sel tumor.
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= Daya kapasitas lingkungan sel tumor.

= Laju pengikatan sel tumor oleh sel efektor.

= Laju netral antara sel efektor dan sel tumor.

= Laju interaksi − untuk lisis oleh antibodi.

= Laju interaksi − untuk menonaktifkan sel efektor.

Model kompetisi sel tumor dan sistem imun disusun berdasarkan asumsi-asumsi

sebagai berikut:

1. Tymus memproduksi sel imun ( ) dengan laju konsentrasi konstan .

= (2.23)
2. Selain dari tymus, penambahan konsentrasi sel imun ( ) juga

dipengaruhi oleh akumulasi sel imun ( ) di tempat pertempuran dengan

sel tumor yaitu

= ( , ) = + (2.24)
3. Perubahan konsentrasi sel imun juga dipengaruhi oleh aktifitas destruksi

dan migrasi sehingga laju konsentrasi sel imun ( ) adalah

= − (2.25)
4. Perubahan konsentrasi sel imun dalam aliran darah, berbanding lurus

dengan konsentrasi sel imun ( ) dan sel tumor ( ) dengan laju

pengikatan yaitu diasumsikan dalam bentuk

= − (2.26)
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5. Penambahan konsentrasi sel imun ( ) juga dipengaruhi adanya lisis oleh

antiboodi dan berbanding lurus dengan konsentrasi − komplek

akibat interaksi kedua sel yaitu

= ( + ) (2.27)
Dari persamaan (2.23) sampai dengan (2.27) dapat dibuat model laju

konsentrasi sel imun ( ) yaitu

= + + − − + ( + )
6. Konsentrasi sel tumor dipengaruhi pertumbuhan maksimum sel tumor

( ) juga oleh daya kapasitas lingkungan.  Laju konsentrasi sel tumor

diasumsikan mengikuti fungsi pertumbuhan logistik, yaitu

= (1 − ) (2.28)
7. Pengikatan sel tumor oleh sel imun mengakibatkan perubahan laju

konsentrasi sel tumor ( ) yaitu

= − (2.29)
8. Penambahan konsentrasi sel tumor juga disebabkan adanya aktifitas sel

tumor ( ) untuk menonaktifkan sel imun yaitu

= ( + ) (2.30)
Dari persamaan (2.28) sampai dengan (2.30) dapat dibuat model laju

konsentrasi set tumor ( ) yaitu

= (1 − ) − + ( + )
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9. Perubahan konsentrasi dipengaruhi oleh laju pengikatan sel tumor oleh sel

imun dalam aliran darah dan berbanding lurus dengan konsentrasi sel imun

dan sel tumor yaitu diasumsikan dalam bentuk

= (2.31)
10. Pengurangan konsentrasi − komplek disebabkan adanya aktifitas

lisis oleh antibodi dan juga aktifitas sel tumor untuk menonaktifkan sel

imun sehingga laju konsentrasi − komplek adalah

= −( + + ) (2.32)
Dari persamaan (2.31) sampai dengan (2.32) dapat dibuat model laju

konsentrasi − komplek yaitu

= − ( + + )
11. Laju konsentrasi sel imun nonaktif disebabkan oleh adanya aktifitas sel

tumor untuk menonaktifkan sel imun∗ = (2.33)
12. Laju perubahan ∗ karena proses destruksi dan migrasi ∗ dengan laju

adalah ∗ = − ∗ (2.34)
Dari persamaan (2.33) sampai dengan (2.34) dapat dibuat model laju

konsentrasi sel imun nonaktif yaitu∗ = − ∗
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13. Laju konsentrasi sel tumor yang mati disebabkan adanya aktifitas lisis oleh

antibodi dengan laju adalah∗ = (2.35)
14. Laju perubahan ∗ karena proses destruksi dan migrasi ∗ dengan laju

adalah ∗ = − ∗ (2.36)
Dari persamaan (2.35) sampai dengan (2.36) dapat dibuat model laju

konsentrasi sel tumor yang mati yaitu∗ = − ∗
Dengan demikian laju perubahan ( ), ( ), ( ), ∗( ), dan ∗( ) memenuhi

sistem persamaan diferensial nonlinear sebagai berikut:

= + + − − + ( + )
= (1 − ) − + ( + )
= − ( + + ) (2.37)

∗ = − ∗
∗ = − ∗

Dalam model Kuznetsov dan Taylor digunakan pendekatan ≈ 0.  Oleh karena

itu, diasumsikan bahwa ≈ (2.38)
dimana = .
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Dengan persamaan (2.38), persamaan (2.37) dapat disederhanakan menjadi

= + + − − + ( + )
= + + − − + ( + ) + +
= + + − − + ++ +
= + + − + − − − + ++ +
= + + − − + +
= + + − ( ) −
= + + − − (2.39)
= (1 − ) − + ( + )
= (1 − ) − + ( + ) + +
= (1 − ) − + ++ +
= (1 − ) + − − − + ++ +
= (1 − ) − + += (1 − ) − ( )= (1 − ) − (2.40)

Dimana = , = , dan = (Kuznetsov dan Taylor, 1994).



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2017/2018 di Jurusan

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2. Metode Penelitian

Penelitian ini bersifat studi literatur dengan mengkaji jurnal-jurnal dan buku-buku

teks yang berkaitan dengan bidang yang diteliti.  Adapun langkah-langkah yang

dilakukan dengan penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Menyederhanakan model persaingan sel tumor dan sistem imun, dengan

cara mendimensionalkan besaran-besaran yang berdimensi sehingga

diperoleh Sistem Persamaan Diferensial Biasa (SPDB) yang lebih

sederhana.

2. Dari Sistem Persamaan Diferensial Biasa (SPDB) yang dihasilkan akan

dibuat ke dalam bentuk pemodelan Lotka Volterra.

a. Menentukan variabel.  Dalam penelitian ini diasumsikan terdapat

dua variabel, yaitu ( ) menotasikan kepadatan populasi sistem
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imun ( ) pada saat dan ( ) menotasikan kepadatan populasi

sel tumor ( ) pada saat .

b. Mengestimasi parameter-parameter yang relavan dengan

pertumbuhan sel tumor dan sistem imun dalam sistem persamaan

diferensial linear.

c. Membuat asumsi untuk model Lotka Volterra.

3. Menentukan titik-titik kesetimbangan model persaingan sel tumor dan

sistem imun.

4. Menguji kestabilan titik-titik kesetimbangan dengan menggunakan

teorema kestabilan.

5. Setelah diperoleh kestabilan sistem, maka akan dilakukan simulasi

numerik dan interpretasi dari model dengan menggunakan nilai parameter

terpilih.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan didapat kesimpulan sebagai berikut:

1. Model persaingan sel tumor dan sistem imun dengan pemodelan Lotka

Volterra adalah

= + −
= (1 − ) −

2. Terdapat tiga titik kesetimbangan dari persaingan sel tumor dan sistem

imun dengan pemodelan Lotka Volterra yaitu = ( ̅ , ) = , 0 ,= ( ̅ , ) =
( ) ( ) ( )( ) , ( ) ( ) ( )( ) , dan

= ( ̅ , ) =
( ) ( ) ( )( ) , ( ) ( ) ( )( )

3. Kestabilan pada titik kesetimbangan = ( ̅ , ) dan = ( ̅ , ) pada

model akan stabil asimtotik jika < di mana laju pertumbuhan sel

tumor yang berbanding lurus dengan laju kematian alami sistem imun

lebih kecil dari laju persediaan sistem imun yang diproduksi, sebaliknya

jika > di mana laju pertumbuhan sel tumor yang berbanding lurus

dengan laju kematian alami sistem imun lebih besar dari laju persediaan
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sistem imun yang diproduksi maka model akan tidak stabil.  Sedangkan

titik = ( ̅ , ) disebut sebagai titik kesetimbangan terinfeksi

kondisinya tidak stabil.
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