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Misalkan 𝑐 suatu pewarnaan sejati di graf terhubung 𝐺 dengan 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) untuk 

𝑢 dan 𝑣 yang bertetangga di 𝐺.  Misalkan 𝐶𝑖  adalah himpunan titik-titik yang 

diberi warna 𝑖.  Kode warna 𝑐Π(𝑣) dari titik 𝑣 di 𝐺 adalah 𝑘-pasang terurut 

(𝑑(𝑣,𝐶1),𝑑(𝑣,𝐶2),… , 𝑑(𝑣,𝐶𝑘)) dengan 𝑑 𝑣,𝐶𝑖 = min{𝑑(𝑣,𝑥)|𝑥 ∈ 𝐶𝑖} untuk 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.  Jika setiap titik di 𝐺 mempunyai kode warna yang berbeda, maka 𝑐 

disebut pewarnaan lokasi dari 𝐺.  Banyaknya warna minimum pada pewarnaan 

lokasi dari 𝐺 disebut bilangan kromatik lokasi dari graf 𝐺, yang dinotasikan 

dengan 𝑋𝐿(𝐺).  Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan 

menghubungkan dua tiruan dari graf lengkap atau graf Petersen dan dihubungkan 

oleh sebuah sisi.  Pada penelitian dibahas tentang bilangan kromatik lokasi 

beberapa graf barbel dan subdivisinya. 
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ABSTRACT 

 

 

THE LOCATING-CHROMATIC NUMBER FOR SOME BARBELL 

GRAPH AND THE SUBDIVISIONS 
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Let 𝑐 be a proper coloring of a connected graph 𝐺 with 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) for adjacent 

vertices 𝑢 and 𝑣 in 𝐺.  Let 𝐶𝑖  is a set of vertices receiving color 𝑖.  The color code 

𝑐Π(𝑣) of a vertex 𝑣 in 𝐺 is the ordered 𝑘-tuple (𝑑(𝑣,𝐶1), 𝑑(𝑣,𝐶2),… , 𝑑(𝑣,𝐶𝑘)) 
with 𝑑 𝑣,𝐶𝑖 = min{𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝐶𝑖} for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘.  If all distinct vertices of 𝐺 

have distinct color codes, then 𝑐 is called a locating-coloring of 𝐺.  The minimum 

number of colors in a locating-coloring of 𝐺 is called the locating-chromatic 

number of graph 𝐺, denoted by 𝑋𝐿(𝐺).  Barbell graph is simple graph which 

obtained by connecting two copies of complete graph or Petersen graph and 

connected by one edge.  In this study will be discussed about the locating-

chromatic number for some barbell graph and the subdivisions. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang mempelajari 

himpunan titik yang dihubungkan oleh himpunan sisi, yang semakin lama 

semakin berkembang pesat.  Berawal dari permasalahan jembatan Konigsberg 

yang memiliki tujuh jembatan yang menghubungkan empat daerah. Penduduk 

kota tersebut ingin melewati ketujuh jembatan tersebut tepat satu kali dan kembali 

lagi ke tempat awal  keberangkatan.  Seorang matematikawan Swiss, Leonard 

Euler pada tahun 1736 berhasil menemukan jawaban dari permasalahan tersebut, 

yaitu memodelkan masalah tersebut dengan cara mempresentasikannya ke dalam 

graf.  Daratan yang dihubungkan oleh jembatan sebagai titik dan jembatan sebagai 

sisi.  Representasi tersebut mempermudahkan menganalisis solusi dari 

permasalahan tersebut.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.  Permasalahan jembatan Konigsberg dan representasinya. 

A 

B 

C 

D 
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Salah satu materi dalam teori graf adalah bilangan kromatik lokasi yang 

diperkenalkan oleh Chartrand, dkk., pada tahun 2002.  Penentuan bilangan 

kromatik lokasi didasarkan pada banyaknya warna minimum yang digunakan 

pada pewarnaan lokasi dengan kode warna yang berbeda di setiap titik pada graf 

tersebut.  Sehingga bilangan kromatik lokasi akan sangat bergantung pada kode 

warna yang digunakan pada suatu graf. 

 

 

Pada penelitian sebelumnya Chartrand, dkk., (2002) telah berhasil menentukan 

bilangan kromatik lokasi beberapa kelas graf, diantaranya pada graf lengkap 

diperoleh 𝑋𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛, pada graf terhubung (𝐺) diperoleh 3 ≤ 𝑋𝐿(𝐺) ≤ 𝑛 untuk 

orde 𝑛 ≥ 3, serta pada graf siklus diperoleh 𝑋𝐿 𝐶𝑛 = 3 untuk 𝑛 ganjil dan 

𝑋𝐿 𝐶𝑛 = 4 untuk 𝑛 genap.  Asmiati, dkk., (2011) telah berhasil mendapatkan 

bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi bintang (𝑆𝑘 ,𝑚 ), dimana (𝑆𝑘 ,𝑚 ) adalah 

amalgamasi dari 𝑘 buah graf bintang (𝐾1,𝑚 ), dengan dimisalkan 𝐻 𝑎 = (𝑚 +

𝑎 − 1) 
𝑚 + 𝑎 − 1
𝑚 − 1

  untuk 𝑎 ≥ 0, 𝑘 ≥ 2,𝑚 ≥ 2, maka diperoleh 𝑋𝐿 𝑆𝑘 ,𝑚 = 𝑚 

untuk 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝐻 0 ,𝑚 ≥ 3 dan  𝑋𝐿 𝑆𝑘 ,𝑚 = 𝑚 + 𝑎 untuk 𝐻 𝑎 − 1 < 𝑘 ≤

𝐻 𝑎 ,𝑎 ≥ 1.  Selanjutnya Asmiati (2014) telah berhasil mendapatkan bilangan 

kromatik lokasi graf amalgamasi bintang tak homogen (𝑆𝑘 ,(𝑛1,𝑛2 ,…,𝑛𝑘)) dimana 

𝑘 ≥ 2, 𝑛𝑖 ≥ 1,  𝐴 ≤ 𝑛𝑚𝑎𝑥 + 𝑎 − 1, dengan dimisalkan 𝐼 𝑎 =  𝑛𝑚𝑎𝑥
𝑖=1  

𝑛𝑚𝑎𝑥 + 𝑎 − 1  
𝑛𝑚𝑎𝑥 + 𝑎 − 1

𝑛𝑚𝑎𝑥 − 𝑖
  untuk 𝑎 ≥ 0,𝑎 ∈ 𝑍, maka diperoleh 

𝑋𝐿 𝑆𝑘 ,(𝑛1,𝑛2,…,𝑛𝑘) = 𝑛𝑚𝑎𝑥  untuk 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼 0  dan  𝑋𝐿 𝑆𝑘 ,(𝑛1 ,𝑛2 ,…,𝑛𝑘) = 𝑛𝑚𝑎𝑥 +

𝑎 untuk 𝐼 𝑎 − 1 < 𝑘 ≤ 𝐼 𝑎 , 𝑎 ≥ 1.  Selanjutnya Asmiati, dkk., (2017) telah 

berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi beberapa kelas graf, diantaranya 
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pada graf Petersen (𝑃𝑛 ,1) diperoleh 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 = 4 untuk 𝑛 ganjil dan 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 = 5 

untuk 𝑛 genap. 

 

Graf barbel merupakan salah satu jenis graf sederhana yang dapat ditentukan 

bilangan kromatik lokasinya.  Suatu graf barbel jika disisipkan beberapa titik di 

beberapa sisinya, maka mungkin mengubah bilangan kromatik lokasi dari graf 

tersebut, maka permasalahan tersebut menjadi permasalahan baru yang muncul.  

Oleh karena itu, untuk melanjutkan penelitian-penelitian sebelumnya, maka pada 

penelitian ini akan dibahas tentang penentuan bilangan kromatik lokasi beberapa 

graf barbel dan subdivisinya, khususnya graf barbel lengkap dan graf barbel 

Petersen. 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel (𝐵𝑛 ,𝑛 ) yang disubdivisi 

pada jembatan/sisi yang menghubungkan dua graf lengkap, untuk 𝑛 ≥ 3. 

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel (𝐵𝑛 ,𝑚 ) yang disubdivisi 

pada jembatan/sisi yang menghubungkan dua graf lengkap, untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3 

dan 𝑛 > 𝑚. 

3. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel (𝐵𝑃𝑛 ,1
), untuk 𝑛 ≥ 3. 

4. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel (𝐵𝑃𝑛 ,1
) yang disubdivisi 

pada jembatan/sisi yang menghubungkan dua graf Petersen, untuk 𝑛 ≥ 3. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Memberikan pemahaman mengenai bilangan kromatik lokasi graf barbel 

(𝐵𝑛 ,𝑛), (𝐵𝑛 ,𝑚 ), (𝐵𝑃𝑛 ,1
), dan subdivisinya, untuk 𝑛 ≥ 3. 

2. Sebagai bahan referensi penelitian lanjutan untuk menentukan bilangan 

kromatik lokasi graf barbel yang disubdivisi pada sisi lainnya. 

 

 



 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Konsep Dasar Graf 

 

 

 

Beberapa konsep dasar yang digunakan dalam penelitian ini diambil dari Deo 

(1989).  Suatu graf G adalah himpunan terurut (V(G), E(G)), dengan V(G) 

menyatakan himpunan titik {v1, v2, ....} dari G dengan V(G) ≠ 0 dan E(G) 

menyatakan himpunan sisi {e1, e2, ....} yakni pasangan tak terurut dari V(G).  

Banyaknya himpunan titik V(G) disebut dengan orde dari graf G.  Jika titik v1 dan 

v2 dihubungkan oleh sisi e, maka titik v1 dan v2 dikatakan menempel pada sisi e 

begitu juga dengan sisi e menempel pada titik v1 dan v2, sehingga titik v1 dan v2 

saling bertetangga.  Lingkungan dari suatu titik v dinotasikan dengan N(v) adalah 

himpunan titik-titik yang bertetangga dengan v. 

 

 

 

 v1 v2 v3 

 e1  e2 

 

 e3  e4  e5  e6 

 e7 

 e8  e9  e10  e11 

 v4  v5  v6  v7 

 

 

Gambar 2.  Contoh graf dengan 7 titik dan 11 sisi. 
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Pada Gambar 2, graf tersebut merupakan graf (V, E) dengan himpunan titik V(G) 

= {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7} dan himpunan sisi E(G) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, 

e10, e11}.  Titik yang bertetangga dengan titik v6 adalah titik v2, v3, v5, dan v7, 

sedangkan sisi yang menempel dengan titik v6 adalah e2, e5, e6, e10, dan e11, begitu 

juga dengan sisi e2, e5, e6, e10, dan e11 menempel pada titik v6.  Derajat dari suatu 

titik v pada graf G adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik v yang 

dinotasikan dengan d(v), pada Gambar 2  d(v1) = 2, d(v2) = 4, d(v4) = 5, d(v5) = 4.  

Daun adalah titik yang berderajat satu, pada Gambar 2 yang dikatakan sebagai 

daun adalah titik v3 dan v7. 

 

 

Sisi paralel adalah beberapa sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama, loop 

adalah sisi yang memiliki titik awal dan  titik akhir yang sama.  Sisi-sisi paralel 

pada Gambar 2 adalah e2, e5, e7, dan e9 sedangkan e8 merupakan loop.  Graf yang 

tidak memiliki loop dan sisi paralel disebut graf sederhana, pada Gambar 2 bukan 

merupakan graf sederhana karena memiliki sisi paralel dan loop. 

 

 

Barisan berhingga bergantian antara titik dan sisi yang dimulai dan diakhiri 

dengan titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik sebelum dan 

sesudahnya pada suatu graf disebut dengan jalan.  Lintasan adalah jalan yang 

melewati titik yang berbeda-beda pada suatu graf dimana titik-titik yang dilewati 

tepat sekali.  Contoh jalan pada Gambar 2 adalah v1 – e1 – v2 – e2 – v6 – e5 – v2 – e4 

– v5 – e10 – v6 – e11 – v7 atau v4 – e8 – v4 – e3 – v1, sedangkan contoh lintasan pada 

Gambar 2 adalah v1 – e1 – v2 – e4 – v5 – e10 – v6 – e11 – v7 atau v4 – e3 – v1 – e1 – v2 – 

e4 – v5 – e10 – v6 – e6 – v3. 
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Sirkuit adalah lintasan yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama yang 

sering disebut juga dengan lintasan tertutup.  Sirkuit dibedakan menjadi dua 

macam, yaitu sirkuit genap dan ganjil.  Sirkuit genap adalah sirkuit yang memuat 

banyaknya titik berjumlah genap, sedangkan sirkuit ganjil adalah sirkuit yang 

memuat banyaknya titik berjumlah ganjil.  Contoh sirkuit pada Gambar 2, adalah 

v1 – e1 – v2 – e4 – v5 – e7 – v4 – e3 – v1 yang juga merupakan sirkuit genap, 

sedangkan v2 – e2 – v6 – e10 – v5 – e4 – v2 merupakan sirkuit ganjil. 

 

 

2.2 Graf Lengkap, Graf Petersen, dan Graf Barbel 

 

 

 

Graf lengkap adalah graf yang setiap titiknya saling bertetangga, dinotasikan 

dengan (Kn) dengan n adalah banyaknya titik dan n ≥ 2.  Banyaknya sisi pada 

suatu graf lengkap adalah n(n – 1)/2 dan masing-masing titik berderajat n – 1 

(Deo, 1989). 

 

 

 v1  v2 

 

 

 v3  v4 

 

  

 v5  v6 

 

 

Gambar 3.  Graf lengkap dengan 6 titik, 𝐾6. 

 

 

 

Graf Petersen adalah graf yang memiliki 2𝑛 titik yaitu titik-titik pada lingkaran 

luar {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛} dan titik-titik pada lingkaran dalam {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} untuk 

𝑛 ≥ 3.  Graf Petersen dinotasikan dengan (𝑃𝑛 ,𝑘), dengan 1 ≤ 𝑘 ≤  
𝑛−1

2
  dan  
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𝑛 ≥ 3, serta memiliki sisi {𝑢𝑖𝑢𝑖+1} ∪ {𝑣𝑖𝑣𝑖+𝑘} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖} dimana {1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 

(Asmiati, dkk., 2017). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.  Contoh graf Petersen (𝑃10,1). 

 

 

Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan menghubungkan dua 

tiruan/jiplakan dari graf lengkap atau graf Petersen yang dihubungkan dengan 

sebuah jembatan/sisi, yang dinotasikan dengan (Bn,n) dimana n ≥ 3 dan n adalah 

bilangan asli (Ihwan, dkk., 2014). 

 

 v1  v2 v7 v8 

 

 

 v3  v4  v9  v10 

 

 v5  v6  v11  v12 

 

 

Gambar 5.  Contoh graf barbel (B6,6). 

 

 

 

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi 

 

 

 

Menurut Chartrand, dkk.,  (2002), bilangan kromatik lokasi didefinisikan sebagai 

berikut.  Misalkan c suatu pewarnaan sejati di G dengan c(u) ≠ c(v) untuk u dan v 

yang bertetangga di 𝐺.  Misalkan 𝐶𝑖  adalah himpunan titik-titik yang diberi   

v10 

v9 

v8 
v5 

v4 

v3 

v1   v2 

 

u10 

u9 

u8 

u7 u6 

u5 

u4 

u3 

u2 u1 

v7  v6 
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warna i, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka Π =  𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘  adalah 

himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari 𝑉(𝐺).  Kode warna 𝑐Π(𝑣) dari v 

adalah k-pasang terurut (𝑑(𝑣, 𝐶1), 𝑑(𝑣, 𝐶2), … , 𝑑(𝑣, 𝐶𝑘)) dengan 𝑑 𝑣, 𝐶𝑖 =

min{𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝐶𝑖} untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, jika setiap titik di G mempunyai kode 

warna yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi dari G, banyaknya warna 

minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik 

lokasi dari G, yang dinotasikan dengan 𝑋𝐿(𝐺). 

 

 

Berikut ini diberikan teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi yang telah 

dibuktikan oleh Chartrand, dkk.,  (2002). 

 

Teorema 2.1 (Chartrand, dkk., 2002) 

Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf G.  Jika u dan v adalah dua titik 

yang berbeda di G sedemikian sehingga 𝑑 𝑢, 𝑤 = 𝑑(𝑣, 𝑤) untuk semua 𝑤 ∈

𝑉 𝐺 − {𝑢, 𝑣}, maka 𝑐 𝑢 = 𝑐(𝑣).  Secara khusus, jika u dan v titik-titik yang 

tidak bertetangga di G sedemikian sehingga 𝑁 𝑢 = 𝑁 𝑣 , maka 𝑐 𝑢 ≠ 𝑐(𝑣). 

 

 

Bukti: Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan 

misalkan Π = {𝐶1 , 𝐶2 , … , 𝐶𝑘} adalah partisi dari titik-titik G ke dalam kelas warna 

𝐶𝑖 .  Untuk suatu titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), andaikan 𝑐 𝑢 = 𝑐(𝑣) sedemikian sehingga 

titik u dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal 𝐶𝑖  dari Π.  Akibatnya, 

𝑑 𝑢, 𝐶𝑖 = 𝑑(𝑣, 𝐶𝑖) = 0.  Karena 𝑑 𝑢, 𝑤 = 𝑑(𝑣, 𝑤) untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑉 𝐺 −

{𝑢, 𝑣} maka 𝑑 𝑢, 𝐶𝑗 = 𝑑(𝑣, 𝐶𝑗 ) untuk setiap 𝑗 ≠ 𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘.  Akibatnya, 

𝑐Π 𝑢 = 𝑐Π(𝑣) sehingga c bukan pewarnaan lokasi.  Jadi, 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣). 
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Akibat 2.1 (Chartrand, dkk., 2002) 

Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan k daun, 

maka 𝑋𝐿 𝐺 ≥ 𝑘 + 1. 

 

 

Bukti: Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘  di G.  Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari G 

mempunyai warna yang berbeda untuk setiap 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘.  Karena v 

bertetangga dengan semua 𝑥𝑖 , maka v harus mempunyai warna yang berbeda 

dengan semua daun 𝑥𝑖 .  Akibatnya, 𝑋𝐿 𝐺 ≥ 𝑘 + 1 (Chartrand, dkk., 2002). 

 

Berikut ini diberikan graf G dan akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari 

graf G tersebut. 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

Gambar 6.  Pewarnaan lokasi minimum dari graf G. 

 

 

 

Diberikan graf G seperti yang terlihat pada Gambar 6.  Kemudian akan ditentukan 

terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf G.  Karena 

terdapat titik 𝑣3 yang mempunyai 3 daun dan berdasarkan Akibat 2.1, maka 

𝑋𝐿(𝐺) ≥ 4. (2.1) 

 

4 

 

1 

 

v3 
2 

 

v11 v14 

3 

 

4 

 

v7 v2 

2 

 

v5 

3 

 

v10 

v13 v12 
3 

 

3 

 
2 

 

v9 

v8 

v6 v4 

v1 
4 

 
4 

 
2 

 

1 
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Misalkan c adalah pewarnaan titik menggunakan empat warna.  Pada graf G 

diberikan kelas warna sedemikian sehingga diperoleh Π = {𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 , 𝐶4} dengan 

𝐶1 =  𝑣1, 𝑣3 , 𝐶2 =  𝑣2, 𝑣4, 𝑣8 , 𝑣11 , 𝐶3 = {𝑣5, 𝑣7, 𝑣12 , 𝑣14} dan 𝐶4 =

{𝑣6 , 𝑣9, 𝑣10 , 𝑣13}.  Oleh karena itu, didapatkan kode warna sebagai berikut: 

𝑐Π 𝑣1 =  0,1,2,3 ; 𝑐Π 𝑣2 =  1,0,1,2 ;  𝑐Π 𝑣3 =  0,1,1,1 ; 

𝑐Π 𝑣4 =  1,0,2,2 ; 𝑐Π 𝑣5 =  1,2,0,2 ; 𝑐Π 𝑣6 =  1,2,2,0 ; 

𝑐Π 𝑣7 =  2,1,0,1 ; 𝑐Π 𝑣8 =  3,0,1,1 ; 𝑐Π 𝑣9 =  4,1,2,0 ; 

𝑐Π 𝑣10 =  3,1,1,0 ; 𝑐Π 𝑣11 =  4,0,1,1 ; 𝑐Π 𝑣12 =  5,1,0,2 ; 

𝑐Π 𝑣13 =  5,1,2,0 ; 𝑐Π 𝑣14 =  4,2,0,1  

Karena kode warna dari semua titik di G berbeda, maka c adalah pewarnaan 

lokasi.  Jadi, 𝑋𝐿(𝐺) ≤ 4. (2.2) 

Berdasarkan (2.1) dan (2.2), maka Π adalah pewarnaan lokasi dari G sehingga 

𝑋𝐿 𝐺 = 4 (Chartrand, dkk., 2002). 

 

 

Teorema 2.2 (Chartrand, dkk., 2002) 

Bilangan kromatik lokasi graf lengkap (𝐾𝑛 ) adalah 𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2. 

 

Bukti: Karena setiap titik pada graf lengkap saling bertetangga maka setiap titik 

diberi warna yang berbeda, jadi 𝑋𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2 (Chartrand, dkk., 2002). 

 

 v1  v2 

 

 

 v3  v4 

 

  

 v5  v6 

 

Gambar 7.  Contoh graf lengkap (K6) dengan bilangan kromatik lokasi 6. 
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Teorema 2.3 (Asmiati, dkk., 2017) 

Bilangan kromatik lokasi graf Petersen (𝑃𝑛 ,1) adalah 4 untuk (𝑛 ≥ 3) ganjil atau 5 

untuk (𝑛 ≥ 4) genap. 

 

Bukti: Untuk membuktikan teorema tersebut dapat dipertimbangkan dalam kasus 

sebagai berikut: 

Kasus 1.  𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 = 4, untuk (𝑛 ≥ 3) ganjil. 

Pertama, menentukan batas bawah dari 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 = 4, untuk (𝑛 ≥ 3) ganjil.  

Karena graf Petersen (𝑃𝑛 ,1) memuat beberapa siklus genap maka 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 ≥ 4.  

Jadi 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 ≥ 4 untuk (𝑛 ≥ 3) ganjil. 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan titik dari graf Petersen (𝑃𝑛 ,1), untuk (𝑛 ≥ 3) ganjil.  

Sehingga diperoleh partisi dari titik di 𝑉 𝑃𝑛 ,1  : 𝐶1 =  𝑢1 ; 𝐶2 =  𝑢2𝑗 , 𝑣2𝑗−1 ; 

𝐶3 =  𝑢2𝑗 +1, 𝑣2𝑗  ; 𝐶4 =  𝑣𝑛  , untuk 𝑗 > 0.  Oleh karena itu, kode warna dari 

setiap titik di 𝐺 adalah sebagai berikut: 

a) 𝑐Π(𝑢1) = (0,1,1,2). 

b) 𝐶2 =  𝑢2𝑗 , 𝑣2𝑗−1 .  Misalkan 𝑢𝑖 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1; 𝑖 = 2𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤  
𝑛

2
  dan  

𝑣𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2; 𝑖 = 2𝑗 − 1; 1 ≤ 𝑗 ≤  
𝑛

2
 . 

Untuk 𝑖 <  
𝑛

2
 , 𝑐Π(𝑢𝑖) = (𝑖 − 1, 0, 1, 𝑖 + 1) dan 𝑐Π(𝑣𝑖) = (𝑖, 0, 1, 𝑖). 

Untuk 𝑖 =  
𝑛

2
 , 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑢𝑛−2𝑗 +1 = (𝑖 − 1, 0, 1, 2𝑗) dan 

 𝑐Π 𝑣𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑛−2𝑗  = (𝑖, 0, 1, 2𝑗). 

Untuk 𝑖 >  
𝑛

2
 , 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑢𝑛−2𝑗 +1 = (2𝑗, 0, 1, 2𝑗) dan 

 𝑐Π 𝑣𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑛−2𝑗  = (2𝑗 + 2,0, 1, 2𝑗). 
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c) 𝐶3 =  𝑢2𝑗 +1 , 𝑣2𝑗  .  Misalkan 𝑢𝑖 , 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 = 2𝑗 + 1; 1 ≤ 𝑗 ≤  
𝑛

2
  dan  

𝑣𝑖 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1; 𝑖 = 2𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤  
𝑛

2
 . 

Untuk 𝑖 <  
𝑛

2
 , 𝑐Π(𝑢𝑖) = (𝑖 − 1, 1, 0, 𝑖 + 1) dan 𝑐Π(𝑣𝑖) = (𝑖, 1, 0, 𝑖). 

Untuk 𝑖 =  
𝑛

2
 , 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑢𝑛−2𝑗 +2 = (𝑖 − 1, 0, 1, 2𝑗 − 1) dan 

 𝑐Π 𝑣𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑛−2𝑗 +1 = (𝑖, 1, 0, 2𝑗 − 1). 

Untuk 𝑖 >  
𝑛

2
 , 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑢𝑛−2𝑗 +2 = (2𝑗 − 1, 1, 0, 2𝑗 − 1) dan 

 𝑐Π 𝑣𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑛−2𝑗 +1 = (2𝑗 + 1, 1, 0, 2𝑗 − 1). 

d) 𝑐Π(𝑣𝑛 ) = (2,1,1,0).  

Karena kode warna dari setiap titik di 𝑉 𝑃𝑛 ,1  berbeda, maka 𝑐 adalah pewarnaan 

lokasi dari graf Petersan (𝑃𝑛 ,1) untuk (𝑛 ≥ 3) ganjil.  Jadi, 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 ≤ 4 untuk 

(𝑛 ≥ 3) ganjil. 

 

Kasus 2.  𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 = 5, untuk (𝑛 ≥ 4) genap. 

Graf Petersen (𝑃𝑛 ,1) untuk (𝑛 ≥ 4) genap, memuat beberapa siklus genap maka 

𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 ≥ 4.  Andaikan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi dari graf Petersen (𝑃𝑛 ,1) 

untuk (𝑛 ≥ 4) genap, misalkan 𝐶1 =  𝑢1 ; 𝐶2 =  𝑢2𝑖 , 𝑣2𝑖−1 ; 𝐶3 =  𝑢2𝑖+1, 𝑣2𝑖 ; 

dan 𝐶4 =  𝑢𝑛  , untuk 𝑖 > 0.  Maka akan ada dua titik dengan kode warna yang 

sama yaitu 𝑐Π(𝑢2) = 𝑐Π(𝑣1), maka kontradiksi.  Dengan demikian, dibutuhkan 

sekurang-kurangnya 5 warna.  Jadi 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 ≥ 5 untuk (𝑛 ≥ 4) genap. 

Selanjutnya adalah menentukan batas atas dari 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1  untuk (𝑛 ≥ 4) genap, 

dengan memberikan titik-titik di 𝑉 𝑃𝑛 ,1  sebagai berikut: 

 𝐶1 =  𝑢1 ; 𝐶2 =  𝑢2𝑗 , 𝑣2𝑗−1 ; 𝐶3 =  𝑢2𝑗 +1 , 𝑣2𝑗  ; 𝐶4 =  𝑣4 ; 𝐶5 =  𝑣𝑛  . 
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Sehingga kode warna dari setiap titik di 𝐺 adalah sebagai berikut: 

a) 𝑐Π(𝑢1) = (0,1,2,1,2). 

b) 𝐶2 =  𝑢2𝑗 , 𝑣2𝑗−1 .  Misalkan 𝑢𝑖 , 1≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2; 𝑖 = 2𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
− 1 dan  

𝑣𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1; 𝑖 = 2𝑗 − 1; 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
. 

Untuk 𝑖 ≤  
𝑛

2
 , 𝑐Π(𝑢𝑖) = (𝑖 − 1, 0, 1, 𝑖, 𝑖 + 1) dan 𝑐Π(𝑣𝑖) = (𝑖, 0, 1, 𝑖 + 1, 𝑖). 

Untuk 𝑖 >  
𝑛

2
 , 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑢𝑛−2𝑗  = (2𝑗 + 1, 0, 1, 2𝑗, 2𝑗 + 1) dan 

 𝑐Π 𝑣𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑛−2𝑗 +1 = (2𝑗 + 1, 0, 1, 2𝑗, 2𝑗 − 1). 

c) 𝐶3 =  𝑢2𝑗 +1 , 𝑣2𝑗  .  Misalkan 𝑢𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1; 𝑖 = 2𝑗 + 1; 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
− 1 

dan 𝑣𝑖 , 1≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 2; 𝑖 = 2𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤
𝑛

2
− 1. 

Untuk 𝑖 ≤  
𝑛

2
 , 𝑐Π(𝑢𝑖) = (𝑖 − 1, 1, 0, 𝑖, 𝑖 + 1) dan 𝑐Π(𝑣𝑖) = (𝑖, 1, 0, 𝑖 + 1, 𝑖). 

Untuk 𝑖 >  
𝑛

2
 , 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑢𝑛−2𝑗 +1 = (2𝑗, 1, 0, 2𝑗 − 1, 2𝑗) dan 

 𝑐Π 𝑣𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑛−2𝑗  = (2𝑗 + 2, 1, 0, 2𝑗 + 1, 2𝑗). 

d) 𝐶4 =  𝑢𝑛  , maka 𝑐Π(𝑢𝑛) = (1,2,1,0,1) 

e) 𝑐Π(𝑣𝑛 ) = (2,1,2,1,0).  

Karena kode warna dari setiap titik di 𝑉 𝑃𝑛 ,1  berbeda, maka 𝑐 adalah pewarnaan 

lokasi dari graf Petersan (𝑃𝑛 ,1) untuk (𝑛 ≥ 4) genap.  Jadi, 𝑋𝐿 𝑃𝑛 ,1 ≤ 5 untuk 

(𝑛 ≥ 4) genap (Asmiati, dkk., 2017). 

 

 

2.4 Graf Subdivisi 

 

 

 

Graf subdivisi S(G) adalah graf yang diperoleh dari graf G dengan memasukkan 

titik tambahan ke beberapa sisi di graf G, atau dengan kata lain graf subdivisi 
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S(G) adalah graf yang diperoleh dari graf G dengan menyisipkan beberapa titik 

pada beberapa sisi di graf G. 

 

 

 v1  v2 v7 v8 

 

 

 v3  v4  v9  v10 

 

 v5  v6  v11  v12 

 

 

Gambar 8.  Contoh graf barbel (𝐵6,6) yang disubdivisi satu titik. 

 

 

 

Pada Gambar 8, graf tersebut telah disubdivisi satu titik pada jembatan/sisi yang 

menghubungkan dua graf lengkap (𝐾6), yang dinotasikan dengan (𝐵6,6
∗1 ) (Mirajkar, 

dkk., 2016). 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini akan dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018 

di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, 

Universitas Lampung. 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel yang disubdivisi pada sisi 

yang menghubungkan dua graf lengkap yang seragam, untuk 𝑛 ≥ 3 sesuai 

dengan teorema yang berlaku. 

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel yang disubdivisi pada sisi 

yang menghubungkan dua graf lengkap yang tak seragam, untuk 𝑛 ≥ 3. 

3. Mengganti graf lengkap yang ada pada graf barbel dengan graf Petersen 

(𝑃𝑛 ,1) dan kemudian menentukan bilangan kromatik lokasinya, untuk 𝑛 ≥ 3. 

4. Menambahkan titik sebanyak 𝑠 pada sisi yang menghubungkan dua graf 

Petersen (𝑃𝑛 ,1) dan menentukan bilangan kromatik lokasinya, untuk 𝑛 ≥ 3. 

 



 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel (𝐵𝑛 ,𝑛 ) yang disubdivisi sebanyak 𝑠 

titik adalah 𝑋𝐿 𝐵𝑛 ,𝑛
∗𝑠  = 𝑛 + 1, untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝑠 ≥ 1. 

2. Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel (𝐵𝑛 ,𝑚 ) yang disubdivisi sebanyak 𝑠 

titik adalah 𝑋𝐿 𝐵𝑛 ,𝑚
∗𝑠  = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑛,𝑚}, untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3,𝑛 ≠ 𝑚, dan 𝑠 ≥ 1. 

3. Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel (𝐵𝑃𝑛 ,1 ) adalah 𝑋𝐿 𝐵𝑃𝑛 ,1
 = 4 untuk 𝑛 

ganjil atau 5 untuk 𝑛 genap, dengan 𝑛 ≥ 3. 

4. Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel (𝐵𝑃𝑛 ,1 ) yang disubdivisi sebanyak 𝑠 

titik adalah 𝑋𝐿 𝐵𝑃𝑛 ,1
∗𝑠  = 4 untuk 𝑛 ganjil atau 5 untuk 𝑛 genap, dengan 𝑛 ≥ 3 

dan 𝑠 ≥ 1. 
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