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ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF AMALGAMASI SATU SISI
PADA LINGKARAN SERAGAM

Oleh

SUSANA SEPTIA ULFA

Misalkan suatu pewarnaan sejati di graf terhubung dengan ( ) ≠ ( ) untuk
dan yang bertetangga di .  Misalkan adalah himpunan titik-titik yang

diberi warna .  Kode warna ( ) dari titik di adalah -pasang terurut( ( , ), ( , ), … , ( , )) dengan ( , ) = min{ ( , )| ∈ } untuk1 ≤ ≤ .  Jika setiap titik di mempunyai kode warna yang berbeda, maka
disebut pewarnaan lokasi dari .  Banyaknya warna minimum pada pewarnaan
lokasi dari disebut bilangan kromatik lokasi dari graf , yang dinotasikan
dengan ( ). Pada penelitian, kita akan mendiskusikan tentang bilangan
kromatik lokasi graf amalgamasi satu sisi pada lingkaran seragam.

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi, kode warna, graf amalgamasi.



ABSTRACT

THE LOCATING-CHROMATIC NUMBER FOR ONE EDGE
AMALGAMATION OF UNIFORM CYCLES

By

SUSANA SEPTIA ULFA

Let be a proper coloring of a connected graph with ( ) ≠ ( ) for adjacent
vertices and in .  Let is a set of vertices receiving color .  The color code( ) of a vertex in is the ordered -tuple ( ( , ), ( , ), … , ( , ))
with ( , ) = min{ ( , )| ∈ } for 1 ≤ ≤ .  If all distinct vertices of
have distinct color codes, then is called a locating-coloring of . The minimum
number of colors in a locating-coloring of is called the locating-chromatic
number of graph , denoted by ( ). In this study, we will be discusse about
the locating-chromatic number for one edge amalgamation of uniform cycles.

Keywords: the locating-chromatic number, color codes, amalgamation graph.
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I. METODOLOGI PENELITIAN

1.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini akan dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam Universitas Lampung.

1.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf amalgamasi pada satu sisi

yang menghubungkan dua graf lingkaran seragam untuk sebanyak titik.

2. Menambahkan setiap orde graf lingkaran sebanyak empat lingkaran pada satu

sisi yang menghubungkan dua graf lingkaran (4 ) dan menentukan bilangan

kromatik lokasinya.

3. Menentukan banyaknya kelas warna pada setiap orde dari graf lingkaran

seragam pada satu sisi.

4. Menentukan secara umum bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi dari≤ 4 graf lingkaran seragam pada satu sisi.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh seorang matematikawan Swiss,

bernama Leonard Euler pada tahun 1736, berhasil menemukan solusi dari

permasalahan yang berkaitan dengan jembatan Konigsberg. Permasalahan

tersebut tetap tidak terpecahkan sampai munculnya pembuktian secara matematis

dari Euler. Langkah pembuktian yang dilakukan Euler menggunakan bantuan

sebuah graf sebagai model, yaitu dengan melambangkan setiap daratan yang

dipisahkan oleh sungai Pregel dengan sebuah titik, sedangkan setiap jembatan

dilambangkan dengan sisi. Dengan demikian, terdapat empat titik dan tujuh sisi.

Teori graf merupakan salah satu contoh ilmu matematika yang mempelajari

himpunan titik yang dihubungkan oleh himpunan sisi.

Gambar 1. Permasalahan jembatan Konigsberg dan representasinya.

C

A

B

D
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Pembahasan teori graf yang hingga kini masih menjadi topik yang menarik untuk

dikaji dalam teori graf yaitu tentang pewarnaan graf. Salah satu teori graf yang

memiliki kontribusi besar bagi perkembangan ilmu pengetahuan adalah teori

pewarnaan lokasi. Konsep pewarnaan lokasi pertama kali dikaji oleh Chartrand,

dkk., pada tahun 2002 dengan penentuan bilangan kromatik lokasi didasarkan

pada banyaknya warna minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi dengan

kode warna yang berbeda di setiap titik pada graf tersebut.

Pada penelitian sebelumnya, Chartrand, dkk., telah berhasil menentukan bilangan

kromatik lokasi beberapa kelas graf, diantaranya pada graf lengkap diperoleh( ) = , pada graf siklus diperoleh ( ) = 3 untuk ganjil dan ( ) =4 untuk genap. Selain itu, pada tahun 2003 Chartrand, dkk., juga menunjukkan

bahwa terdapat pohon berorde ≥ 5 dengan bilangan kromatik lokasi∈ {3,4, … , − 2, }.
Selanjutnya beberapa penelitian Asmiati, dkk., pada tahun 2011-2014 juga

memberikan pemikiran untuk melatarbelakangi kajian penelitian ini. Asmiati,

dkk. (2011), berhasil mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi

bintang. Selanjutnya, Asmiati, dkk., pada tahun 2012 memperoleh bilangan

kromatik lokasi pada kembang api. Pada tahun yang sama juga, Asmiati dan

Baskoro (2012), berhasil mengkarakterisasi semua graf yang memuat siklus

berbilangan kromatik lokasi tiga. Sejauh penelusuran literatur ini, belum terdapat

suatu teorema yang dapat menentukan bilangan kromatik lokasi untuk sembarang

graf.
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Sampai saat ini penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi

satu sisi pada lingkaran seragam belum dilakukan. Oleh karena itu, muncul

sebuah gagasan untuk melakukan penelitian tentang analisis mengenai bilangan

kromatik lokasi dari graf amalgamasi satu sisi pada lingkaran seragam.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui bilangan kromatik lokasi dari

graf amalgamasi satu sisi pada lingkaran seragam.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengembangkan wawasan pengetahuan teori graf terutama tentang konsep

bilangan kromatik lokasi dari graf amalgamasi satu sisi pada 2 ≤ ≤ 4
lingkaran seragam.

2. Sebagai bahan referensi penelitian selanjutnya untuk menentukan bilangan

kromatik lokasi graf amalgamasi pada lingkaran lainnya.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Teori Graf

Dalam konsep dasar teori graf, yang digunakan dalam penelitian ini diambil dari

buku Deo pada tahun 1989. Suatu graf G didefinisikan himpunan terurut

( ( ), ( )), dengan dinotasikan ( )menyatakan himpunan tak kosong dari

titik-titik (vertex) dan ( ) menyatakan himpunan sisiyang menghubungkan

sepasang titik. Misalkan dan adalah titik pada suatu graf G, jika dan

dihubungkan oleh sisi (edge), maka u dan v dikatakan bertetangga (adjacent),

sedangkan untuk dan dikatakan menempel (incident) dengan sisi (edge),

demikian juga sisi (edge) dikatakan menempel dengan titik dan . Graf yang

himpunan tetangga (Neigborhood) dari suatu titik , dinotasikan  dengan ( )

merupakan himpunan titik yang bertetangga dengan . Graf yang himpunan

sisinya merupakan himpunan kosong disebut sebagai graf kosong (null graf).

Gambar 2. Contoh graf dengan 6 titik dan 8 sisi.

e4

v3

e8

v2

v5
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e1

v4
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e3

e6

e2
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Pada Gambar 2, graf tersebut merupakan graf ( , ) dengan himpunan titik ( )
={ , , , , , }dan himpunan sisi ( ) ={ , , , , , , , }.

Titik yang bertetangga dengan titik adalah titik dan , sedangkan sisi yang

menempel dengan titik adalah dan . Sebaliknya, sisi menempel pada

titik dan . Untuk N ( ) = { , }. Banyaknya titik pada suatu graf G disebut

orde. Derajat suatu titik pada graf adalah banyaknya sisi yang menempel pada

titik . Daun (pendant vertex) adalah titik yang memiliki derajat satu. Pada

Gambar 2, orde dari graf tersebut adalah 6. Sedangkan, untuk derajat pada titik

adalah 2. Pada Gambar 2, yang dikatakan sebagai daun yaitu titik .

Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Yang

dikatakan loop pada Gambar 2 adalah , Sehingga sisi paralel adalah beberapa

sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama. Sisi-sisi paralel pada Gambar 2

yaitu dan . Graf dikatakan graf sederhana, jika tidak memiliki loop atau

sisi paralel. Pada Gambar 2, bukan merupakan graf sederhana karena memiliki

sisi paralel dan loop.

Jalan (Walk) adalah barisan dari titik dan sisi secara bergantian yang dimulai dan

diakhiri oleh titik, demikian sehingga setiap sisi yang menempel pada titik

sebelum dan sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama

disebut jalan tertutup (close walk) atau sirkuit. Sirkuit dibedakan menjadi dua

macam, yaitu sirkuit genap dan sirkuit ganjil. Sirkuit genap adalah sirkuit yang

memuat banyaknya titik berjumlah genap, sedangkan sirkuit ganjil adalah sirkuit

yang memuat banyaknya titik berjumlah ganjil. Contoh Walk pada Gambar 2
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v3

u1

v1

u1

v2

u1

v3

u1

v1

u1

adalah − − − − − − . Sedangkan, untuk contoh sirkuit pada

Gambar 2 adalah − − − − − − − − − − dan

dikatakan sirkuit ganjil.

2.2 Graf Terhubung, Graf Lingkaran dan Graf Amalgamasi

Graf terhubung yaitu graf yang setiap pasangan titik dan dalam himpunan titik

pada G terdapat lintasan dari ke atau sebaliknya. Graf pada Gambar 2

merupakan gambar terhubung, karena terdapat sekurang-kurangnya ada satu path

yang menghubungkan sepasang titik di (Deo, 1989).

Graf lingkaran yang merupakan graf teratur yang masing-masing titiknya

berderajat 2. Graf lingkaran dinotasikan dengan n menyatakan orde dari graf.

Pada graf lingkaran, orde dan ukuran memiliki jumlah yang sama. Contoh dari

graf lingkaran ditunjukkan pada gambar sebagai berikut.

Gambar 3. Graf lingkaran dengan orde 4 dan 3

Menurut Ardiyansah, dkk., pada tahun 2013 bahwa graf amalgamasi diperoleh

menggunakan operasi amalgamasi. Amalgamasi titik dari pasangan titik graf

(G, u) bersama (H, v) adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan titik

v4

u1

v2

u1
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v2

u1

u2

u1

dan menjadi satu titik. Notasi yang digunakan untuk buah menyatakan

amalgamasi lingkaran seragam ( ) untuk satu sisi dinotasikan dengan “ ”

(apabila diambil dua titik dari masing-masing graf). Contoh dari graf amalgamasi

ditunjukkan pada gambar sebagai berikut.

(H, v) (G, u)

( )

Gambar 4. Contoh untuk (2 ) graf amalgamasi lingkaran satu sisi.

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi

Bilangan kromatik lokasi didefinisikan sebagai berikut. Misalkan c suatu

pewarnaan sejati di G dengan c(u) ≠ c(v) untuk titik dan yang bertetangga di

.  Misalkan adalah himpunan titik-titik yang diberi warna , yang selanjutnya

disebut kelas warna, maka Π = { , , … , } adalah himpunan yang terdiri dari

kelas-kelas warna dari ( ). Kode warna, ( ) dari v adalah k-pasang

u1

v4

u1

v1

u1

u4

u1

v2

u1

u3v3

u1

u2

u1

v3

u1

u3

v1

v4

u1

u4
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terurut ( ( , ), ( , ), … , ( , )) dengan ( , ) = min{ ( , )| ∈ }
untuk 1 ≤ ≤ , jika setiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda,

maka c disebut pewarnaan lokasi dari G. Banyaknya warna minimum yang

digunakan pada pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G, yang

dinotasikan dengan ( ) (Chartrand,dkk., 2002).

Berikut ini diberikan teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi yang telah

dibuktikan oleh Chartrand, dkk., pada tahun 2002.

Teorema 2.1 (Chartrand, dkk., 2002)

Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf G. Jika titik dan adalah dua

titik yang berbeda di G sedemikian sehingga ( , ) = ( , ) untuk semua∈ ( ) − { , }, maka ( ) = ( ). Secara khusus, jika titik dan titik-titik

yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga ( ) = ( ), maka( ) ≠ ( ).
Bukti: Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan

misalkan Π = { , , … , } adalah partisi dari titik-titik G kedalam kelas warna

. Untuk suatu titik , ∈ ( ), andaikan ( ) = ( ) sedemikian sehingga

titik u dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal dari Π. Akibatnya,( , ) = ( , ) = 0. Karena ( , ) = ( , ) untuk setiap ∈ ( ) −{ , } maka , = ( , ) untuk setiap ≠ , 1 ≤ ≤ . Akibatnya,( ) = ( ) sehingga c bukan pewarnaan lokasi. Jadi, ( ) ≠ ( ).
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Akibat 2.1 (Chartrand, dkk., 2002)

Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan k daun,

maka ( ) ≥ + 1.
Bukti: Misalkan adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu, , … , di G. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari G

mempunyai warna yang berbeda untuk setiap , dimana = 1,2, … , . Karena v

bertetangga dengan semua , maka v harus mempunyai warna yang berbeda

dengan semua daun . Akibatnya, ( ) ≥ + 1 (Chartranddkk., 2002).

Berikut ini diberikan graf G dan akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari

graf G tersebut.

Gambar 5. Pewarnaan lokasi minimum dari graf G.

Diberikan graf G seperti yang terlihat pada Gambar 4. Kemudian akan ditentukan

terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf G. Karena terdapat

titik yang mempunyai 3 daun dan berdasarkan Akibat 2.1, maka ( ) ≥ 4.
(2.1)

v2

4

1v3
1

v11

v7

2

v5
v10

3

2 3

v9

v8

v6
v4

v1

4

42

1

3

v12
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2

2 3

1

3

43

Misalkan c adalah pewarnaan titik menggunakan empat warna. Pada graf G

diberikan kelas warna sedemikian sehingga diperoleh Π = { , , , }
dengan = { , , }, = { , , }, = { , , }, dan ={ , , }. Oleh karena itu, didapatkan kode warna sebagai berikut:( ) = (0,1,2,3); ( ) = (1,0,1,2); ( ) = (0,1,1,1);( ) = (1,0,2,2); ( ) = (1,2,0,2); ( ) = (1,2,2,0);( ) = (2,1,0,1); ( ) = (1,0,1,1); ( ) = (2,1,2,0);( ) = (2,1,2,0); ( ) = (0,1,2,2); ( ) = (3,2,1,0);
Karena kode warna dari semua titik di G berbeda, maka c adalah pewarnaan

lokasi. Jadi, ( ) ≤ 4. (2.2)

Berdasarkan (2.1) dan (2.2), maka Π adalah pewarnaan lokasi dari G

sehingga ( ) = 4 (Chartrand, dkk., 2002).

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi Lingkaran

Pada bagian ini akan didiskusikan bilangan kromatik lokasi lingkaran setelah

pembuktian Teorema dan contohnya. Pewarnaan lokasi minimum untuk

lingkaran dan dapat ditunjukkan pada Gambar 6. Contoh hasil dari ilustrasi

sebagai berikut:

Gambar 6. Pewarnaan lokasi minimum dari dan
2 3 4

21

4
3

3
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Teorema 2.2 (Chartrand, dkk., 2002)

Untuk lingkaran dari orde n ≥ 3

( ) = 3 ; jika n adalah ganjil4 ; Jika n adalah genap
Bukti: Pertimbangkan Dua Kasus

Kasus 1. n ≥ 3 adalah ganjil. Misal : , , … , . . diberi warna 1,

diberi warna 2 untuk i adalah genap, dan diberi warna 3 untuk i ≥ 3 adalah

ganjil. Berdasarkan proposisi 2.1, hanya perlu menunjukkan bahwa ini adalah

pewarnaan lokasi pada ( ) = 3. mempertimbangkan 2 subkasus.

Subkasus 1.1. n ≥ 4 + 1, dimana k ≥ 1. Untuk 1 ≤ ≤ , ( ) = (2i – 1,0,1)

dan untuk k +1 ≤ ≤ 2 , ( ) = (2k + 2 – 2i, 0,1 ). Juga, untuk 1 ≤ ≤, ( + 1) = (2 , 1,0) dan untuk k +1 ≤ ≤ , ( ) = (2k – 2i+ 1,1,0 ).

Karena vektor-vektor ( )berbeda. Pewarnaan tersebut adalah pewarnaan lokasi

jadi, ( ) = 3.
Subkasus 1.2. n= 4 + 3, dimana k ≥ 0. Membuktikan bahwa ( ) =3 caranya sama seperti pada subkasus 1.1.

Kasus 2. n ≥ 4 adalah genap. Misalkan kembali : , , … , . . Diberi

warna 1 untuk , warna 2 untuk , warna 3 untuk , jika ( ≥ 3) ganjil, dan

warna 4 untuk jika ( ≥ 4) genap. Di tunjukkan bahwa pewarnaan lokasi dari

adalah ( ) ≤ 4.
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Subkasus 2.1. n = 4k, dimana k ≥ 1, untuk 1 ≤ ≤ , ( ) = (2i, 2i –

1,0,1). Dimana k + 1 ≤ ≤ 2 − 1, ( ) = (4k – 2i, 4k – 2i + 1,0,1). Untuk

2≤ ≤ , ( ) = (2i –1, 2i – 2, 1,0 ); dimana k +1 ≤ ≤ 2 , ( ) = (4k +1

– 2i,4k + 2– 2i, 1,0). Karena vektor-vektor ( ) berbeda. Pewarnaan tersebut

adalah pewarnaan lokasi.

Subkasus 2.2. n = 4k + 2, dimana k ≥ 1. Pembuktian bahwa pewarnaan tersebut

adalah pewarnaan lokasi sama seperti subkasus 2.1. Selanjutnya ini hanya perlu

membuktian bahwa ( ) = 4, jika n adalah genap. Asumsikan, sebaliknya,

bahwa terdapat pewarnaan lokasi c dari memerlukan 3 warna, misalkan 1, 2, 3,

untuk n≥ 4. Setidaknya terdapat satu warna, misalkan 2 adalah warna bilangan

genap t dari titik pada , dimana 2 ≤ ≤ /2. Seperti proses lingkaran pada .

Dimulai , misalkan , , … , , titik-titik dari bahwa berwarna 2. Karena

tidak ada 2 titik yang bertetangga. Termasuk untuk setiap bilangan bulat dengan

1 ≤ ≤ . Interval Ij = . , … , − 1 .

Pertama, ditunjukkan bahwa tidak ada interval yang memiliki kardinalitas ganjil

untuk 3 atau lebih; untuk asumsikan, sebaliknya, beberapa selang Ij memuat

bilangan ganjil pada titik 3 atau lebih. Tanpa menghilangkan umum, Asumsikan

bahwa + 1 dan − 1 diberi warna 1. Meskipun demikian, + 1 =− 1 = (0,1,1) tetapi tidak mungkin.

Kedua, ditunjukkan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap pada

titik-titiknya; untuk asumsikan, sebaliknya, bahwa terdapat selang-selang yang

memuat bilangan genap di titik-titiknya. Karena memiliki orde genap, pasti
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terdapat bilangan genap dari selang yang memuat bilangan genap pada titik-

titiknya. Misal dan menjadi 2 selang berbeda memuat bilangan genap di

titik-titiknya. Asumsikan, tanpa kehilangan keumuman, bahwa + 1 diberi

pewarnaan 1. Tepat hanya 1 dari + 1 dan − 1 diberi warna 1,

maka + 1 = ( + 1) = (0,1,1) kontradiksi. Akibatnya, semua selang= /2 memuat tepat satu titik. Sehingga, terdapat bilangan bulat tekecil

(1≤ ≤ /2), maka − 1 dan + 1 diberi warna secara berbeda, misalkan

1 dan 3, secara berturut-turut. Pentingnya, terdapat bilangan bulat >
bahwa − 1 diberi warna 3 dan + 1 diberi warna 1. Meskipun demikian,= ( ) = (1,0,1), hasil akhir kontrakdisi. Oleh karena itu, ( ) =4 jika n adalah genap.



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini akan dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf amalgamasi pada satu sisi

yang menghubungkan dua graf lingkaran seragam untuk sebanyak titik.

2. Menambahkan setiap orde graf lingkaran sebanyak empat lingkaran pada satu

sisi yang menghubungkan dua graf lingkaran (4 ) dan menentukan bilangan

kromatik lokasinya.

3. Menentukan banyaknya kelas warna pada setiap orde dari graf lingkaran

seragam pada satu sisi.

4. Menentukan secara umum bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi dari≤ 4 graf lingkaran seragam pada satu sisi.
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi lingkaran seragam (   ) yang 

masing-masing graf sebanyak   titik ganjil atau genap adalah   (   )  

   untuk       dengan      

2. Bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi lingkaran seragam (   ) yang 

masing-masing graf sebanyak   titik ganjil atau genap adalah            

  (   )       untuk       dengan      
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