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ABSTRACT

REPRESENTATION OF LINEAR OPERATOR FROM FINITE
SEQUENCE SPACE £3; TOSEQUENCE SPACE 4’3/2

by

Risky Aulia Ulfa

Themapping of vector space, especially on norm space is called operator. One of
the cases about the operator, in case of linear operator, is the operator which works
on sequence space. There are many cases in the linear operator from one sequence
space to another which can be represented by infinite matrices. The infinite
matrices are the matrices which sized infinite times infinite.
a11 a12 e 1
for A #; > €3/2,WhereA = Iau a,, l £y = {x = (x;) |(Z{°§1|Xi|3)5 <
. 2 . .
3\3
oo}, and {’3/2 = {x = (x;) (Zf‘illxilz) < oo} is a sequence real numbers.
Furthermore, it can be constructed an operator A from finite sequence space 5 to
sequence space {’3/2 by using a standard basis (e,) and it can be proven that the

collection all the operators become Banach space.

Key Words : Operator, Finite Sequence Space



ABSTRAK

REPRESENTASI OPERATOR LINIER DARI RUANG BARISAN ¢3 KE
RUANG BARISAN #3/2

Oleh

Risky Aulia Ulfa

Suatu pemetaan pada ruang vector khususnya ruang bernorma disebut operator.
Salah satu kajian tentang operator, dalam hal ini operator linear, merupakan suatu
operator yang bekerja pada ruang barisan. Banyak kasus pada operator linear dari
ruang barisan ke ruang barisan dapat diwakili oleh suatu matriks tak hingga.
Matriks tak hingga yaitu suatu matriks yang berukuran takhingga kali takhingga.
d11 A12
Sebagai contoh, suatu matriks A : ¥; — £3/2,denganA = Iam ay,

2

f= {X = () |(221|Xi|3)§ < oo}, dan £3/2 B {X = (x1) (Zf;ﬂxiﬁ)g <

oo ¢ merupakan barisan bilangan real. Selanjutnya dikontruksikan operator A dari

ruang barisan £5 ke ruang barisan {’3/2 dengan basis standar {ex} dengan ey =

(0,0, ..., 13, ... ) dan ditunjukkan bahwa koleksi semua operator membentuk ruang
banach.

Kata Kunci :Operator, Ruang Barisan Terbatas
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Salah satu kajian tentang operator, dalam hal ini operator linear, merupakan suatu
operator yang bekerja pada ruang barisan. Banyak kasus pada operator linear dari
ruang barisan ke ruang barisan dapat diwakili oleh suatu matriks tak hingga.

Matriks tak hingga yaitu suatu matriks berukuran tak hingga kali tak hingga.

Barisan bilangan real adalah suatu fungsi bernilai real yang didefinisikan pada
himpunan N = {0,1,2,...}. Dengan kata lain, barisan bilangan real adalah suatu
fungsi x: N — R, dalam hal ini dapat ditulis dengan x = (x;). Bentuk dari ruang
barisan klasik terdiri dari ruang barisan konvergen (c), ruang barisan yang

konvergen ke 0 (co), dan ruang barisan terbatas (£,,). Untuk setiap bilangan real p

dengan 1 < p < oo didefinisikan

[ee]
{’pz X € {xj} €E w: Z|xj|p<oo
j=1

a11 a12 wes
Sebagai contoh, suatu matriks A : 5 — fg/zdengan A= Ia21 ayo l dan

£y =[x = (|l <o)
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3\3 : :
( ?illinZ) < oo} merupakan barisan bilangan real.

#3/2 = {x = (x;)

Jikax = (x;) € £3 maka

all alz es x1
A(x) = Ax = [a21 25 %) l [xz

a11x1 + a12x2 + M
=1ax1X1 + AyrXy + .-

Sehingga timbul suatu permasalahan, syarat apa yang harus dipenuhi supaya

A(x) € 43 /, Oleh karena itu, penelitian akan difokuskan pada permasalahan

tersebut.

1.2 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan penelitian ini diantaranya :

1. Mempelajari sifat-sifat operator linear yang bekerja dari ruang barisan £

ke ruang barisan ¢3 /) -
2. Mencari representasi operator linear dari ruang barisan €5 ke ruang barisan

t’3/2



1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat Penelitian tentang representasi operator linear dari ruang barisan

£ ke ruang barisan £3 /, antara lain :

1. Memahami sifat dari operator linear dari ruang barisan 5 ke ruang barisan
#3/2
2. Mengetahui representasi operator linear dari ruang barisan £5 ke ruang
barisan {’3/ :
2

3. Dapat memberi ide bagi penulis lain yang ingin meneliti lebih lanjut

tentang operator.



Il. TINJAUAN PUSATAKA

2.1 Operator

Definisi 2.1.1

Suatu pemetaan pada ruang vektor khususnya ruang bernorma disebut operator

(Kreyszig, 1989).

Definisi 2.1.2

Diberikan ruang Bernorm X dan Y atas lapangan yang sama.

a. Pemetaan dari X dan Y disebut operator.
b. Operator A : X = Y dikatakan linear jika untuk setiap x,y € X dan setiap

skalar a berlaku A(ax) = aAx dan A( X +y) = Ax + Ay (Kreyszig, 1989).

Definisi 2.1.3

Diberikan (X, ||. ||) dan (Y, ||. ||) masing-masing ruang bernorm.

a. Operaror A : X — Y dikatakan terbatas jika ada bilangan M € R dengan
M > 0 sehingga untuk setiap x € Xberlaku [|Ax|| < M]||x]|.

b. Operator A dikatakan kontinu di x € X jika diberikan bilangan € > 0 ada
bilangan & > 0 sehingga untuk setiap y € X dengan |[x—y| < &

berlaku ||Ax — Ay|| < e.



c. Jika A kontinu di setiap x € X, A disebut kontinu pada X (Kreyszig,

1989).
Teorema 2.1.4

Jika X dan Y masing-masing ruang Bernorm atas lapangan yang sama maka

£.(X, Y) merupakan ruang linear.

Bukti :

Diambil sebarang A,B € ¢.(X,Y) dan sebarang «, 3, a, b untuk setiap x,y € X

diperoleh
(aA + BB)(ax + by) = aA(ax + by) + BB(ax + by)
= aAax + aAby + BBax + (Bby
= aaAx abAy + faBx + [bBy
= aaAx + affBx + baAy + bBy
=a(aA + BB)x + b(aA + BB)y
Jadi, («A + BB) merupakan operator linear.
Karena A dan B terbatas maka ada bilangan real M1, M, > 0 sehingga,
[(aA + BB)x[| = |laAx + BBx||
< [laAx|| + [IBBx||
= lalllAx|l + IBllIBxI|

< la|M|lx|l + 1BIM||x]



= (la|My + [BIMR)]|x]]

Dengan demikian, aA + (B terbatas (kontinu).

Jadi A, B € £,(X, Y)

Telah dibuktikan bahwa untuk setiap A,B € £.(X, Y) dan sebarang skalar a, 8

berlaku A,B € £.(X,Y) . Jadi £.(X, Y) linear (Ruckle, 1991).

Teorema 2.1.5

Jika Y ruang Banach maka #.(X,Y) I.Il) ruang Banach.

Bukti :

Diambil sebarang barisan Cauchy {A;} € 2.(X,Y), (|- D).

Jadi untuk setiap bilangan ¢, terdapat n, € N sehingga jika m,n € N dengan

m,n = ng berlaku ||4,, — Ayl < &.

Misal, untuk setiap x € X dan m,n = n, diperoleh

”Amx - Anx” = ”(Am - An)x”

<[|Am = Anllllx]l < eollxll

Jelas untuk setiap bilangan ¢ > 0 (dapat dipilh bilangan ¢, > 0 sehingga &, Il x I
< & ada ny € N sehingga untuk setiap m,n € N dengan m,n = n, berlaku

[Amx — Apxll < egollx|l <e.

Dengan demikian diperoleh barisan Cauchy {A;x} c Y dan Y lengkap, dengan

kata lain {A4;x} konvergen ke y, € Y.



Jadi, lim,,_,, 4,,x = y, dan x menentukan suatu operator A sehingga 4, = y,.

Proses di atas dapat diulang untuk z € X tetap, dengan z # x. Jadi diperoleh

lim,_,, 4,z = y, dan z menentukan suatu operator A sehingga 4, = y,.
Untuk setiap skalar a dan b, diperoleh ax + bz € X,

lim,_, Ap(ax + bz) = yuip, dan ax + bz menentukan suatu operator A

sehingga 4, (ax + bz) = Yaxipz-
Jadi A(ax + bz) = lim,_,,, A,,(ax + bz)

= lim (aA,x + bA,z)
n—-oo

= limad,x + lim bA,z
n—-oo

n—oo

=alimA,x +blimA,z
n—-oo n—-oo

= ayy + by,
= aAx + bAz
Jadi operator A bersifat linear.
Untuk n — oo diperoleh
I(Am — Apdxll = | Apx — Ax ||
= |(Apx — Ax)||
= 1(Am — Axll < &llxll

Jadi operator (4,, — A) dengan m > n, bersifat linear terbatas.



Karena 4,, dan 4,, — A masing-masing terbatas, serta A = A,, — (4,, — A) maka

A terbatas (kontinu).

Jadi A€ £.(X,Y),|.|) dengan kata lain £.(X,Y),||.||) ruang Banach (Maddox,

1970).
Definisi 2.1.6
Diberikan ruang Bernorm X dengan lapangan R.

a. Pemetaan f: X — R disebut fungsi.
b. Himpunan semua fungsi linear kontinu pada X disebut ruang dual X,

biasanya ditulis X* € [.(X,Y) (Kreyszig, 1989).
Teorema 2.1.7

Misal X dan Y ruang BK (Banach lengkap). Jika A matriks tak hingga yang

memetakan X ke Y maka A kontinu.
Bukti :
Misal A = (a;;)

X= (xj) eEX

y = (y;) € Y dapat dinyatakan

oo
Yi= Z a;jXj

j=i

Mendefinisikan suatu fungsi linear kontinu pada X. Jelas bahwa untuk setiap :



Ms

fm(x) =

a;jXj

Il
Juy

j

Misal s = (s;),t = (t;) dana € R

m
a;;jSj fm(t) = z aijt;

Ms

fm(s) =

-
Il
=
~.
1l
[uy

) () + () = Y ays; + 9 ayty

= Z(ausj + a;;t;)
j=1
= z aij(sj + t])
j=1
= Z aij(s + t)]
j=1
= fu(s +1)
(D) (@) = ) ayj(ay))
j=1
= Z a(a;jx;)
j=1
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= a(fn(x))
Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti f,,, merupakan fungsi linear pada X.
Selanjutnya akan ditunjukkan f,,, kontinu pada X.
Hal ini sama saja membuktikan f,, terbatas pada X.
Diketahui X ruang BK maka terdapat M > 0 sehingga |P(x)| = |xx| < M

Oleh karena itu :

|fm ()] = z a;jX;
=

m

<> layllx|
j=1
m

< Z|CLU|M

j=1
Berdasarkan pembuktian di atas, f,,, mendefinisikan fungsi linear kontinu pada x
fin ) = Tim frn(x)
Maka f juga kontinu pada x.

Karena y ruang BK diperoleh

y; = lim al--x.(n)
n—oo ] J
j=1

Atau
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™
a11 a12 a'13 1
a (n)
Ax™ = az1 23 Xy
az; Azz 4z (n)
. X3
‘ |

y;=lim Y a;x™
n—oo I
=1

= lim f(x(”))

n—>00
= f(x)
A(x);, Y,
Jika'y = Ax maka bukti lengkap (Ruckle, 1991).
Definisi 2.1.8

a. Matriks takhingga A = (a;;) adalah matriks dengan a;; € R dan elemen
pada baris dan kolom sebanyak takhingga (Berberian, 1996).

b. Jika A = (a;;) dan B = (b;;) masing-masing matriks takhingga dan «
skalar maka A + B = (a;; + b;;), a4 = (aa;;), dan AB = (X5, aicby;)

dengan ».3_; ajcby; € R, (Cooke, 1955).
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Definisi 2.1.9

Diketahui suatu operator T € B(H,,H,) maka T* € B(H,, H,) disebut operator
adjoint operator T jika untuk setiap x € H; dan y € H, berlaku (Tx,y) =

(x, T*y) (Fuhrmann,1987).

2.2 Barisan

Definisi 2.2.1

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan bulat
positif. Misal terdapat bilangan bulat positif 1, 2, 3,...,n,... yang bersesuaian
dengan bilangan real x, tertentu, maka X, Xa,...,Xn,... dikatakan barisan (Mizrahi

dan Sulivan, 1982).

Definisi 2.2.2

Bilangan-bilangan c;, ¢, c3, ..., ¢, disebut barisan bilangan tak hingga dan c,
disebut suku umum dari barisan. Bilangan n, (n = 1, 2, 3,...) adalah nomor urut
atau indeks yang menunjukkan letak bilangan tersebut dalam barisan (Yahya,

Suryadi, Agus, 1990).

Definisi 2.2.3

Barisan bilangan real adalah suatu fungsi bernilai real yang didefinisikan pada
himpunan N = {0,1,2,...}. Dengan kata lain, barisan bilangan real adalah suatu

fungsi x : N — R dengan aturan k— x(k) untuk setiap k € N, dalam hal ini dapat



13

ditulis x(k) = x;, . Pada barisan x = x(k), bilangan real x, disebut suku ke-k dari

barisan x = x(k).

Suatu barisan yang ditulis dengan notasi el = (e /™)™ ,_, untuk n € I,
didefinisikan sebagai barisan dengan entrinya bernilai 1 hanya pada suku ke-n dan

yang lain bernilai 0, yaitu

[n] { 1, untukk=n
€k =
0, untukk #n

Dengan kata lain, e™ = (0,--- ,0,1,0,---) dengan entri 1 berada pada posisi ke-n.
Koleksi semua barisan dinotasikan dengan o; yaitu ® = {x = (x) : x, €R,Vk €
N}. Sebarang ruang linier bagian dari o disebut ruang barisan. Ruang-ruang
barisan berikut yang ditulis dengan notasi c, ¢, dan [, masing - masing disebut
ruang barisan konvergen, ruang barisan konvergen ke nol, dan ruang barisan

terbatas, yaitu

c={x=0) € w: (3l € R)x;, —» [},
co={x=(0) € w:x, — 0},dan
lo={x=(x;) € w:sup;enlx| <o}

Selanjutnya, ruang barisan dengan deret mutlak-p konvergen untuk 1 < p < o

ditulis dengan notasi [,, yaitu,
IP={x€ {x} € w: N2 |xx|P < o0}.

Ruang-ruang barisan yang dinotasikan tersebut di atas merupakan salah satu

bentuk ruang barisan klasik.
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Ruang barisan X dikatakan ruang Banach jika X merupakan ruang bernorma dan
untuk setiap barisan Cauchy di dalamnya dapat diperoleh nilai kekonvergenannya.
Ruang barisan X disebut ruang BK (Banach Kantorovich) jika X merupakan
ruang Banach dan fungsi koordinat p;: X — R dengan aturan x — pi(x) =
xk kontinu pada X untuk semua x = (x;,) € X dan setiap k € N. Ruang barisan
¢, codan [, yang diberikan di atas masing-masing merupakan ruang BK terhadap

norma supremum ||. || , yaitu

xlle = suplx].
keN

Adapun ruang barisan p dengan 1 < p < « merupakan ruang BK terhadap norma

II-1l, ; yaitu

[ee] l/p
Ixll, = (lekv’)
i=0

untuk setiap x = (xx) € L, (Kamthan dan Gupta, 1981).

Definisi 2.2.4

Misal L adalah suatu bilangan real dan {x,} suatu barisan, {x,} konvergen ke L
jika untuk setiap bilangan € > 0 terdapat suatu bilangan asli N, sehingga |x;,, —

L| < € untuk setiapn > N.

Suatu bilangan L dikatakan limit dari suatu barisan takhingga x;, x,, ... jika ada
bilangan real positif £ sehingga dapat ditemukan bilangan asli N yang tergantung
pada & sehingga |x,, — L| < & untuk setiap n > N, daan suatu barisan dikatakan

konvergen jika ia mempunyai nilai limit (Mizrahi dan Sulivan, 1982).
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Teorema 2.2.5
Setiap barisan bilangan real yang konvergen selalu terbatas.
Bukti :

Misalkan barisan bilangan real {a,} konvergen ke a, akan ditunjukkan terdapat
suatu bilangan real M > 0 sehinga |a,| < M untuk setiap n € N. Karena {a,}
konvergen ke a, maka terapat suatu ny, € N sehingga n > n, = |a, —a| < 1.

Akibatnya |a,| = |a, —a + a| < |a, —al| + |a|] < 1 + |a| untuk setiap n > n,.

Ambillah M = maks(la,l, |a,l, ..., |an,|, lal + 1), maka setiap n € M berlaku

la,| < M, yang berarti bahwa barisan bilangan real {a,} terbatas (Martono,

1984).

Definisi 2.2.6

Suatu barisan x = (x,) dikatakan terbatas jika dan hanya jika terdapat suatu
bilangan M > 0 sehingga |x,| < M vn € N. Himpunan dari semua barisan

terbatas dilambangkan dengan [, (Maddox, 1970).
Definisi 2.2.7

Suatu barisan {x,} dikatakan mempunyai limit L bila untuk setiap bilangan € > 0
dapat dicari suatu nomor indeks n, sedemikian sehingga untuk n > n, berlaku
L—¢<x,<L+e¢(atau |x, — L| < ¢) artinya jika L adalah limit dari {x,} maka

Xn mendekati L jika n mendekati tak hingga (Yahya, Suryadi, Agus, 1990).
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Definisi 2.2.8

Suatu barisan yang mempunyai limit dinamakan barisan konvergen dan barisan

yang tak konvergen dinamakan barisan divergen (Martono, 1984).
Definisi 2.2.9
Diberikan w yaitu koleksi semua barisan bilangan real, jadi :

w ={x = {x;.}: x, € R}

a. Untuk setiap bilangan real p dengan 1 < p < oo didefinisikan

P ={x€{x}e w:2|xj|p < o
=1

dan norm pada [P yaitu

1
o P
Iell, = { ) lsl”
j=1

b. Untuk p = oo didefinisikan

lo = {JZ = {x;} € w:sup|x;| < 00}
k=1

dan norm pada [, yaitu

lIxlloo = sup|xy|
k=1

(Darmawijaya, 2007).
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Definisi 2.2.10

Misal p, q € (1, o) dengan % + % = 1 (q konjugat p), untuk x € [P dany € [P

(0]

(59) oy € 1 dan > lys| < Iyl

j=1
(Darmawijaya, 2007).

Teorema 2.2.11

[P(1 < p < o) merupakan ruang bernorma terhadap norm [|. [[,.
Bukti :

a) Akan dibuktikan bahwa [* merupakan ruang bernorm terhadap ||.||c.-

Untuk setiap skalar a dan x = {x;}, {y,} € [* diperoleh

i) ||X]|cc = sup|xy| = 0 karena |x;| = 0 untuk setiap k.
k=1

|%]leo = sup|xi| = 0 & |x,| = 0 untuk setiap k & % = {0} = 0
k=1

i) [|aX|leo = sup|ax;|.suplx,| = allx]lc.
k=1 k=1

karena sup|x;| < o maka ||aX||, = a||x||, < o0 atau aX € [®
k=1

i) IZ + Fllco < IZlloo + IFllco dan [|X + Flloo < 00 yaitu & + 7 € [

berdasarkan 1), ii) dan iii) terbukti bahwa [® merupakan ruang linear dan

||. || Nnorm pada (. Dengan kata lain (I®°, ||. || ) ruang bernorma.
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b) Untuk 1 < p < oo diambil sebarang ¥ = {x;.}, ¥ = {yx} € [P dan skalar a.

Diperoleh :

1
P
iv) [1X|,, = {leklp] > 0 karena |x;,| = 0 untuk setiap k.
=1

1
P
1%l = {ZW}JP] =0 & |x;| = 0 untuk setiap k & ¥ = {0} = 0
k=1

V) llazl, = {zmxm} |a|{2|axk|p} il

jelas bahwa ||ax||e < oo

Vi) 1% + 3l < 1%, + 1571, = {mem} {mem} <.

k=1

Berdasarkan iv), v) dan vi) terbukti bahwa [P merupakan ruang linear dan
Il.Il, norm pada [?. Dengan kata lain (lp, ||.||p) ruang bernorm

(Darmawijaya, 2007).

Teorema 2.2.12

Jika bilangan real p dengan 1 <p < o, maka (l”, I]. ||p) merupakan ruang
Banach.

Bukti :

Telah dibuktikan bahwa (17, ||. ||, ) merupakan ruang bernorm.

Jadi tinggal membuktikan bahwa ruang bernorm itu lengkap.

Dibuktikan dahulu untuk 1 < p < oo diambil sebarang barisan Cauchy {¥™} c

[P dengan



a)

b)

d)
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M = {,z(n)} = (fl(n)’fz(n)’£3(n)’ )
Untuk sebarang € > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap dua

bilangan asli m,n > n, berlaku.
14 14
| (™ — x(n)”p <= atau 3, xm x,(cn)| < G) .

Hal ini berakibat untuk setiap dua bilangan asli m,n > 0 diperoleh

|x,((m) —x,((")| <Z untuk setiap k. Dengan kata lain diperoleh barisan

(m)

Cauchy x,~ untuk setiap k. Jadi terdapat bilangan x, sehingga

lim,,_, o x,E") = x;, atau llmn_,ool (n) _ xk| = 0. Berdasarkan b) diperoleh

untuk n = n, berlaku |x,(( — xkl = llmn_)oo| (m) x,En) <= "

Selanjutnya dibentuk barisan X = {x;}. Menurut Kketidaksamaan

minkowski.
1 p l
Sl = {5 o - 2 + )
1
N m) _ () m|P ’
_ . m n n
—Jlllrgo Z|xk + x;
k=1
0 L [o/e) l
p)? p)?
-~ tim {z|x,gm>_x,gn>| } +{Z|x,gn)| } <o
m—0o
k=1 k=1

Yang berarti ¥ = {x;} € [P. Berdasarkan pertidaksamaan a) diperoleh

untuk n = n, berlaku.

1

|7 — 2| = {Zi e - xz(cn)|p}% = i {71 = x,E")|p}5 <

| m

Maka barisan {(™} konvergen ke %. Berdasarkan hasil c) dan d), terbukti

bahwa barisan Cauchy {#™} c [P konvergen ke X = {x;,} € [P atau
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terbukti bahwa (lp, []. ||p), (1 <p <) merupakan ruang banach
(Darmawijaya, 2007).
Definisi 2.2.13
Misalkan X merupakan ruang barisan, X dikatakan ruang BK (banach lengkap)
jika X merupakan ruang banach dan pemetaan koordinatnya PB,(x) = x,,x =
(x) € X kontinu.
Contoh ruang BK (banach lengkap) adalah ruang barisan [P, 1 < p < o (Ruckle,

1991).

2.3 Ruang Vektor
Definisi 2.3.1

Ruang vektor adalah suatu himpunan tak kosong X yang dilengkapi dengan fungsi
penjumlahan (+): X x X - X dan fungsi perkalian skalar (-):F xX - X

sehingga untuk setiap skalar A, u dengan elemen x, y, z € X berlaku :

. x+y=y+x
i. (x+y)+z=x+W+2
lii. ada@ € Xsehinggax+60 =x
iv. ada—x € xsehinggax + (—x) =6
v. 1l-x=x
vi. Alx+y) =Ax+ Ax
vii. A+ wx =Ax + ux

viii.  A(ux) = (Aw)x (Maddox, 1970)
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2.4 Basis

Definisi 2.4.1
Ruang vektor V dikatakan terbangkitkan secara hingga (finitely generated) jika
ada vektor-vektor x,, x,, ..., x, € V sehingga V = [x4, x5, ..., X, ]. Dalam keadaan
seperti itu {x,, x,, ..., x, } disebut pembangkit (generator) ruang vektor V.
Menurut definisi di atas, ruang vektor V terbangkitkan secara hingga jika dan
hanya jika ada vektor-vektor x,, x,, ..., x, € V sehingga untuk setiap vektor x € V
ada skalar-skalar a4, a5, ..., a, sehingga

X =ax1 +azx, + -+ apx,
Secara umum, jika B c V dan V terbangkitkan oleh B, jadi |B| =V atau B
pembangkit V, maka untuk setiap x € V terdapat vektor-vektor x;, x5, ..., x, € B

dan skalar a4, a5, ..., a, sehingga

(Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.4.2

Diberikan ruang vektor V. Himpunan B c V dikatakan bebas linear jika setiap
himpunan bagian hingga di dalam B bebas linear (Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.4.3

Diberikan ruang vektor V atas lapangan &. Himpunan B c V disebut basis (base)

V jika B bebas linear dan |V| = B.
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Contoh :
Himpunan {é;, é,, ..., &,}, dengan &, vektor di dalam R™ yang komponen ke-k
sama dengan 1 dan semua komponen lainnya sama dengan 0, merupakan basis

ruang vektor R™ (Darmawijaya, 2007).

2.5 Ruang Metrik

Ruang metrik merupakan ruang abstrak, yaitu ruang yang dibangun oleh
aksioma-aksioma tertentu. Ruang metrik merupakan hal yang fundamental
dalam analisis fungsional, sebab memegang peranan yang sama dengan jarak
pada real line R.

Definisi 2.5.1

Misal X adalah himpunan tak kosong, suatu metriks di X adalah suatu fungsi

d: X x X — [0, ), sehingga untuk setiap pasangan (x,y) € X x X berlaku :

i. d(x,y) = 0untuk setiap x,y € X
ii. d(x,y) =0 jikadan hanyajikax =y
iii.  d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x, y € X (sifat simetri)
iv. d(x,y)<d(x,z)+d(zy) untuk setiap x,y,z€ X (ketidaksamaan

segitiga)

Selanjutnya pasangan (X, d) dengan d adalah metrik pada X disebut ruang metrik.
Setiap anggota X disebut titik dan nilai d(x,y) disebut jarak(distance) dari titik x ke

titik y atau jarak antara titik x dan titik y (Kreyszig, 1989).
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Definisi 2.5.2

Suatu barisan (x,) dalam ruang metrik (X, d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk
setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan asli N = N(¢) sehingga d(x,,,x,) < €
untuk setiap m,n > N. Ruang X dikatakan X dikatakan lengkap jika setiap

barisan Cauchy di dalamnya konvergen (Kreyszig, 1989).

Definisi 2.5.3

Suatu ruang metrik (X, d) dikatakan lengkap jika dan hanya jika setiap barisan
Cauchy di dalamnya konvergen. Dengan kata lain jika d (x,,, x,,) = 0(m,n — )

maka terdapat x € X seningga d(x,,, x) = 0(m — o) (Maddox, 1970).

Definisi 2.5.4

Misal (X,d) adalah suatu ruang metrik. Suatu barisan (x,) € X dikatakan
konvergen jika terdapat suatu titik x € X sehingga d(x,,x) = 0 untuk n - o
(yaitu untuk setiap € > 0, d(x,, x) < €). Titik x adalah unik sebab jika d(x,, x) =
0 maka 0 < d(x,y) < d(x, x,,) + d(x,,y) = 0 menunjukkan bahwa x =y. Dapat
dikatakan x, konvergen ke limit x (dalam X) sehingga dapat ditulis x =

lim,,_,, x,, (Beberian, 1996).

Lemma 2.5.5

Jika X = (X,d) adalah ruang metrik, maka :

i.  Suatu barisan konvergen di X adalah terbatas dan limitnya adalah unik.

ii. Jikax, = x dany, — ydi X, maka d(x,, y,) = d(x,y) (Kreyszig, 1989).
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Teorema 2.5.6

Setiap barisan Cauchy adalah terbatas.

Bukti :

Jika {an} barisan Cauchy maka untuk ¢ =1 ada bilangan asli N sehingga
|a,, — a,| < 1 dimana n, m > N. Perhatikan bahwa untuk n, > N maka |a,| =
la, —a+a|l<l|a, —a|l+|al <1+ ]|a] untuk setiap n > N. Jika M=
maks(|la,|, |a,|, ..., la,], 1 + |a]) jelas |a,| < M untuk setiap bilangan asli N

sehingga barisan {a,} terbatas (Parzynsky dan Zipse, 1987).

2.6 Ruang Bernorma

Definisi 2.6.1

Diberikan ruang linear X. Fungsi x € X — ||x|| € R disebut norm vektor yang

mempunyai sifat-sifat :

. ||x]| = 0 untuk setiap x € X
ii. |lx|| = 0, jika dan hanya jika x = 0, (0 vektor nol)
iii.  |lax|| = |||l - l|x]| untuk setiap skalar @ dan x € X

iv. |lx+ yll < x|l + l|y]l untuk setiap x,y € X

disebut norma (norm) pada X dan bilangan nonnegatif ||x|| disebut norma vektor
X. Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norma ||-|| disebut ruang
bernorma (norm space) dan dituliskan singkat dengan X, ||-|| atau X saja asalkan

normanya telah diketahui (Darmawijaya, 1970).
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Lemma 2.6.2

Dalam ruang linier bernorm X berlaku ||x|| = |lyll < |llx — y|| untuk setiap

x,y € X.

Bukti :

untuk setiap x,y € X diperoleh :

lxll = llyll = llx =y + ¥l = llyll < llx =yl + lyll = llyll = llx = yIl (Maddox,

1970).

Definisi 2.6.3

Norm Matriks Ruang matriks M, adalah suatu ruang vektor berdimensi n?.
Dengan demikian sifat-sifat norm vektor di ruang berdimensi hingga tetap berlaku
di sana. Perbedaannya, untuk sebarang A dan B di M,, kita dapat mengalikan
keduanya yang menghasilkan matriks baru AB di M,, juga. Sangatlah wajar jika
kita menginginkan suatu ukuran matriks yang memberikan hubungan antara

ukuran ketiganya.

Definisi 2.6.4

Suatu fungsi ||| ||| : M,, = R disebut norm matriks jika untuk sebarang A, B € M,,

berlaku lima aksioma berikut:

i [llAllf=0
ii.  |llA]l] = 0, jika dan hanya jika A = 0
iii.  ||@A|l = |eal - [l|A]l] untuk setiap skalar

iv.. [llA+BIll < ANl + 1Bl
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v. [IABII| < [IIAlll NIBII| ( sub-multikatif)

Pada definisi di atas keempat sifat pertama tidak lain merupakan sifat-sifat norm
vektor. Adapun sifat terakhir ditambahkan untuk menghubungkan “ukuran”
matriks - matriks A, Bdan hasil perkalian keduanya yaitu matriksAB. Inilah yang

membedakan norm matriks dengan norm vektor.

Disamping norm matriks natural di atas ada beberapa contoh norm matriks yang

lain, diantaranya :

i.  Norm jumlah kolom maksimum

n
A = max Z a;j
ANl = max ) |ay|
i=1

ii.  Norm jumlah baris maksimum

n
4l = max > ay]
j=1

iii. ~ Norm Spektral
I1Alll, = max{V2: A nilai eigen dari A* 4}
iv.  Norm Similaritas
Misalkan ||| ||| suatu nomr M, dan S matriks non-singular di M,,.
Didefinisikan
l|Allls = |IIS~AS||| untuk semua A € M,
Bukti :
Sifat (i) sampai sifat (iii) cukup mudah dibuktikan, adapun sifat (iv) adalah

berdasarkan fakta :
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NABlls = ST ASII = [ISTASYBHI < [ISTASIIIS T BS]I|

= [llAlllslllAllls

(Gozali, 2010).

2.7 Ruang Banach
Definisi 2.7.1

Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai
ruang metrik yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorm X berlaku kondisi

bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen (Darmawijaya, 2007)



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2017/2018 di jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian
Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini antara lain :

1. Mengkonstruksikan operator A dari ruang barisan £s;ke ruang barisan {’3/2

dengan basis standar {e, } dengan e; = (0,0, s Lkys oo ).
2. Mengkonstruksikan norma operator A.
3. Menyelidiki apakah koleksi semua operator membentuk ruang Banach.
4. Merepresentasikan operator A sebagai matriks takhingga yang dikerjakan

pada barisan ¢5 ke ruang barisan £3 /zdengan basis standar {e,} dengan

ex = (0,0, ..., 1y, ... )



V. KESIMPULAN

Operator linear dan kontinu A : £5 — ¥3 A merupakan operator-SM jika dan hanya

jika terdapat suatu matriks A = (a;;) yang memenuhi :
1 Ax = {¥2,a;x} € ¢3 untuk setiap x = (x;) € £3
[ee] co 3/2
2. XiZq Zj:llaijl < ®

3. 2f0=121011|a11| <

Koleksi semua operator SM A : £5; — {’3/2 yang dinotasikan dengan SM (#3, t’g/z)

membentuk ruang Banach.
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