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ABSTRACT

LINKAGE OF BINOMIAL COEFFICIENT WITH CONGRUENCE
RELATIONSHIP

By

IMROATUL AZIZAH

Congruent have a meaning that if an integers a and b is said to be congruent
modulo niswrite a = b (mod n) if and only if nissplit (a- b). And vice versaif n
isnot divisible (a- b) it issaid that a is not congruent to b modulo niswritea # b
(mod n), for n are positive integers. Congruence relations are concerned with
binomial coefficients, namely in the form of binomial coefficient

no(e) ("1 5)

Can be verified by using the relation of congruence modulo p? ie

1

u2f) = (-0’ (’E) (mod p*)
f
With p =4f + 1, p isaprime number, and f is the Legendre symbol.

Keywords. Binomia coefficient, congruence, modulo, array, prime numbers,
positive integers, Taylor series, the series Maclaurin.



ABSTRAK

KETERKAITAN KOEFISIEN BINOMIAL DENGAN RELASI
KONGRUENSI

Oleh

IMROATUL AZIZAH

Kongruen mempunyai makna bahwa jika suatu bilangan bulat a dan b dikatakan
kongruen modulo n ditulis a = b (mod n) jika dan hanya jika n habis membagi (a
- b). Dan sebaliknya jika n tidak habis membagi (a — b) maka dikatakan bahwa a
tidak kongruen terhadap b modulo n ditulis a # b (mod n), untuk n bilangan bulat
positif. Relasi kongruensi mempunyai kaitan dengan koefisien binomial, yaitu
koefisien binomial dalam bentuk

n-0(0) (1)

Dapat dibuktikan kebenarannya denigan menggunakan relasi kongruensi modulo
p? yaitu
1

u@f) = (-n/ (‘5) (mod p?)
f
Dengan p = 4f + 1, p adalah bilangan prima dan f adalah simbol Legendre.

Kata Kunci : Koefisien binomial, kongruensi, modulo, deret, bilangan prima,
bilangan bulat positif, deret Taylor, deret Maclaurin.
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DAFTAR NOTAS

= : Kongruen

* : Tidak kongruen

mod : Modulo yaitu pembagi dalam kekongruenan
* : Tidak sama dengan

f : Simbol Legendre

p : Bilangan prima

U(n) : Deret ke- n

U2f) : Deret ke- f

:) : Kombinasi n terhadap k
alb : ahabisdibagi oleh b
atb > atidak habis dibagi oleh b
> : Lebih dari
< : Kurang dari
< : Kurang dari sama dengan



> . Lebih dari sama dengan

Fpb (a,b) : Faktor persekutuan besar dari a dan b

YR Xi : Penjumlahan dari x; untuk i =1,2,3,...m.

! : Faktorial

A : Banyaknya sisa positif dari %2 (p-1)
U : Banyaknya sisa negative dari %2 (p-1)
a : Sembarang bilangan riil

e : Bilangan

log : Logaritma

f(x) : Fungsi dari x

' (X) : Turunan ke-n dari f(X)

S . Jkadan hanyajika

= - Jikamaka

[ | : Akhir bukti



I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam mempelajari ilmu matematika, khususnya teori bilangan dikenal istilah
kongruen. Konsep kekongruenan pertamakali diperkenalkan oleh seorang ahli
matematika Jerman yang bernama Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) dalam
bukunya Disquisitiones aritmaticeae, tepatnya pada tahun 1801 pada saat Gauss
berusia 24 tahun. Kongruen mempunyai makna bahwa jika suatu bilangan bulat a
dan b dikatakan kongruen modulo n ditulis a = b (mod n) jika dan hanya jika n
habis membagi (a — b). Dan sebaliknya jika n tidak habis membagi (a — b) maka
dikatakan bahwa a tidak kongruen terhadap b modulo n ditulis a # b (mod n), untuk

n bilangan bulat positif ( Burton, 1994).

Contoh

25 =1 (mod 4) sebab 4 habis membagi (25 — 1)

31 # 5 (mod 6) sebab 6 tidak habis membagi (31 —5)

Kekongruenan modulo suatu bilangan bulat positif adalah suatu relasi antara

bilangan — bilangan bulat. Relasi kongruen juga merupakan relasi ekuivalen.

Relasi kekongruenan mempunyai kemiripan sifat dengan persamaan pada bilangan

bulat, tetapi tidak berlaku sepenuhnya. Ada syarat — syarat tertentu yang harus



dipenuhi. Syarat tersebut adalah faktor dalam kekongruenan dapat dihapus jika

faktor tersebut dan bilangan modulonya saling prima (sukirman, 1997).

Contoh

24 =12 (mod 4)

& 12 = 6 (mod 2)

& 6=3(mod 1)

& 6=3(mod 1)

24 =12 (mod 4)

< 8 =4 (mod 2)
© 4=2(mod 1)
& 2=1(mod 1)

Kekongruenan dapat digunakan untuk memeriksa kebenaran dari suatu perkalian
dan penjumlahan bilangan — bilangan bulat besar. Selain itu dapat juga digunakan
untuk memeriksa kebenaran pengurangan bilangan — bilangan bulat serta
keterbagian dari suatu bilangan bulat. Kekongruenan yang digunakan memeriksa
kebenaran tersebut adalah modulo 9 (mod 9). Kekongruenan juga dapat digunakan
untuk menentukan hari dari suatu tanggal yang telah ditetapkan, kekongruenan

yang digunakan adalah kekongruenan modulo 7 (mod 7).



1.2 Rumusan masalah

Dari uraian di atas diketahui bahwa kekongruenan mempunyai cakupan yang sangat
luas. Salah satunya adalah kekongruenan dengan modulo bilangan prima (mod p)

dengan p adalah prima.

Pada tugas akhir ini permasalahan yang akan dibahas adalah mengetahui kaitan

antara koefisien binomial dengan U(n) ditulis

o =3 ()" )

Dengan suatu relasi kongruensi modulo p, p adalah Prima yaitu
u(h) = (-1 (2a — Z) (mod p?)
Dengan
p = 4f + 1 adalah prima
f adalah simbol legendre
p=a%+ b%dana = (mod 4)
1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah untuk menunjukkan kebenaran koefisien

Binomial dengan menggunakan relasi kekongruenan.



1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah

1. Dapat memberikan sumbangan pemikiran dalam rangka memperluas dan
memperdalam pengetahuan ilmu matematika khususnya mengenai
kekongruenan.

2. Memberikan masukan dan dorongan bagi peneliti yang lain agar dapat
mengkaji lebih lanjut tentang sifat — sifat kekongruenan dan kegunaan
kekongruenan dalam operasi perhitungan matematika maupun dalam

kehidupan sehari — hari .



I1. LANDASAN TEORI

Dari bab ini akan dibahas beberapa teori bilangan dan beberapa konsep dasar

deret yang mendukung penyelesaiaan tugas akhir ini.

2.1 Kongruen

Definisi 2.1.1 (Sukirman,1997)

Misal n adalah suatu bilangan bulat positif tertentu. Dua bilangan bulat a dan b

dikatakan kongruen modulo n ditulis dengan

a=b(modn)

Jika n membagi habis a dan b, maka a dan b = kn untuk suatu bilangan bulat k.

Dan jika n tidak habis membagi a - b dikatakan a dan b tidak kongruen modulo

n, ditulis dengan a # b (mod n).

Teorema 2.1.2 ( Burton, 1994)

Untuk setiap bilangan bulat a dan b, a = b (mod n) jika dan hanya jika a-b bersisa

positif jika dibagi oleh n, dengan n adalah bilangan bulat positif.

Bukti

Diambil a = b (mod n), sehingga a = b + kn untuk suatu bilangan bulat k. Atas

pembagiaan n, b mempunyai sisa r,



Maka
b=qgn +r, dimana 0 <r <n, sehingga
a=b+kn=(n+r)+kn=(q+Kk)n+r
Dengan catatan bahwa a mempunyai sisa yang sama dengan b.
Misalkan a= g,;n + r dan b = g,n + r dengan sisa yang sama yaitu r (0 <r <n).
Maka
a-b=(qn+r)—(gzn+r) kn=(q; - q2)n
dengan
nla - b. Sehingga terbukti a =b (mod n). |
Teorema 2.1.3 ( Burton, 1994)

Jikan >0, dan a,b,c,d adalah sembarang bilangan bulat, maka :

1) a=a(modn)

2) Jikaa=b(modn),dan b=a(modn)

3) Jikaa=b(modn),danb=c(modn), makaa=c (modn)

4) Jikaa=b(modn),danc=d (modn), makaa+b=Db+ d(mod n) dan
ac=bd (modn)

5) Jikaa=b(modn), makaa+c=b+c(modn) danac(modn)

6) Jikaa=b (modn), maka a® = b*( mod n) untuk bilanngan positif k.



Bukti

a) Untuk setiap bilangan bulat a, berlalakua—-a=0.n
sehinggaa=a (modn). |

b) Jikaa=b (modn), makaa—b =km untuk beberapa bilangan bulat k.

Oleh karena itu, diperoleh

b-a=-(kn)=(-k)n

dengan — k adalah bilangan bulat. ]
c) Jikaa=b (modn) makaa—b =knuntuk bilangan bulat k. (2.1)
Jika b =c (modn) makab—c=hnuntuk bilangan bulat h. (2.2)

Sehingga jika persamaan (2.1) dan (2.2) dijumlahkan maka diperoleh

(a—b)+(b-c)=kn+hn

<a-b+b-c=(k+h)n

—a-c=(k+h)n

Karena k + h adalah bilangan bulat maka terbukti bahwaa=c (modn)m

d) Jikaa=Db ( modn) maka dapat ditentukan bahwa a — b = k,n dan (c — d)

= k,n untuk suatu bilangan bulat k, dan k, sehingga diperoleh

(@-b)-(b+d)=(a-b)+(c—d)

=kn+k,n



= (kyt+ kz)n

Atau dengan pernyataan kekongruenan,a+c=b+d(modn)

e Begitu juga untuk perkalian
ac=(b+ kyn) (d + k;n)

=bd + ( bk, + dk,+ k k,n) n

Karena bk,+ dk,+ k,k,n adalah suatu bilangan bulat, berarti bahwa ac -

bd habis dibagi oleh n, sehingga ac = bd ( mod n ). ]

e) Jikaa=Db (modn)makaa+ b =b+ c(mod n) dan ac = bc (mod n)

Bukti

e Dari Teorema 2.1.3 bagian 1 a=a (mod n) maka ¢ = ¢ (mod n)
a=b (mod n) berarti a — b = k;n sehingga a = b + k,n, untuk suatu k,

bilanga bulat.

¢ =c (mod n) berarti ¢ — ¢ = k,n sehingga ¢ = ¢ + k,n untuk suatu k,

bilangan bulat.

atc=(b+kn)(d+k,n)
=(a+b)+k;n+k,n
at+tc=b+c(k;n+k,n+)n

(a—c)-(b+c)=(ks+ky)n

Dengan (k, + k, ) adalah bilangan bulat. ]



Hal ini berarti
atc=c+b(modn)
e a=b(modn)
(a—b)=k,n untuk suatu k; bilangan bulat.
a=b+ kqn
c=c(modn)
c—Cc=k,n untuksuatu k, bilangan bulat.
C=c+ kyn
Sehingga dari (2.3) dan (2.4) diperoleh
ac=(b+kn)(c+kyn)
ac = bc +( bk,n+ck,n) n?
ac =bc +( bk,n+ck,+n)n
Dengan ( bk,n+ck,,.n) adalah bilangan bulat
Sehingga diperoleh
ac —bc =(bk,n+ck.n) n

Dengan kata lain ac=bc (mod n)

(2.3)

(2.4)
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f) Jikaa=b (modn), maka a*= b* ( mod n) untuk bilangan bulat positif k
Bukti
Dengan induksi matematika
a®= b*( mod n ) benar untuk k =1
a'=b*(modn)
a=b(modn)
Misalkan benar untuk bilangan bulat positif k sehingga a*= b*( mod n )
Dari Teorema (2.1.3 ke 4)
a.a®=b.b*(modn)
ak*1=pk+*1(modn)
Sehingga pernyataan benar k = 1
Berdasarkan indukasi matematika pernyataan a*= b*( mod n ) adalah benar. m
Akibat 2.1.4 ( Burton, 1994)
Jikaca=cb (modn) dan fpb (c,n) =1, makaa=b (modn).
Teorema 2.1.5 ( Burton, 1994)

Jika p(x) = Z:lzo cex® adalah sebuah fungsi polinomial x dengan koefisien

integral cy.
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Jikaa=Db (mod n), maka p(a) = p(b) (mod n)
Bukti

Apabila a = b (mod n), pada Teorema 2.1.3 bagian 6, telah dibuktikan bahwa a*
= b* (mod n) untuk =0,1,....m. Sehingga c,a*= c,a* (mod n) untuk setiap nilai

k . Dengan menambahkan m + 1 yang kongruen maka dapat disimpulkan bahwa
Z:;O ckak = Z:;O cib® (mod n)
Atau dengan kata lain p(a) = p(b) (mod n). ]

Akibat 2.1.6 ( Burton 1994 )

Jika a adalah solusi dari p(x) = 0 (mod n) dan a = b (mod n) maka b adalah

sebuah solusi juga.
Bukti

Diketahui bahwa p(a) = p(b) (mod n).

Oleh sebab itu jika a adalah solusi dari p (x) = 0 (mod n), maka p(a) = 0 (mod n)
karena p(a) = p(b) (mod n) maka dengan (Teotema 2.1.3 bagian 3) p(b) =0

(mod n) jadi b adalah solusi juga. [ ]
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Teorema 2.1.7 ( Burton, 1994 / Teorema Fermat)

Jika p adalah bilangan prima dan p + a maka a?~! = 1 (mod p)

Bukti

Perkalian antara bilangan bulat a dengan bilangan positif sampai dengan p - 1

adalah a, 23, 3a,..., (p- 1) a.

Dari hasil perkalian tersebut tidak ada bilangan yang kongruen modulo p terhadap
satu dengan bilangan yang lainnya, atau dengan kata lain tidak ada yang kongruen

terhadap 0. Tentu saja jika hal ini terjadi, maka

ra=sa (modp),1<r<s<p-1

Sehingga a dapat dihilangkan menjari r = s (mod p), dan ini tidak mungkin.

Sedangkan, himpunan bilangan bulat di atas harus kongruen modulo p untuk p

adalah 1, 2, 3,..., p-1, begitu juga sebaliknya.

Dengan mengalikan semua perkalian pada kedua sisi diperoleh

a.2a. 3a...(p-1) a=1.2.3...(p-1) (mod p)

Sehingga

aP~(p-1)! = (p-1)! (mod p)

Jika (p-1)! Dihapus dari sisi kongruenan (ini mungkin jika p +(p-1)!, dan

disimpulkan bahwa a?~! = 1 (mod p). [
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Akibat 2.1.8 (Burton, 1994)

Jika p adalah bilangan prima, maka a? = 1 (mod p) untuk setiap bilangan bulat a.
Bukti

Jika p | a, pernyataan ini benar untuk bentuk a?= 0 = a (mod p).

Jika p t a, maka dengan memperhatikan Teorema Fermat, diperoleh:

aP~! =1 (mod p). Dan apabila kekongruenan ini dikali dengan a, diperoleh hasil

aP =a (mod p). [
Teorema 2.1.9 (Burton, 1994)

Jika p dan q adalah bilangan prima yang berbeda dengan satu sama lain maka

aP =a (mod q ) dan a? =a (mod p ) maka aP? =a ( mod pq )

Bukti

Diketahui dari Akibat 2.1.8 bahwa (a?)? = a? (mod p ) maka (a?) =a (mod p )
dengan menggabungkan kekongruenan tersebut, kita peroleh aP? = a (mod p )

atau dengan kata lain p | a?? - a.
Dengan cara yang sama aP?= a (mod q) maka p | a?? — a. sehingga diperoleh

plaP? — a atau aP%= a (mod pq). [ |
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Teorema 2.1.10 ( Burton, 1994 )

Kekongruenan linier ax = b(mod n) mempunyai sebuah penyelesaian jika dan

hanya jika d | b, dimana d = fpb (a,n).
Teorema 2.1.11 ( Burton, 1994 )
Jika p adalah prima, maka

(p-1)!=-1 (mod p)

Bukti

Dengan tidak memperhitungkan dua bilangan prima pertama ( 2 dan 3 ), Kita

ambil p > 3. Misal a salah satu bilangan bulat pada 1, 2, 3,..., p-1. Dan misalkan

ax = 1(mod p) jika fpb (a,b) = 1, dengan Teorema 2.1.10 kekongruenan ini hanya
mempunyai satu penyelesaian tunggal modulo p oleh sebab itu, ada sebuah

bilangan bulat &', dengan 1 <a' <p -1, sehingga diperoleh a”’ = 1 (mod p).
sehingga p adalah bilangn prima , a = a’ jika dan hanya jika a = 1 atau a = p-1.
Sesungguhnya kekongruenan a? = 1 (mod p) ekuivalen dengan

(a-1) (a+1) =0 (mod p).

Oleh sebab itu, a— 1 =0 (mod p). Dengan a = 1 atau a + 1 = 0 (mod p). Dengan
a = p — 1. Jika nilai 1 dan p — 1 diabaikan, akibatnya himpunan sisa bilangan

bulat 2, 3,...,(p — 2 ) = berpasangan dengan a, &', dimana a # a’, dengan demikian
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perkaliannya adalah aa’= 1 (mod p). Apabila (p — 3) | 2 dikalikan dengan kedua

sisi kekongruenan, Maka diperoleh
2,3,....(p —2)=1 (mod p)
Atau
(p-2)!=1 (mod p)
Dan perkalian dengan p — 1 mengakibatkan bentuk kekongruenan
(p-2'=p—1=1(modp) ]
Teorema 2.1.12 ( Burton, 1994 )

Kekongruenan x% + 1 = 0 (mod p), dengan p adalah bilangan prima yang ganjil,

mempunyai penyelesaian jika dan hanya jika p = 1 (mod 4).
Bukti
Misal a penyelesaian dari x? + 1 =0 (mod p) sehingga a? = -1 (mod p) jika
p t a, selanjutnya berdasarkan Teorema Fermat diperoleh
1=aP 1= (a?)?P~V/2 = (=1)P-V/2 (mod p).

Kemungkinan bahwa p = 4k + 3 untuk suatu k. Tidak terpenuhi, dengan k adalah

bilangan bulat positif. Jika hal itu terjadi diperoleh

(_1)(p—1)/2 - (_1)2k+1 +1
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Dari sini 1 = -1 (mod p). Hasil akhirnya adalah p|2, dimana jelas bahwa itu

adalah tidak benar. Oleh sebab itu , p harus dalam bentuk 4k + 1.
Sekarang untuk bukti sebaliknnya.

Dalam perkalian

(-1)1=1,23,.. ”7‘1 ”T“ - (p-2) . (p-1)

Diketahui bahwa
p-1=-1(mod p)

p-2=-2 (modp)

Sehingga diperoleh
_ _1N\2
(p-D!=1(1).2(2) .. 2. (1.2 1) (mod p).

= (-1)P-D/2 (1.2 %)2 (mod p).

Selama (p — 2)/2 bertanda negatif, ini menunjukkan bahwa Teorema Wilson

dapat dipertahankan, untuk (p — 1)! = -1 (mmod p), dengan



= (=1)®-D/2 ((1_2 pT_l) !)2 (mod p).

Jika diasumsikan bahwa p dalam bentuk 4k + 1, maka (—1)®~1/2 =1

Maka diperoleh

1= ((pT_l) !)2 (mod p)
Jadi ((p-1)/2)! Memenuhi bentuk kekongruenan x?+ 1= 0 (mod p).
Definisi 2.1.13 ( Burton,1994 )
jika p adalah bilangan ganjil yang prima dan fpb (a,p) =1
Simbol Legendre (a/p) didefinisikan sebagai

1 jika a adalah sisa dari kuadratik p
—1jika a adalah bukan sisa dari kuadratik dari p

@={

pada definisi ini a disebut numerator dan p disebut demomirator dari (a/p).

Secara umum simbol Legengre ditulis (%) atau (a/p).

Teorema 2.1.14 ( Burton,1994)

17

Jika p adalah bilangan ganjil prima, a dan b bilangan bulat yang saling prima,

maka simbol Legengre memiliki sifat-sifat seperti di bawah ini

1. Jikaa =b (modp ), maka (a/p) = (b/p)

2. (a*/p)=1

3. (a/p)=a® V2 (modp).
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4. (ab/p) = (a/p)(b/p)

5. (1/p) =1dan (—1/p) = a®-D/2
Corollary 2.1.15 ( Burton, 1994 )
Jika p adalah bilangan ganjil yang prima, maka

_( 1ljikap=1(modp)
(1/p) = {—1jikap53 (modp)

Teorema 2.1.16 ( Hardy dan Wright, 1945 )

Jika p adalah bilangan prima yang ganjil dan a tidak habis dibagi oleh p, maka
(p-1)! =- (g) a®=1/2 (modp)
Dimisalkan bahwa p adalah bilangan prima yang ganjil. Ini jelas bahwa 0 = 02,
1 =12, dan begitu juga dengan bilangan yang lainnya, adalah sisa kuadrat dari 2,
Jika p = 2 simbol Legendre tidak dapat didefinisikan
Dua masalah sederhana adalah jikaa = 1dana =-1
e Jikaa = 1, maka diperoleh
x?=1 (mod p)
Persamaan diatas mempunyai solusi x = + 1. Oleh sebab itu 1 adalah sisa
kuadratik dari p dan (%) =1

Jika diambil a = 1 dalam Teorema 2.1.16, maka diperoleh Teorema berikut
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Teorema 2.1.17 ( Hardy dan Wright, 1945 )
(p-1)!'=-1(modp)
(p-1)! +1=0 (mod p?)
Kekongruenan yang benar untuk p = 5, p = 13.
e Jikaa=-1
Maka Teorema 2.1.16 dan 2.1.17 menjadi

(-?1) = (—1)a Y2@-D(p — 1)l = (~1)q V2@~V

Teorema 2.1.18 ( Hardy dan Wright, 1945 )

Bilangan -1 adalah kuadratik prima berbentuk 4k + 1 dan bukan sisa kuadratik

prima berbentuk 4k + 3, yakni

(‘?1) = (=1)q 1/2®-D)

Teorema 2.1.19 ( Hardy dan Wright, 1945 )

(-?1) = q /20D (mod p)

Teorema 2.1.20 ( Hardy dan Wright, 1945 )
2P~1 — 1 = (mod p?)

Dengan p adalah bilangan prima Jika p adalah bilangan prima yang ganjil, hanya

terdapat satu sisa dari n (mod p)antara -1/2p dan 1/2 p. Ini disebut sisa terkecil
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dari n (mod p), positif atau negatif tergantung dari sisa positif terkecil dari n,

berada antara 0 dan 1/2 p atau antara 1/2p dan p.

Diduga bahwa m adalah bilangan bulat (positif atau negatif), tidak habis dibagi

oleh p, dan bilangan — bilangan m adalah sisa minimal dari %(p —1) yaitu

m,2m,3m,..., %(p —1m

Sisa tersebut dapat ditulis dalam bentuk

! ! !
71,0 2,001 AP AP o

Dengan 1+ u = %(p—l), O<ri<%(p—1), o< r'; < %

Karena (2.5) tidak kongruen atau satu sama lain, maka tidak ada r yang sama, dan

begitu juga untuk r’.

Jika r dan »’ sama, katakan r; = 7;’, misal am, bm, dua bilangan — bilanagan dalam

(2.5) sedemikian sehingga
am = r;, bm = -r'; (mod p)

maka am + bm = 0 (mod p) dan selanjutnnya a + b = (mod p), dan ini tidak

mungkin sebab 0 < a <$, 0< b <%

ini berdasarkan bilangan — bilangan r;, r'; adalah bilangan terakhir dari bilangan —

1

dan oleh sebab itu
2(p-1)

bilangan 1, 2, ...,

1

m.2m... 20D

m=(—1)k1.2 ..

1
21 (104 P)
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m2@-1 = (—1)* (mod p).
1
Tapi (%) = m2®- (mod p)
Teorema 2.2.21 (Hardy dan Wrigh, 1954)
m —
()= v

Dengan u adalah bilangan dari anggota himpunan dari

1
“2(p-1) m

m,2m,3m ..

dengan sisa positif terkecil (mod p) adalah lebih besar dari %

Bukti

Misal diambil bilangan anggota m = 2, sehingga bilangan — bilangan dalam (2.5)

menjadi
2,4,...,p—1

Dalam masalah ini A adalah bilangan positif genap dari bilangan bulat yang

-1
kurang dari —
2p

Kita tulis [x] adalah bilangan bulat terbesar yang tidak melebihi x, yaitu

X = [x] +f,dimana 0 <f<1.
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Dengan notasi

1
=[5
. 1
Tapi A+ u= 2D
. 1
Sehingga u = 20D

] _ _ 11 _ 1 1

Jikap =1 (mod 4), maka u = oD 10D 1D [4(p_1) ] dan
] _ _ 1t 1 _ 1 _[_1

Jikap = 3 (mod 4), maka u = 2p-1)  4(p-3)  4(p+1) [4-(p+1) '

Oleh karena itu (i) = 2200-1) = (—1)[4(v+1)] (mod p).
Hal ini berarti (g) =1, jikap=8n+1latau8n-1

(%) = -1, jikap = 8n + 3 atau 8n — 3

1

Jika p = 8n £ 1, maka 5071

adalah genap, dan jika p = 8n + 3, maka p =

1 ..
madalah ganjil.

Oleh karena itu, diperoleh

(-1) E(P+1)] - (_1)%(192—1)
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Teorema 2.1.22 ( Hardy dan Wright, 1954 )
2\ — (_1\z@+D
§)= obon

Teorema 2.1.23 ( Hardy dan Wright, 1954 )

(E) = (_1)%(1’2—1)

p

Teorema 2.1.24 ( Hardy dan Wright, 1954 )

2 adalah sisa kuadrat dari bilangan — bilangan prima dengan bentuk 8n + 1 dan

bukan sisa kuadrat dari bilangan — bilangan prima dengan bentuk 8n + 3.
2.2 Koefisien Binomial
Definisi 2.2.1 ( Leithold, 1991 )

Diketahui deret Binomial yaitu

Gror= 10 Q)rs Qe+ ()

dengan

(p) _p(p-1)(p—2)..(p—k+1)
k)~ k!

Untuk p dan k adalah bilangan bulat positif.

Definisi 2.2.2 ( Leithold, 1991 )

Lambang (Trl) dengan r dan n adalah bilangan positif dengan r < n, didefinisikan

sebagai berikut
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(n) _ nn-1)(n-2)..(n-r+1)
r 1.23..(r-r

Atau

(n) _ nn-1)(n-2)..(n-r+1)
r r!

Bilangan — bilangan seperti yang didefinisikan di atas disebut Koefisien

Binomial.
Definisi 2.2.3 ( Knopp, 1947 )

Pada deret binomial dengan pangkat positif, ditulis dalam bentuk

kK _woo (M _.n (lx] <1
(1 420" = Xz (k)x ’{ «a  sembarang bilangn riil

Bilangan ini tidak akan berubah untuk pangkat bilangan bulat negatif dengan

ketetapan |x| < 1. Dan bentuk pangkat sebarang bilangan riil « dalam bentuk

(1404 = 2 () 2"

n

Simbol (2) didefinisikan untuk sembarang bilangan riil a dan bilangan bulat n >

0 dengan dua ketentuan sebagai berikut.

untuk n>1

a(a-1)..(a—n+1)
(W=t G s
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2.3 Deret
Definisi 2.3.1 ( Lipschutz, 1988 )
Deret kuasa ialah deret tak hingga yang berbentuk
1. Yo oam(x—x)™ = ag+ a;(x—xp)+ a; + a;(x —

Xo) + ...

2. dengan ay, a4, a,, ... adalah konstanta, yang disebut koefisien deret itu x,
juga konstanta, disebut pusat deret tersebut, sedangkat x adalah peubah,

jika x, = 0 maka diperoleh deret kuasa dalam x.

3. Yoo @mx™=ay + a1x + a,x? + azx3+ ...

dalam pasal ini diasumsikan bahwa semua peubah dan konstanta

mempunyai nilai bilangan nyata.
Definisi 2.3.2 ( Kaplan, 1993 )
Jika f (x) adalah penjumlahan dari deret kuasa dengan interval
lx —r| <a,(r>0):
f)=Ym-omx—a)™,a—r <x<a+r
Deret ini disebut deret Taylor f(x) untuk x = a

Jika koefisien c,,, diberikan rumus

@ @M@

COZf(a),C1= 1



Maka

f0=f@+ 2 (x-a)+.. + LD (x-a)"

1 n!

Definisi 2.3.3 (Kaplan,1993)
Pada bentuk deret Taylor di mana a = 0 untuk f (x) menjadi

f'(0)x +f~(0)x2 + 4 [Ox"

f(x)=f(0) + m " p

f (x) disebut deret Maclaurin.
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I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Lokasi dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di jurusan matematika, Fakultas Matematika dan ilmu
pengetahuan alam Universitas Lampung. Waktu penelitian dilakukan pada semester
ganjil tahun ajaran 2017 — 2018.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penyelesaian tugas akhir ini adalah

a. Studi Literatur
Penulisan menggunakan literatur yang ada di perpustakaan Unila dan literatur-
literatur lain yang berhubungan dan mendukung topik yang dibicarakan dalam
tugas ini.

b. Presentasi
Presentasi dilakukan untuk mengetahui perkembangan kegiatan studi yang
dilakukan dan untuk mendapatkan masukan dari dosen pembimbing maupun

rekan-rekan kelas seminar tentang materi yang sedang dibahas.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dari penelitian ini telah dapat disimpulkan bahwa relasi kongruensi mempunyai

kaitan dengan koefisien binomial, yaitu koefisien binomial dalam bentuk

n M m+k

Ao ("3 )
Dapat dibuktikan kebenarannya dengan menggunakan relasi kongruensi modulo p?
yaitu

1

u@2f) = (-1’ (‘f) (mod p?)

Dengan p = 4f + 1, p adalah bilangan prima dan f adalah simbol Legendre.
5.2 Saran

Masih banyak penelitian yang perlu dikaji dalam mempelajari kongruensi terutama
dalam kegunaannya bagi ilmu matematika maupun dalam kehidupan sehari — hari,

oleh karena itu para penulis berharap para pembaca untuk menelaah lebih lanjut.
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