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PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL NON 

HOMOGEN DENGAN METODE PERTURBASI HOMOTOPI DAN 

CRANK NICHOLSON 

 

 

Oleh 

 

DARMAWANSYAH 

 

 

 

 

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang memuat satu atau lebih 

peubah. Persamaan diferensial merupakan bentuk matematika dari masalah-

masalah yang timbul berdasarkan faktor-faktor tertentu serta disusun dalam 

bentuk kalimat matematika. Persamaan diferensial parsial merupakan representasi 

matematika dari masalah yang bergantung pada dua atau lebih faktor, salah 

satunya faktor waktu. Metode perturbasi homotopi merupakan metode yang 

menggabungkan metode analisis homotopi dan menerapkan teknik perturbasi. 

Solusi akhir dari metode ini adalah berupa deret tak hingga yang selanjutnya 

diaproksimasi menggunakan prinsip deret taylor. Metode crank nicholson 

merupakan skema yang menerapakan prinsip beda maju dan beda mundur 

sekaligus dalam langkah penyelesaiannya. Hasil penelitian ini menunjukan bahwa 

metode perturbasi homotopi cukup baik menghampiri solusi persamaan 

diferensial parsial non homogen secara analitik. Sedangkan metode crank 

nicholson cukup baik untuk menghampiri solusi secara numerik. 

 

Kata Kunci : Persamaan Diferensial, Persamaan Diferensial Parsial, Metode 

Perturbasi Homotopi, Metode Crank Nicholson. 



ABSTRACT 

 

 

SOLUTION OF NON HOMOGENEOUS DIFFERENTIAL PARTIAL 

EQUATIONS WITH HOMOTOPY PERTURBATION AND CRANK 

NICHOLSON METHOD 

 

 

By 

 

DARMAWANSYAH 

 

 

 

 

The differential equation is an equation that contain one or more variables. The 

differential equation is a mathematical form of problems that appear based on 

fixed factors and arranged to the mathematical sentences form. The partial 

differential equation is mathematical representation of problems that depends on 

two or more factors; one of them is time factor. Homotopy perturbation method is 

method that combining homotopy analysis method and applying perturbation 

techniques.  The final solution of this method is in the form of an infinite series 

which is subsequently approximated using the principle of Taylor series. Crank 

Nicholson method is a scheme that applied the principle of forward and backward 

as well as in step settlement. The result of this research indicated that homotopy 

perturbation method passably approach the solution of nonhomogeneous partial 

differential equation analytically. Crank Nicholson method passable to approach 

the solution numerically. 

 

Keywords: Differential Equation, Partial Differential Equation, Homotopy 

Perturbation Method, Crank Nicholson Method. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Matematika merupakan bidang ilmu yang digunakan untuk menunjang bidang 

ilmu lain.  Pada era globalisasi, diperlukan pemahaman tentang ilmu matematika 

untuk menyikapi pengaruh dari globalisasi.  Permasalahan yang sering timbul 

berupa beberapa bentuk objek, dalam matematika dikenal pemodelan.  Penerapan 

pemodelan matematika saat ini tidak hanya berfokus pada masalah matematika 

saja melainkan digunakan pada bidang ilmu lain, contohnya fisika, teknik, 

pertanian, ekonomi, dan lainnya.  Pemahaman dasar tentang model matematika 

diperlukan untuk membantu memecahkan masalah yang berkaitan dengan 

pemodelan matematika sehingga memperoleh solusi dari model yang dimiliki.  

 

Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang memuat satu atau lebih 

peubah serta menghubungkan fungsi dan turunannya dalam berbagai orde.  

Persamaan diferensial merupakan bentuk matematika dari masalah-masalah yang 

timbul berdasarkan faktor-faktor tertentu serta disusun dalam bentuk kalimat 

matematika.  Diferensial berarti perbedaan suatu nilai, sehingga masalah-masalah 

yang direpresentasikan dalam bentuk persamaan diferensial merupakan masalah 
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yang memiliki perubahan nilai didalamnya berdasarkan faktor-faktor yang 

mempengaruhinya.  Terdapat dua macam persamaan diferensial yaitu persamaan 

diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. 

 

Persamaan diferensial parsial merupakan representasi matematika dari masalah 

yang bergantung pada dua atau lebih faktor, salah satunya faktor waktu.  

Penyelesaian umum persamaan diferensial pada umumnya dilakukan dengan 

pemisahan peubah.  Persamaan diferensial akan dikelompokan berdasarkan 

peubah terikatnya dan masing-masing dicari solusinya.  Pada penerapannya tidak 

semua persamaan diferensial dapat diselesaikan dengan mudah menggunakan 

prinsip pemisahan peubah.  Persamaan diferensial parsial non homogen salah satu 

persamaan diferensial parsial yang sedikit sulit diselesaikan dengan prinsip 

pemisahan peubah.  Untuk mengatasi hal tersebut mulai berkembang metode-

metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial selain menggunakan 

prinsip pemisahan peubah.  Salah satu metode yang berkembang adalah metode 

perturbasi homotopi. 

 

Metode perturbasi homotopi merupakan metode yang menggabungkan metode 

analisis homotopi dan menerapkan teknik perturbasi untuk memperoleh solusi 

dari persamaan diferensial parsial.  Pada penerapannya, persamaan diferensial 

parsial akan diubah kedalam persamaan deformasi yang selanjutnya diselesaikan 

dengan menerapkan teknik perturbasi.  Solusi akhir dari metode ini adalah berupa 

deret tak hingga yang selanjutnya diaproksimasi menggunakan prinsip deret 

taylor. 
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Pada penerapannya, penggunaan metode-metode untuk menyelesaikan suatu 

persamaan diferensial parsial memilki keakuratan yang berbeda-beda dalam setiap 

metodenya.  Sehingga, berkembang metode numerik untuk menghampiri solusi 

dari suatu persamaan.  Banyak skema numerik yang berkembang untuk 

menghampiri solusi numerik suatu persamaan, salah satunya metode Crank 

Nicholson.  Metode Crank Nicholson merupakan skema yang menerapakan 

prinsip beda maju dan beda mundur sekaligus dalam langkah penyelesaiannya.  

Karena menggunakan prinsip beda maju serta beda mundur sekaligus dalam 

langkah penyelesaian metode ini memiliki kesalahan yang relatif yang sedikit 

kecil daripada metode beda hingga lainnya.  Berdasarkan hal tersebut maka 

metode Crank Nicholson dapat dikatakan cukup baik dalam mengahampiri solusi 

numeric untuk suatu kasus persamaan diferensial parsial. 

 

Berdasarkan uraian tersebut maka akan diterapkan metode perturbasi homotopi 

untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial non homogen sebagai metode 

penyelesaiaan persamaan secara analitik.  Untuk memastikan solusi yang didapat 

merupakan solusi sejati dari persamaan diferensial parsial non homogen maka 

akan diterapkan metode Crank Nicholson untuk menghampiri solusi dari 

persamaan tersebut. Sehingga didapat solusi yang akurat untuk penyelesaiaan 

persamaan diferensial parsial non homogen. 

 

 

 

 

 

 

 



4 
 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

 

1. Menerapkan metode perturbasi homotopi dan Crank Nicholson pada 

persamaan diferensial parsial non homogen . 

2. Membandingkan solusi penyelesaian persamaan diferensial parsial non 

homogen dari metode perturbasi homotopi dan Crank Nicholson. 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Menambah pengetahuan mengenai metode perturbasi homotopi dan Crank 

Nicholson. 

2. Memahami cara menyelesaikan masalah persamaan diferensial parsial non 

homogen dengan menerapkan metode perturbasi homotopi dan Crank 

Nicholson dan diharapkan dapat digunakan sebagai referensi untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial parsial non homogen lainnya. 



II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Persamaan Diferensial 

 

 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan-turunan dari suatu 

fungsi yang tidak diketahui, yang dapat dituliskan seperti berikut. 

 
  

  
  (   )          (   ) 

(2.1) 

 

Peubah bebas   menyatakan perubahan waktu dalam model-model dinamika.  

Peubah tak bebas   menunjukan fungsi yang tidak diketahui yang membentuk 

solusi dari suatu persamaan difernsial.  Solusi persamaan harus memenuhi 

persamaan diferensial untuk semua nilai   (Farlow dkk, 2002). 

 

 

2.2 Persamaan Diferensial Biasa 

 

 

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang mengandung satu atau lebih 

turunan dari suatu fungsi tidak diketahui, yang biasa dinotasikan  ( ).   

Persamaan tersebut juga dapat mengandung peubah tak bebas   dalam 

persamaannya, dari fungsi dengan peubah bebas   atau konstanta.  Dengan 

demikian persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan yang memiliki 

turunan dengan satu peubah bebas dari suatu fungsi tak diketahui.  Sebagai contoh 
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(Kreyszig, 2011). 

 

2.3 Persamaan Diferensial Parsial 

 

 

Persamaan diiferensial parsial adalah persamaan yang memiliki peubah tak bebas 

(fungsi tidak diketahui) dan turunan parsialnya.  Peubah tak bebas pada 

persamaan diferensial parsial, seperti          atau            merupakan 

suatu fungsi yang tidak diketahui dengan lebih dari satu peubah bebas.  Jika 

         maka artinya fungsi u terikat pada peubah bebas x dan peubah bebas 

t.  Contoh persamaan diferensial parsial adalah sebagai berikut. 

 

        

                                                          (2.3) 

                  

 

  (Wazwaz, 2009). 

 

 

2 .4  Metode Analisis Homotopi 

 

 

Homotopi dideskripsikan sebagai variasi kontinu atau deformasi di matematika.  

Homotopi didefinisikan suatu penghubung antara dua benda yang berbeda di 

matematika yang memiliki karakteristik yang sama dalam beberapa aspek. 
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Metode analisis homotopi adalah teknik semi analitik untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial parsial linear dan nonlinear. Metode ini menggunakan 

konsep homotopi dari topologi untuk menghasilkan solusi konvergen  

(Liao, 2011). 

 

Misalkan terdapat persamaan diferensial berikut. 

 

                                                           (2.4) 

 

Dengan      merupakan persamaan diferensial dengan peubah bebas   dan   

serta      merupakan fungsi dengan peubah bebas   atau fungsi konstanta.  

Dengan cara mengeneralisasi metode homotopi sederhana, disusun persamaan 

deformasi orde nol dari persamaan (2.3) 

 

             [          ]   [         ]             (2.5) 

 

dengan    adalah parameter homotopi dan    adalah tebakan awal solusi 

persamaan (2.3) yang memenuhi nilai awal.  

 

Selanjutnya dari persamaan (2.4) akan didiferensialkan sebanyak m kali sehingga 

pada akhir akan diperoleh solusi sebagai berikut. 

 

                  ∑         
                               (2.6) 

 

(Adawi dan Awawdeh, 2009). 
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2.5 Metode Perturbasi Homotopi 

 

 

Metode perturbasi homotopi adalah metode penyelesaian analitik untuk 

persamaan diferensial parsial baik linear maupun nonlinear. 

Misalkan persamaan diferensial berikut. 

 

                                                           (2.7) 

 

     merupakan persamaan diferensial dengan peubah bebas   dan   serta      

merupakan fungsi dengan peubah bebas r atau fungsi konstanta. 

 

dengan syarat batas 

 

 (  
  

  
)                                                         (2.8) 

 

Artinya untuk           dan   
  

  
     . 

 

Secara umum akan ditentukan dua bagian linear dan nonlinear L dan N, dengan L 

adalah operator linear dan N operator nonlinear. Persamaan (2.6) dapat ditulis 

menjadi 

 

                                                   (2.9) 
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dengan  menerapkan teknik homotopi, dapat disusun persamaan deformasi orde 

nol sebagai berikut 

 

             [          ]   [              ]           (2.10) 

dimana   [   ] adalah parameter yang kecil dan    adalah nilai aproksimasi 

yang memenuhi nilai awal.  Berdasarkan persamaan (2.9) didapat 

 

                                              (2.11) 

                                       (2.12) 

 

Proses perubahan nilai p dari 0 ke satu satuan misalnya        adalah bentuk dari 

      ke        di dalam topologi, disebut deformasi dan           ,      

          adalah homotopi.  Asumsi dasar untuk solusi persamaan (2.9) dapat 

dibentuk dalam deret kuasa p 

 

                                          (2.13) 

 

dengan memilih     sehingga, solusi untuk persamaan diferensial parsial 

tersebut adalah 

 

                                         (2.14) 

 

(He, 1999). 
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2.6 Deret Taylor 

 

 

Deret Taylor adalah bentuk khusus dari suatu fungsi yang dapat digunakan 

sebagai pendekatan dari integral suatu fungsi yang tidak memilki anti turunan 

elementer dan dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial 

(Kreyszig, 2011). 

 

 

Andaikan   memenuhi 

 

                                          (2.15) 

 

Untuk semua x dalam suatu interval di sekitar a, maka 

 

 

   
       

  
 

 

(Valberg, Purcell dan Rigdon, 2011). 

 

2.7 Metode Numerik 

 

 

Metode numerik  adalah teknik untuk menyelesaikan permasalahan-permasalahan 

yang diformulasikan secara matematis dengan operasi aritmatika.  Hasil dari 

penyelesaian numerik  merupakan nilai perkiraan atau pendekatan dari 

penyelesaian analitik atau eksak.  Karena merupakan nilai pendekatan, maka 

terdapat kesalahan atau galat terhadap nilai eksak.  Nilai kesalahan tersebut harus 

cukup kecil terhadap tingkat kesalahan yang ditetapkan (Triatmodjo, 2002). 
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2.8 Metode Crank Nicholson 

 

 

Metode Crank Nicholson adalah salah satu metode numerik yang menggunakan 

teknik pemberat untuk diskritisasi waktu sekarang (    dan dikritisasi waktu yang 

akan datang (      dengan cara yang lebih fleksibel yaitu dengan menggunakan 

faktor pemberat waktu.  Beda hingga terhadap ruang 

 
   

   |
 
   (

    
       

        
   

     
)       (

    
     

      
 

     
)         (2.15) 

 

dengan       adalah faktor pemberat waktu 

beda hingga terhadap waktu 

                                                
  

  
|
 
  (

    
      

 

  
)                                                        

(Luknanto, 2003). 



III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2017/2018 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung. 

 

 

3.2 Metodologi Penelitian 

 

 

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut. 

1. Merumuskan contoh kasus pada persamaan diferensial parsial non homogen 

sebagai berikut. 

  

  
  

   

   
  (   ) 

      (3.1) 

 

Syarat Awal 

 (   )   ( ) 
          (3.2) 

 

Syarat Batas 

 (   )   ( ) 
          (3.3) 

 

        (Habermann, 1987) 
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2. Menentukan beberapa contoh kasus untuk persamaan diferensial parsial non 

homogen sebagai berikut. 

Contoh kasus pertama 

 

  

  
 

   

   
               

          (3.4) 

Syarat Awal 

               

          (3.5) 

Syarat Batas 

         

                  

          (3.6) 

Contoh kasus kedua 

 

  

  
 

   

   
      

          (3.7) 

Syarat Awal 

                  

          (3.9) 

Syarat Batas 

           

            

          (3.10) 
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Contoh kasus ketiga 

 

  

  
 

   

   
      

          (3.11) 

Syarat Awal 

               

          (3.12) 

Syarat Batas 

             

             

          (3.13) 

Dengan solusi eksak dari masing-masing contoh kasus adalah sebagai berikut. 

                   (Kasus Pertama) 

                           (Kasus Kedua) 

                   (Kasus Ketiga) 

3. Menentukan operator linear L dan operator nonlinear N pada persamaan 

langkah ke-1 untuk dikontruksi ke bentuk persamaan deformasi orde ke nol. 

4. Mengontruksi persamaan deformasi orde ke nol sebagai berikut 

                              [           ] 
           (3.14) 

5. Mengasumsikan solusi persamaan sebagai deret kuasa dengan teknik 

perturbasi 

                  
           (3.15) 

dengan memilih    , sehingga didapat 
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           (3.16) 

6. Menyamakan koefisien pada orde pangkat   pada langkah ke-3 untuk 

mendapat solusi persamaan  

7. Menyederhakan bentuk solusi yang didapat dengan aproksimasi deret taylor. 

8. Menyelesaikan contoh kasus I, II, dan III dengan metode Crank Nicholson 

9. Menguji kestabilan metode Crank Nicholson pada contoh kasus I, II, dan III. 

10. Membuat grafik solusi untuk solusi contoh kasus I, II, dan III dengan  

software Matlab R2013b 

11.  Membandingkan solusi analitik yang didapat dari metode perturbasi 

homotopi dan solusi hampiran yang didapat dari metode Crank Nicholson 

berdasarkan grafik solusi yang dibentuk.. 

 



V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

Adapun kesimpulan dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Metode perturbasi homotopi dan crank nicholson dapat diterapkan dengan baik 

pada persamaan differensial parsial non-homogen. 

2. Solusi metode perturbasi homotopi dan crank nicholson menghampiri solusi 

eksak dengan galat yang relatif kecil. 

 

5.2 Saran 

 

Pada penelitian ini penulis menggunakan contoh kasus persamaan differensial 

parsial non homogen yang cukup sederhana diharapkan pada penelitian 

selanjutnya dapat menggunakan persamaan differensial parsial non homogen yang 

lebih kompleks serta dapat juga membandingkan dengan metode numerik lainnya. 
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