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ABSTRAK 

KARAKTERISTIK PENDUGA HIERARCHICAL BAYES  

PADA MODEL BETA-BINOMIAL DENGAN SOFTWARE R 

 

Oleh 

GALUH ISNAENA SETYA PUTRI 
 

Penelitian ini menggunakan metode Hierarchical Bayes (HB), salah satu 

metode dalam small area estimation. Tujuan penelitian ini adalah mengkaji 

bias dan ragam metode HB dengan model Beta-Binomial. Proses perhitungan 

integral multi-dimensi dalam inferensi Bayes diselesaikan menggunakan 

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) dengan menerapkan algoritma Gibbs 

sampling dan Metropolis Hasting (MH) within Gibbs, dan dilakukan simulasi 

menggunakan software R. Hasil pendugaan HB dibandingkan dengan 

pendugaan langsung , hasil pendugaan menunjukkan bahwa penduga HB 

memberikan dugaan yang bias dengan nilai bias yang kecil, dan nilai ragam 

yang lebih kecil dibandingkan penduga langsung. 
 

Kata Kunci : Hierarchical Bayes, Gibbs Sampling, MH within Gibbs 



 

ABSTRACT 

 

CHARACTERISTICS OF HIERARCHICAL BAYES 

IN BETA-BINOMIAL MODELS WITH SOFTWARE R 

 

By 

GALUH ISNAENA SETYA PUTRI 
 

 

This research uses Hierarchical Bayes (HB) method, one of method in small area 

estimation. The purpose of this research is to study the bias and variety of HB 

method with Beta-Binomial model. The process of calculating the multi-

dimensional integral in Bayes inference was solved using Markov Chain Monte 

Carlo (MCMC) by applying the Gibbs sampling algorithm and the Metropolis 

Hasting (MH) within Gibbs, and simulated using software R. The HB estimate 

result was compared with the direct estimate, that HB estimator provide biased 

with small biased values, and the variance which smaller than direct estimate. 
 

Keyword : Hierarchical Bayes, Gibbs Sampling, MH within Gibbs. 
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I.  PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

Survai merupakan cara pengumpulan data yang melibatkan seluruh elemen 

populasi. Dalam banyak hal, survai tidak mungkin melibatkan keseluruhan elemen 

populasi, karena akan memerlukan waktu, tenaga dan biaya yang cukup besar. 

Selain itu terkadang hal tersebut tidak seimbang dengan manfaat dari informasi 

yang dikumpulkan. Oleh karena itu saat ini telah banyak praktisi statistika yang 

menangani dua permasalahan utama dalam survai, yaitu pengembangan teknik 

penarikan sampel dan pengembangan metode estimasi parameter populasi. 

Metode estimasi parameter populasi yang dikembangkan yaitu dengan 

mengoptimalkan data yang telah tersedia dengan metode small area estimation.  

 

Small area estimation (pendugaan area kecil) merupakan suatu teknik statistika 

untuk memperoleh penduga subpopulasi pada area kecil, dimana pendugaan 

langsung tidak dapat diandalkan disebabkan tidak mampu menghasilkan penduga 

yang baik. Dengan demikian pendugaan area kecil dilakukan menggunakan 

pendugaan tidak langsung, dengan cara “meminjam kekuatan” atau memanfaatkan 

variabel-variabel pendukung dalam menduga parameter. Metode pendugaan tidak 

langsung yang sering digunakan untuk memperoleh pendugaan area kecil dengan 

menerapkan kaidah Bayes adalah Empirical Bayes (EB) dan Hierarchical Bayes 

(HB). Metode untuk pendugaan area kecil lainnya adalah Best Linear Unbiased 

Prediction (BLUP), dan Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP). 
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Menurut Satriya, Iriawan, dan Sutijo (2015), pada metode EB parameter model 

diestimasi dari distribusi marginal data kemudian inferensi didasarkan pada 

distribusi posterior yang diestimasi. Dalam metode HB, pendugaan parameter 

didasarkan pada distribusi posterior dimana parameter diestimasi dengan rata-rata 

posterior dan presisinya diukur dengan varian posteriornya. Dibandingkan dengan 

EB, setelah distribusi posterior dari HB diperoleh maka dapat langsung digunakan 

untuk seluruh inferensia. Selain itu jika dibandingkan dengan BLUP, HB dinilai 

mempunyai Mean Square Error (MSE) yang lebih kecil (Ghosh dan Rao, 1994). 

 

Menurut Rao (2003), pada kenyataannya 𝐸(∅ 𝐻𝐵 − ∅) seringkali bias dimana ∅ 𝐻𝐵  

merupakan penduga HB. Hal tersebut membuat penulis tertarik untuk mengkaji 

bias, ragam, dan MSE dari penduga HB dengan model Beta-Binomial.  Dalam 

penelitian ini kajian simulasi dilakukan dengan software R. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah  

1. Mengkaji bias dan ragam metode Hierarchical Bayes pada pendugaan area 

kecil dengan model Beta-Binomial. 

2. Mengevaluasi Mean Square Error (MSE) metode Hierarchical Bayes pada 

pendugaan area kecil. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah pengetahuan tentang karakteristik 

penduga Hierarchical Bayes pada pendugaan area kecil dengan model Beta-

Binomial. 

 



 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Small Area Estimation 

Small Area Estimation (SAE) adalah suatu teknik statistika untuk menduga 

parameter subpopulasi dengan ukuran sampel kecil. Menurut Rao (2003), suatu 

area dikatakan besar apabila ukuran contoh pada area tersebut mampu 

menghasilkan presisi pendugaan yang baik dengan pendugaan langsung. 

Sebaliknya, suatu area dikatakan “kecil” apabila ukuran contoh pada area tersebut 

tidak cukup untuk menunjang penduga langsung agar mampu menghasilkan 

presisi pendugaan yang baik. 

 

Secara umum, small area estimation dapat dikatakan sebagai suatu model untuk 

menduga parameter pada suatu area yang relatif kecil dalam sampel survai dengan 

memanfaatkan informasi tambahan dari luar area.  

 

2.2 Small Area Models 

Model small area biasanya menggunakan model linier campuran dalam bentuk  

    𝑦 = 𝑿𝛽 + 𝒁𝑣 + 𝑒        (2.1) 

Dimana  

y : vektor dari variabel respon, berukuran 𝑛 × 1 

X : matriks peubah penyerta, berukuran 𝑛 × 𝑝 

𝛽 : vektor dari parameter, berukuran 𝑝 × 1 
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Z : matriks yang biasa dikenal sebagai pengaruh area kecil, berukuran 𝑛 ×  

𝑣 : vektor dari parameter, berukuran  × 1 

e : vektor dari galat sampel, berukuran 𝑛 × 1 

 

Menurut Rao (2003) small area model dapat diklasifikasikan menjadi dua jenis 

yaitu Basic area level model dan Basic unit level model. 

 

2.2.1 Basic Area Level Model 

Basic Area Level Model merupakan model yang didasarkan pada ketersediaan 

data pendukung yang hanya ada untuk level area tertentu.  Diasumsikan bahwa 

parameter small area yang ingin diamati adalah 𝜃𝑖  mempunyai keterkaitan dengan 

𝑥𝑖 = (𝑥1𝑖 , … , 𝑥𝑝𝑖 )𝑇  dimana 𝑥𝑖  adalah suatu vektor, 𝑖 adalah banyaknya area, dan 𝑝 

adalah banyaknya peubah penyerta. Data pendukung tersebut untuk membangun 

model linear berikut : 

𝜃𝑖 =  𝑥𝑖
𝑇𝛽 + 𝑏𝑖𝑣𝑖     ;  𝑖 = 1, … , 𝑚         (2.2) 

 

dengan 𝛽 merupakan vektor koefisien regresi berukuran 𝑝 × 1 untuk data 

pendukung 𝑥𝑖 , 𝑏𝑖  konstanta positif yang diketahui, dan 𝑣𝑖~𝑁(0, 𝜎𝑣
2) sebagai 

pengaruh acak dari area tertentu.  

Untuk membuat kesimpulan tentang populasi dibawah model area level, 

diasumsikan bahwa penduga langsung 𝜃𝑖
  telah tersedia pada model dan dapat 

dituliskan sebagai : 

          𝜃𝑖
 = 𝜃𝑖 + 𝑒𝑖    ; 𝑖 = 1, … , 𝑚        (2.3) 

dengan 𝑒𝑖  adalah sampling error yang diasumsikan 𝑒𝑖~ 𝑁(0, 𝑒𝑒𝑖
2 ) (Rao, 2003).  
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2.2.2 Basic Unit Level Model 

Basic Unit Level Model merupakan suatu model dengan data pendukung yang 

tersedia bersesuaian secara individu dengan data respon.  

Diasumsikan 𝑥𝑖𝑗 =  (𝑥𝑖𝑗 1,   .  .  .  ,   𝑥𝑖𝑗𝑝 )𝑇 tersedia untuk setiap elemen ke-𝑗 pada 

setiap area ke-𝑖 namun terkadang cukup dengan rata-rata populasi 𝑥 𝑖𝑗  diketahui 

saja. Sehingga diperoleh persamaan Basic Unit Level Model  sebagai berikut: 

  𝑦𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗
𝑇 𝛽 + 𝑣𝑖 + 𝑒𝑖𝑗    ;   𝑗 = 1, … , 𝑛 , 𝑖 = 1, … , 𝑚       (2.5) 

dengan 𝑣𝑖~𝑁(0, 𝜎𝑣
2) adalah pengaruh acak area, 𝛽 merupakan koefisien regresi, 

dan diasumsikan bahwa 𝐸 𝑒𝑖𝑗  = 0 dan 𝑣𝑎𝑟 𝑒𝑖𝑗  = 𝜎𝑒𝑖𝑗

2  (Rao, 2003). 

 

Penduga yang diperoleh dari small area model antara lain Best Linear Unbiased 

Prediction (BLUP), Empirical Bayes (EB), dan Hierarchical Bayes (HB). Pada 

penelitian ini menggunakan pendekatan HB,  karena pemodelannya dilakukan 

secara bertahap, setiap tahap bisa relatif sederhana dan mudah dipahami, 

meskipun proses pemodelannya secara keseluruhan sangat rumit (Kurnia, 2009).  

 

2.3 Hierarchical Bayes (HB) 

Pada pendekatan HB, terlebih dahulu ditentukan sebaran prior subjektif 𝑓(𝜃) 

pada parameter model 𝜃, kemudian untuk gugus data 𝑦 tertentu akan diperoleh 

sebaran posterior  𝑓 𝜇 𝑦  dari parameter area kecil (acak) 𝜇 yang diamati. Model 

dua tahap, katakan 𝑓(𝑦|𝜇, 𝜃1) dan 𝑓(𝑦|𝜇, 𝜃2) dikombinasikan dengan prior 

subjektif pada 𝜃 = (𝜃1
𝑇 , 𝜃2

𝑇), dengan menggunakan teorema Bayes, sehingga 

diperoleh posterior 𝑓 𝜇 𝑦 . 
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Berdasarkan teorema Bayes,  

          𝑓(𝜇, 𝜃|𝑦) = 
𝑓 𝑦 ,𝜇 𝜃 𝑓(𝜃)

𝑓(𝑦)
    (2.6) 

Dimana 𝑓(𝑦) adalah fungsi densitas marginal dari 𝑦 yang dinyatakan dalam 

bentuk: 

   𝑓 𝑦  =  𝑓 𝑦, 𝜇 𝜃  𝑓 𝜃  𝑑𝜇 𝑑𝜃   (2.7) 

Posterior 𝑓 𝜇 𝑦  diperoleh dari (2.6) sebagai 

    𝑓 𝜇 𝑦 =  𝑓(𝜇, 𝜃|𝑦)  𝑑𝜃      (2.8) 

    =  𝑓(𝜇|𝑦, 𝜃)  𝑓 𝜃 𝑦  𝑑𝜃   (2.9) 

Bentuk dalam (2.9) 𝑓(𝜇|𝑦, 𝜃) juga digunakan untuk inferensi Empirical Bayes. 

Karena bentuk campuran dari densitas beryarat 𝑓(𝜇|𝑦, 𝜃), HB disebut juga Bayes 

EB atau fully Bayes. Berdasarkan persamaan (2.8) dan (2.9) terlihat bahwa 

evaluasi dari 𝑓 𝜇 𝑦  melibatkan integrasi multi-dimensi. Untuk mengatasi 

kesulitan dalam komputasi dikembangkan metode Markov Chain Monte Carlo.  

            (Rao, 2003) 

 

 

2.4 Metode Markov Chain Monte Carlo (MCMC) 

MCMC merupakan metode membangkitkan sampel dari distribusi posterior sesuai 

proses Markov chain dengan menggunakan simulasi Monte Carlo secara iteratif 

sehingga diperoleh kondisi yang konvergen terhadap posterior (Ntzoufras, 2009).  

Misalkan diberikan fungsi densitas (bisa tidak ternormalkan) yaitu 𝑓 𝜇 𝑦  dan 

akan dihitung nilai harapan  

    𝐸 𝜇|𝑦  =  𝜇  𝑓 𝜇 𝑦  𝑑𝜇     (2.10) 
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Pengintegralan pada (2.10), 𝜇 bisa berdimensi tinggi. Untuk melakukan inferensi 

pada (2.10) adalah dengan pengambilan sampel melalui simulasi. Metode Monte 

Carlo dapat menyelesaikannya dengan estimasi 

    𝐸 𝜇|𝑦  ≈ 
1

𝐷
 𝜃𝑖

𝐷
𝑖=1      (2.11) 

Dimana 𝜃𝑖  simulasi sampel saling bebas dan berdistribusi identik 𝜃𝑖~  𝜇|𝑦  

dengan proses rantai Markov (Sumarjaya, 2010). 

Rantai Markov adalah sederet peubah acak, misal 𝜃(1), 𝜃(2), … dimana 𝜃(𝑘) 

bergantung pada peubah acak yang sebelumnya, 𝜃(𝑘−1). 

 

Dalam metode MCMC,  terdapat dua algoritma yang sering digunakan dalam 

membangkitkan Markov chain, yaitu algoritma Metropolis-Hastings dan 

algoritma Gibbs Sampling. 

 

2.5.1 Gibbs Sampling 

Gibbs sampling adalah tehnik untuk membangkitkan peubah acak dari suatu 

distribusi marginal secara langsung tanpa harus menghitung fungsi kepekatan 

distribusi tersebut.  Algoritma Gibbs Sampling menggunakan sampel sebelumnya 

untuk membangkitkan nilai sampel berikutnya secara acak sehingga akan didapat 

rantai Markov. 

 

Menurut Rao (2003) tahapan algoritma Gibbs sampling adalah : 

Langkah 1  : Tentukan nilai awal 𝜂(0) dengan komponen 𝜂1
(0)

, … , 𝜂𝑟
(0)

; 𝑘 = 0 

Langkah 2  : Bangkitkan 𝜂(𝑘+1) = (𝜂1
 𝑘+1 

, … , 𝜂𝑟
 𝑘+1 

) sebagai berikut  

  𝜂1
 𝑘+1 

 dari 𝑓 𝜂1 𝜂2
(𝑘)

, … , 𝜂𝑟
(𝑘)

, 𝑦) 
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  𝜂2
 𝑘+1 

 dari 𝑓 𝜂2 𝜂1
(𝑘+1)

, 𝜂3
(𝑘)

, … , 𝜂𝑟
(𝑘)

, 𝑦) 

  

.

.

.
 

   𝜂𝑟
 𝑘+1 

 dari 𝑓 𝜂𝑟  𝜂1
(𝑘+1)

, 𝜂3
(𝑘)

, … , 𝜂𝑟−1
(𝑘+1)

, 𝑦) 

Langkah 3 : Ulangi langkah 2 untuk 𝑘 = 𝑘 + 1. 

 

Jika Gibbs conditionals tidak memuat bentuk tertutup, terdapat metode untuk 

membangkitkan sampel dari distribusi bersyarat. Secara khusus, dapat diadaptasi 

Metropolis Hasting within Gibbs. 

 

2.5.2 Metropolis Hasting within Gibbs 

Misal 𝑓(𝜂𝑖|𝜂−𝑖
 𝑘 

, 𝑦) dinotasikan untuk Gibbs conditional setelah menarik sampel 

ke (k + 1) dari Gibbs sampling, dimana 

𝜂−𝑖
𝑘 = {𝜂1

 𝑘+1 
, … , 𝜂𝑖−1

 𝑘+1 
, 𝜂𝑖+1

 𝑘 
, … , 𝜂𝑟

 𝑘 
} 

 

Menurut Rao (2003) algoritma MH untuk membangkitkan sampel 𝜂𝑖
(𝑘+1)

, dari 

𝑓(𝜂𝑖|𝜂−𝑖
 𝑘 

, 𝑦) adalah sebagai berikut : 

Langkah 1: aproksimasi 𝑓(𝜂𝑖|𝜂−𝑖
 𝑘 

, 𝑦) dengan densitas kandidat (atau proposal)   

𝑞𝑖(𝜂𝑖 |𝜂𝑖
(𝑘)

, 𝜂−𝑖
(𝑘)

) yang mudah dari sampel, seperti distribusi normal 

atau distribusi t. Densitas proposal bergantung pada nilai  𝜂𝑖
(𝑘)

, 𝜂−𝑖
(𝑘)

 . 

Langkah 2 : Bangkitkan “kandidat” untuk 𝜂𝑖 , yaitu 𝜂𝑖
∗, dari densitas kandidat dan  

𝑢 dari uniform (0,1). 
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Langkah 3 : 𝜂𝑖
(𝑘+1)

=  𝜂𝑖
∗ jika 𝑢 ≤ 𝑎(𝜂−𝑖

 𝑘 
, 𝜂𝑖

 𝑘 
, 𝜂𝑖

∗) dan 𝜂𝑖
(𝑘+1)

= 𝜂𝑖
(𝑘)

 lainnya,  

dimana peluang penerimaan 𝑎(𝜂−𝑖
 𝑘 

, 𝜂𝑖
 𝑘 

, 𝜂𝑖
∗) adalah 

  𝑎 𝜂−𝑖
 𝑘 

, 𝜂𝑖
 𝑘 

, 𝜂𝑖
∗ = min  

𝑓 𝜂 𝑖
∗ 𝜂−𝑖

 𝑘 
,𝑦  𝑞𝑖(𝜂 𝑖

 𝑘 
|𝜂 𝑖

∗,𝜂−𝑖
 𝑘 

)

𝑓 𝜂
𝑖
(𝑘)

 𝜂
−𝑖
 𝑘 

,𝑦  𝑞𝑖 𝜂 𝑖
∗ 𝜂

𝑖
(𝑘)

,𝜂
−𝑖
(𝑘)

)
 , 1    (2.12) 

 

Jika densitas kandidat adalah simetris, yaitu 𝑞𝑖 𝜂−𝑖
(𝑘)

|𝜂𝑖
∗, .  = 𝑞𝑖 𝜂𝑖

∗|𝜂𝑖
(𝑘)

, .   maka 

peluang penerimaannya adalah 

   𝑎 𝜂−𝑖
 𝑘 

, 𝜂𝑖
 𝑘 

, 𝜂𝑖
∗ = min  

𝑓 𝜂 𝑖
∗ 𝜂−𝑖

 𝑘 
,𝑦 

𝑓 𝜂
𝑖
(𝑘)

 𝜂
−𝑖
 𝑘 

,𝑦 
, 1       (2.13) 

 

Salah satu contoh penerapan hierarchical bayes yang disebutkan oleh Rao (2003) 

adalah data berdistribusi Binomial menggunakan distribusi prior Beta. 

 

2.5 Model Beta-Binomial 

HB dari Beta-Binomial dituliskan sebagai berikut : 

(i)  𝑦𝑖  𝑝𝑖   ~
𝑖𝑛𝑑  binomial (𝑛𝑖 , 𝑝𝑖) 

(ii)  𝑝𝑖 𝛼, 𝛽   ~
𝑖𝑛𝑑  beta  𝛼, 𝛽  ;  𝛼 > 0, 𝛽 > 0 

(iii) 𝛼 dan 𝛽 saling bebas dengan 𝛼 ~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 𝑎1, 𝑏1 ;  𝑎1 > 0 , 𝑏1 > 0  

dan  𝛽 ~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 𝑎2, 𝑏2 ;  𝑎2 > 0 , 𝑏2 > 0.   

 

Distribusi bersyarat [𝑝𝑖|𝑝𝑙 𝑙≠𝑖 , 𝛼, 𝛽, 𝑦] adalah beta(𝑦𝑖 + 𝛼, 𝑛𝑖 − 𝑦𝑖 + 𝛽), tetapi 

distribusi bersyarat untuk [𝛼|𝑝, 𝛽, 𝑦] dan [𝛽|𝑝, 𝛼, 𝑦] tidak memuat bentuk tertutup. 

              (Rao, 2003) 
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Setelah dilakukan simulasi dari algoritma Gibbs sampling ataupun MH, diperoleh 

barisan penduga. Kemudian rata-rata posterior dan ragam posterior yang diamati 

dapat dihitung. 

 

2.6 Besaran Posterior 

Definisi 2.6.1 (Irreducible)  

Suatu rantai Markov dikatakan irreducible jika semua state dapat dihubungkan 

satu sama lain dan dikatakan reducible jika sebaliknya terdapat state yang tidak 

dapat dihubungkan satu sama lain. 

 

Teorema 2.6.1 (Teorema Ergodic) 

Misalkan P irreducible dan 𝜆 merupakan sebarang distribusi. Jika (𝑋𝑛)0≤𝑛≤𝑁 

adalah Markov(𝜆, 𝑃) maka 

𝑃  
𝑉𝑖(𝑛)

𝑛
→

1

𝑚𝑖
𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑛 → ∞ = 1 

Dimana 𝑚𝑖 = 𝐸𝑖(𝑇𝑖) merupakan nilai harapan dari waktu kembali pada state ke-i, 

dan 𝑉𝑖 𝑛 =  {𝑋𝑘=𝑖}
𝑛−1
𝑘=0  

         (Norris, 1998) 

 

Rata-rata posterior (penduga HB) bagi 𝜙 =  𝜇  diduga melalui  

   𝜙 𝐻𝐵 =
1

𝐷
 𝜙(𝑘)𝑑+𝐷

𝑘=𝑑+1 = 𝜙(.)      (2.14) 

Dimana 𝜙(𝑘) =  𝜇 𝑘  . Dengan cara yang sama, ragam posterior dari 𝜙 diduga 

dengan 

        𝑉  𝜙 𝑦 =
1

𝐷−1
 (𝜙 𝑘 − 𝜙 . )2𝑑+𝐷

𝑘=𝑑+1      (2.15) 
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Berdasarkan teorema ergodic untuk rantai Markov, maka penduga 𝜙 𝐻𝐵  akan 

konvergen ke 𝐸(∅|𝑦) dan 𝑉(∅|𝑦) konvergen ke 𝑉(∅|𝑦) pada saat D → ∞.  

Jika bentuk 𝐸(𝜙|𝑦, 𝜃) diketahui, maka pendugaan 𝐸(𝜙|𝑦) adalah 

   𝜙 𝐻𝐵 =
1

𝐷
 𝐸(𝜙|𝑦, 𝜃(𝑘))𝑑+𝐷

𝑘=𝑑+1    (2.16) 

Dimana {𝜃 𝑘 } adalah sampel iid dari posterior marginal 𝑓(𝜃|𝑦). Penduga 𝜙 𝐻𝐵  

disebut pendugaan Rao-Blackwell karena prosesnya diperoleh berdasarkan 

teorema Rao-Blackwell.  Dan pendugaan ragam posterior untuk 𝜙 𝐻𝐵  adalah 

   𝑉  𝜙 𝑦 =
1

𝐷
  𝑉(𝜙|𝑦, 𝜃 𝑘 )𝑑+𝐷

𝑘=𝑑+1 +
1

𝐷−1
 [𝐸 𝜙 𝑦, 𝜃 𝑘  − 𝜙 𝐻𝐵]2𝑑+𝐷

𝑘=𝑑+1  (2.17) 

            (Rao, 2003) 

 

Penduga dengan pendakatan HB telah diketahui, selanjutnya dievaluasi 

karakteristik dari penduga. 

 

2.7 Karakteristik Penduga Parameter 

Pendugaan yang dilakukan dengan pendekatan Bayes atau pendekatan lainnya, 

diharapkan menghasilkan penduga yang baik. Beberapa sifat yang biasanya 

diinginkan dengan suatu penduga adalah tak bias dan ragam minimum. Berikut 

definisi tak bias dan ragam minimum : 

 

Definisi 2.7.1 (Ketakbiasan) 

Penduga 𝑈(𝑋) dikatakan sebagai penduga yang tak bias bagi 𝑔(𝜃) bila 

𝐸 𝑈 𝑋  = 𝑔(𝜃), ∀ 𝜃 ∈ Ω  
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Definisi 2.7.2 (Ragam Minimum) 

Bila 𝑈(𝑋) merupakan penduga bagi 𝑔 𝜃  maka 𝑈1(𝑋) dikatakan sebagai 

penduga beragam terkecil jika 𝜎𝑈1(𝑥)
2 ≤ 𝜎𝑈2(𝑥)

2 . Dimana 𝑈(𝑋) merupakan 

sembarang penduga bagi 𝑔(𝜃) 

                 (Hogg dan Craig, 1995) 

 

2.8 Mean Square Error (MSE) 

Small Area Estimation (SAE) digunakan untuk memperoleh dugaan pada area 

kecil dengan tingkat akurasi yang tinggi, tingkat akurasi penduga dapat dilihat 

dengan nilai Mean Square Error (MSE). 

 

Jika 𝑝 𝑖
𝐻𝐵  merupakan penduga bagi 𝑝𝑖  maka MSE dari 𝑝 𝑖

𝐻𝐵  dapat dituliskan seperti 

persamaan (2.18) berikut : 

𝑀𝑆𝐸 𝑝 𝑖
𝐻𝐵 = E(𝑝 𝑖

𝐻𝐵 − 𝑝𝑖)
2   

    =  𝐸(𝑝 𝑖
𝐵 − 𝑝𝑖)

2 + 𝐸(𝑝 𝑖
𝐻𝐵 − 𝑝𝑖

B )2      (2.18)  

         

             (Rao, 2007) 



 

III. METODE PENELITIAN 

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian 

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu 

Pengetahuan Alam Universitas Lampung, waktu penelitian ini dilakukan pada 

semester genap Tahun Ajaran 2016/2017. 

 

3.2 Data Penelitian 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data Keluarga Pra Sejahtera pada 

level kecamatan untuk kota Bandar Lampung tahun 2015. Adapun sumber data yang 

digunakan dalam penelitian adalah Badan Pusat Statistika (BPS) Provinsi Lampung. 

 

3.3 Metode Penelitian 

Kajian tentang karakteristik penduga parameter pada model Beta-Binomial dengan 

menggunakan hierarchical Bayes dilakukan dengan tahapan sebagai berikut : 

1. Menetapkan model dua tahap berikut : 

(i) Hirarki 1:  𝑦𝑖 𝑝𝑖   ~
𝑖𝑛𝑑  binomial (𝑛𝑖 , 𝑝𝑖) 

(ii) Hirarki 2:  𝑝𝑖 𝛼, 𝛽   ~
𝑖𝑛𝑑  beta  𝛼, 𝛽  ;  𝛼 > 0, 𝛽 > 0 
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(iii) Prior  : 𝛼 dan 𝛽 saling bebas dengan 𝛼 ~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 𝑎, 𝑏  dan 

𝛽 ~ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 𝑐, 𝑑 ;  𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0, 𝑑 > 0 

2. Menentukan fungsi kepekatan peluang bersama dan densitas marginal (2.7) 

3. Menentukan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dengan teorema 

Bayes (2.6) 

4. Menentukan  rata-rata posterior (penduga HB) secara analitik, jika tidak dapat 

diselesaikan maka menggunakan metode MCMC dengan algoritma Gibbs 

sampling . Dan jika distribusi bersyarat dalam Gibbs sampling, memuat 

bentuk tidak tertutup, maka diselesaikan dengan algoritma MH within Gibbs. 

5. Mengkaji karakteristik penduga HB yaitu takbias dan ragam minimum. 

6. Menentukan proporsi dari penduga HB (2.16), ragam dari penduga HB (2.17), 

dan MSE dari penduga HB (2.18) dengan simulasi. 

 

Berikut langkah-langkah dalam menentukan penduga HB dan MSE dengan 

menggunakan simulasi : 

1. Menetapkan jumlah area yang berbeda-beda yaitu 10, 20, dan 50 

2. Menduga parameter 𝛼 dan 𝛽 pada data Keluarga Prasejahtera Kota Bandar 

Lampung tahun 2015 

3. Membangkitkan 𝑦𝑖  berdistribusi binomial(𝑛𝑖 , 𝑝𝑖) dengan 𝑝𝑖  berdistribusi 

beta 𝛼, 𝛽  sesuai dengan jumlah area yang sudah ditentukan 

4. Mengambil nilai awal sembarang 𝛼(0), 𝛽(0), dan 𝑦𝑖
(0)

 

5. Membangkitkan 𝑝𝑖
(1)

 dari 𝑓 𝑝𝑖 𝑦𝑖 , 𝛼, 𝛽  dengan informasi 𝛼(0), 𝛽(0), dan 𝑦𝑖
(0)
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6. Mengulangi proses 4 sampai diperoleh barisan sebanyak k : {𝑝𝑖
 0 

, … , 𝑝𝑛
 𝑘 

} 

7. Membangkitkan densitas proposal 𝛼𝑖
∗~𝑁(𝛼 0 , 𝜎𝛼

2) dan 𝛽𝑖
∗~𝑁(𝛽 0 , 𝜎𝛽

2), 

dimana 𝜎𝛼
2 dan 𝜎𝛽

2 > 0 

8. Membangkitkan 𝑈~𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(0,1) 

9. Jika 𝑈 ≤
𝑓(𝛼𝑖

∗,𝛽𝑖
∗|𝑝𝑖

 𝑘 
,𝑦𝑖)

𝑓(𝛼 𝑘 ,𝛽  𝑘 |𝑝
𝑖
(𝑘)

,𝑦𝑖)
 maka (𝛼𝑖

∗, 𝛽𝑖
∗) = (𝛼 𝑘 , 𝛽 𝑘 ) jika tidak 

 𝛼 𝑘 , 𝛽 𝑘  =  𝛼, 𝛽  

10. Mengulangi proses 8 sampai diperoleh sampel D = 3500 yang konvergen 

11. Menghilangkan nilai awal sehingga diperoleh {𝑝𝑖
 𝑘 

, … , 𝑝𝑛
 𝑘 

, 𝛼 𝑘 , 𝛽 𝑘  ; 𝑘 =

1, … , 𝐷} 

12. Memperoleh barisan penduga dan dihitung nilai rata-rata posterior (penduga 

HB) dan ragam posterior 

13. Menghitung nilai MSE 
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3.4 Flowchart 

Mulai 

 

Menentukan jumlah area  

yaitu 10, 20, dan 50 

 

 

 

Menduga 𝛼 dan 𝛽 pada data. 

Membangkitkan 𝑦𝑖  berdistribusi binomial(𝑛𝑖 , 𝑝𝑖)  

dengan 𝑝𝑖  berdistribusi beta 𝛼, 𝛽   
 

 

 

Membangkitkan 𝑝𝑖
(1)

 dari 𝑓 𝑝𝑖 𝑦𝑖 , 𝛼, 𝛽   

dengan informasi 𝛼(0), 𝛽(0), dan 𝑦𝑖
(0)

 yang diambil sembarang 

 

 

 

 

Mengulang  

proses  

 

 

 

Memperoleh barisan {𝑝𝑖
 0 

, … , 𝑝𝑛
 𝐷 

} 

 

 

 

Membangkitkan densitas proposal  

𝛼𝑖
∗~𝑁(𝛼 0 , 𝜎𝛼

2) dan 𝛽𝑖
∗~𝑁(𝛽 0 , 𝜎𝛽

2) 

 

 

 

 

Membangkitkan 𝑈~𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(0,1) 

 

 

𝐷 = 3500 
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Menghitung 𝑟 =  
𝑓(𝛼𝑖

∗,𝛽𝑖
∗|𝑝𝑖

 𝑘 
,𝑦𝑖)

𝑓(𝛼 𝑘 ,𝛽  𝑘 |𝑝
𝑖
(𝑘)

,𝑦𝑖)
 

 

 

 

Jika 𝑈 ≤ 𝑟 maka (𝛼𝑖
∗, 𝛽𝑖

∗) = (𝛼 𝑘 , 𝛽 𝑘 ) 

jika tidak  𝛼 𝑘 , 𝛽 𝑘  =  𝛼, 𝛽  

 

 

 

Mengulang  

proses 

 

 

 

 

Memperoleh {𝑝𝑖
𝑘 , 𝛼𝑖

𝑘 , 𝛽𝑖
𝑘  ; 𝑘 = 1, … , 𝐷}  

dengan melakukan burn-in 

 

 

 

Memperoleh nilai  

rata-rata posterior (penduga HB)  

 dan ragam posterior  

 

 

 

Menghitung 

MSE 

 

 

 

Selesai 

 

 

 

Gambar 3.1 Flowchart Metode Penelitian 

𝐷 = 3500 



 

V. KESIMPULAN 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh kesimpulan sebagai berikut : 

1. Pendugaan HB yang diperoleh pada pendugaan area kecil model Beta 

Binomial bersifat bias, dengan nilai biasnya kecil. 

2. Pendugaan proporsi dengan metode HB lebih baik dibandingkan 

pendugaan langsung, ditunjukkan dengan nilai ragam penduga HB lebih 

kecil dibandingkan ragam penduga langsung. 
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