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ABSTRAK

PEMODELAN MATEMATIKA DAN ANALISIS KESTABILAN DARI
PENYEBARAN PENYAKIT DEMAM BERDARAH YANG MELIBATKAN

KOMPARTEMEN MANUSIA DAN NYAMUK

Oleh

Hizkia Endah Puspitasari

Penelitian ini membahas analisis model matematika dari penyebaran penyakit demam
berdarah dengue. Pada model ini digunakan sistem persamaan differensial dengan peubah
Susceptible, Infected, Recovered (SIR) yang melibatkan kompartemen manusia dan
nyamuk. Model yang diamati terdiri atas dua kasus berdasarkan titik kesetimbangannya
dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Selanjutnya, diberikan simulasi untuk
setiap kasus yang menggambarkan perilaku dan kestabilan disekitar titik kesetimbangan.

Kata kunci : Sistem Persamaan Differensial, Demam Berdarah Dengue, model SIR,
kestabilan Routh-Hurwitz.



ABSTRACT

PEMODELAN MATEMATIKA DAN ANALISIS KESTABILAN DARI
PENYEBARAN PENYAKIT DEMAM BERDARAH YANG MELIBATKAN

KOMPARTEMEN MANUSIA DAN NYAMUK

By

Hizkia Endah Puspitasari

This research discusses the stability of mathematical model for dengue fever
transmission. The model uses a system of differential equation with variables Susceptible,
Infected, Recovered (SIR) with compartments between human and mosquito. In this
model, there are two cases observed based on their equilibrium points using Routh-
Hurwitz criteria. Furthermore, simulation is given for each case to show the behaviour
and the stability of the equilibrium points.

Keywords : System of differential equation, dengue fever, SIR model, Routh-Hurwitz
stability.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Penyakit  Demam  Berdarah  Dengue  (DBD)  adalah  penyakit  menular  yang

ditularkan oleh  nyamuk Aedes  aegypti melalui  virus  yang  dimilikinya  yaitu

virus dengue dari penderita  kepada  orang lain  melalui  gigitannya.  Virus  ini

berkembang  biak  di  dalam kelenjar  liur  di pangkal  belalai  nyamuk  dan

berkembang  subur di  dalam  darah  manusia. DBD menyebar secara  ruang  dan

waktu  melalui  gigitan  nyamuk  dari  penderita ke  orang  lain  dari  suatu

tempat  ke  tempat  lain  di  mana  penderita  lain  tersebut  berada. (Yatim, 2007).

Terdapat tiga  faktor  yang  memegang  peranan  pada  penularan  infeksi  virus

dengue, yaitu manusia, virus dan vektor perantara (nyamuk). Virus dengue

ditularkan  kepada  manusia  melalui nyamuk Aedes  Aegypti., Aedes

albopictus, dan Aedes  polynesiensis.  Aedes  mengandung  virus dengue pada

saat  menggigit  manusia.  Kemudian  virus yang  berada  di  kelenjar  liur

berkembang  biak dalam  waktu  8 – 10  hari  (extrinsic  incubation  period)

sebelum dapat ditularkan kembali pada manusia  pada  saat  gigitan  berikutnya.

Sekali virus  dapat  masuk  dan  berkembang  biak  di dalam  tubuh nyamuk

tersebut maka nyamuk dapat menularkan virus selama hidupnya.
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Pada manusia,  penularan  penyakit demam berdarah ketika nyamuk  menggigit,

alat  tusuknya yang  disebut proboscis akan mencari kapiler darah.  Setelah

diperoleh, maka dikeluarkan  liur  yang  mengandung  zat antipembekuan  darah,

agar darah  mudah  di hisap  melalui  saluran proboscis yang  sangat sempit.

Bersama  liurnya  inilah  virus dipindahkan  kepada  orang  lain. Virus

memerlukan waktu  masa  tunas  4–6  hari (intrinsic  incubation  period)

sebelum menimbulkan penyakit (Sukohar, 2014).

Ciri khas dari infeksi virus dengue pada tahap awal adalah demam yang

mendadak tinggi dan nyeri di belakang bola mata. Keluhan lain yang tidak khas

lainnya seperti sakit kepala, pegal-pegal, dan sebagainya seperti ketika kita

mengalami flu. Namun, pada penyakit ini demamnya lebih tinggi dari flu, dan

biasanya tidak ada keluhan hidung berair dan bersin-bersin (kalaupun ada tidak

menonjol). Penyakit DBD masih merupakan salah satu masalah kesehatan

masyarakat di Indonesia yang belum dapat ditanggulangi sampai saat ini.

Penyakit ini sering kali menimbulkan Kejadian Luar Biasa (KLB) di beberapa

kabupaten/kota di Indonesia.  Pada tahun 2012, kasus DBD di Indonesia

dilaporkan sebanyak 90.245 orang dengan kematian 816 orang.  Pada tahun 2013,

Incident Rate (IR) DBD adalah 45,85/100.000 penduduk (Kemenkes RI, 2013).

Dalam dunia matematika masalah tersebut dapat dianalisis dan diperoleh hasil

yang eksak dengan cara memodelkan masalah yang ada. Model yang digunakan

dalam penelitian ini adalah model epidemik SIR, dimana populasi manusia dibagi

menjadi tiga bagian. Yang pertama adalah Susceptible yang berarti kelompok
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manusia yang sehat dan tidak terinfeksi. Kelompok yang kedua adalah Infected,

merupakan kelompok yang terinfeksi. Recovered adalah kelompok ketiga yang

merupakan kelompok yang telah sembuh dan kebal dari penyakit. Dan populasi

nyamuk dibagi menjadi dua bagian, yaitu Susceptible dan Infected.

Metode yang akan digunakan dalam penelitian kali ini adalah mengkaji secara

deskriptif melalui studi literature untuk mempelajari hal-hal yang berkaitan

dengan model epidemik dan menganalisis kestabilannya, kemudian

mensimulasikan program dari penyebaran penyakit DBD. Metode numerik

dipakai untuk mensimulasikannya dengan program Matlab R2013b karena dapat

menyelesaikan masalah nonlinier dan menghasilkan pendekatan yang mendekati

solusi sebenarnya.

1.2 Tujuan Penelitian

Mendapatkan pemodelan penyebaran DBD dan menganalisis kestabilannya serta

mensimulasikannya.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah:

1. Didapatkan model matematika penyebaran penyakit Demam Berdarah

Dengue (DBD) dan analisis kestabilannya.

2. Pengetahuan tentang pemodelan penyebaran DBD .
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3. Memberikan motivasi kepada mahasiswa Jurusan Matematika FMIPA Unila

akan pentingnya ilmu dan terapan matematika pada dunia kesehatan.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Kompartemen

Kompartemen adalah suatu aliran yang mendeskripsikan penyebaran penyakit dari

individu-individu. Sistem kompartemen merupakan sebuah susunan kerja atau

proses yang menunjukkan aliran individu dari satu kompartemen ke kompartemen

lainnya, dalam kasus ini seperti saat individu tersebut sehat, tertular penyakit dan

sembuh dari penyakit. Berikut adalah contoh sederhana bentuk sistem

kompartemen:

(Dinita, 2010).

2.2 Persamaan Differensial

Persamaan differensial adalah persamaan yang melibatkan variable-variabel tak

bebas dan fungsi turunan-turunannya terhadap variabel-variabel bebas.

Berikut ini adalah contoh persamaan differensial:
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= + sin (2.2)− 2 + = cos( ) (2.3)+ = (2.4)
Persamaan differensial dibagi dalam dua kelas yaitu Persamaan Differensial Biasa

dan Persamaan Differensial Parsial. Persamaan differensial biasa disingkat PDB,

adalah suatu persamaan differensial yang melibatkan hanya satu variabel bebas.

Jika diambil ( ) sebagai suatu fungsi satu variabel, dengan dinamakan

variabel bebas dan dinamakan variabel tak bebas, maka suatu persamaan

differensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk( , , , , … , ) = 0 dengan = .
Jelas bahwa persamaan (2.2) dan (2.3) adalah persamaan differensial, sedangkan(2.4) suatu persamaan differensial parsial (Kartono, 2012).

2.3. Pemodelan Matematika

Model  adalah  representasi  penyederhanaan  dari  sebuah  realita  yang kompleks

(biasanya  bertujuan  untuk  memahami  realita  tersebut)  dan  mempunyai ciri-

ciri yang  sama  dengan  tiruannya  dalam  menyelesaikan permasalahan.  Model

adalah  karakteristik  umum  yang  mewakili  sekelompok  bentuk  yang  ada,

atau  representasi  suatu  masalah  dalam  bentuk  yang  lebih  sederhana  dan

mudah  dikerjakan.  Dalam  matematika,  teori  model  adalah  ilmu

yang..menyajikan  konsep-konsep matematis melalui konsep himpunan, atau ilmu

tentang  model-model  yang  mendukung  suatu  sistem  matematis.  Teori  model

diawali  dengan  asumsi  keberadaan  obyek-obyek  matematika  (misalnya
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keberadaan semua bilangan) dan kemudian mencari dan menganalisis keberadaan

operasi-operasi,  relasi-relasi,  atau  aksioma-aksioma  yang  melekat  pada

masing-masing obyek atau pada obyek-obyek tersebut. Model  matematika  yang

diperoleh  dari  suatu  masalah  matematika  yang  diberikan,  selanjutnya

diselesaikan  dengan  aturan-aturan  yang  ada. Penyelesaian yang  diperoleh,

perlu diuji untuk mengetahui apakah penyelesaian  tersebut  valid  atau  tidak.

Hasil  yang  valid  akan  menjawab  secara  tepat  model matematikanya dan

disebut solusi matematika. Jika penyelesaian tidak valid atau  tidak  memenuhi

model  matematika  maka  solusi  masalah  belum  ditemukan,  dan  perlu

dilakukan pemecahan ulang atas model matematikanya (Frederich H. Bell, 1978)

2.4. Model Epidemik Klasik

Model  epidemik SIR klasik  menggambarkan  penyebaran  suatu  penyakit.

Menurut  Hetchote (2000),  pada  model SIR klasik,  populasi  dibagi  menjadi

tiga kelompok  yaitu:

1. Susceptible ( ) yaitu  kelompok  individu  yang  sehat  tetapi  dapat

terinfeksi  penyakit,

2. Infected ( ) yaitu  kelompok  individu  yang  terinfeksi  dan  dapat

sembuh  dari  penyakit,

3. Recovered ( ) yaitu  kelompok  individu  yang  telah  sembuh dan

kebal  dari  penyakit.

Jumlah  individu  pada kelompok susceptible,  infected,  dan recovered pada

waktu masing-masing  dinyatakan  sebagai ( ), ( ),  dan ( ). Total
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populasi    diasumsikan  konstan  karena  pengaruh  kelahiran,  kematian,  dan

migrasi  tidak diperhatikan.  Oleh  karena  itu, ( ) + ( ) + ( ) = .
Masih  menurut  Hetchote,  model  epidemi klasik  dinyatakan  sebagai:

= − (2.12)
= − (2.13)
= (2.14)

(Hetchote, 2000).

2.5. Metode Numerik

Metode numerik disebut juga sebagai alternatif dari metode analitik. Disebut

demikian karena sering kali persoalan matematika sulit diselesaikan atau bahkan

tidak dapat diselesaikan secara analitik. Solusi yang dihasilkan dari penyelesaian

secara numerik merupakan solusi hampiran atau pendekatan yang mendekati

solusi eksak atau solusi sebenarnya (Triatmodjo, 2002).

2.6. Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan merupakan titik tetap yang tidak berubah terhadap waktu.

Misalkan diberikan sistem persamaan differensial sebagai berikut:̇ = ( ), ∈ ⊂ (2.15)
dengan = ( , , , … , ), : → , = , , , … , .
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Definisi 2.7.1 (Perko, 2001: 102) Titik ̅ ∈ ℝ disebut titik kesetimbangan dari

sistem (2.15) jika ( ̅) = 0.
Berikut ini contoh mengenai definisi 2.7.1.

Contoh 2.7.2

Diberikan sistem persamaan differensial yaitu;

( ) = . ++
Titik kesetimbangan dari sistem persamaan di atas adalah titik ̅ = ( , ) yang

memenuhi ( ̅) = 0, yaitu . + = 0
Dari persamaan pertama diperoleh = 0 atau = −1.
Jika = 0 maka dari persamaan kedua diperoleh,+ = 0 ⟺ 0 + = 0 ⇔ = 0
Dengan demikian didapat titik kesetimbangan = (0,0).
Sedangkan untuk kasus = −1 maka persamaan kedua memberikan;+ = 0 ⟺ + (−1) = 0 ⟺ = 1 atau = −1
Dengan demikian diperoleh titik kesetimbangan = (1,−1) dan = (1, 1)
(Wiggins, 2009).
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2.7. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Kestabilan titik keseimbangan merupakan  kestabilan  dari  sistem  linier  atau

kestabilan  dari  linierisasi  sistem  tak  linier.  Kestabilan pada  titik

kesetimbangan  ditentukan  oleh  tanda  bagian  real  dari  akar-akar  karakteristik

sistem dari  matriks  Jacobian  yang  dihitung  di  sekitar  titik  kesetimbangan.

Definisi 2. Jika  J  adalah  matriks  yang  berukuran  n×n  maka  vektor  tak  nol

x dinamakan  vektor  karakteristik  dari  J  jika  memenuhi:

= (2.16)
Untuk  suatu  skalar yang memenuhi disebut  nilai  karakteristik  dari  J  dan  x

dikatakan  vektor  karakteristik  yang  bersesuaian  dengan .
Untuk  mencari  nilai  karakteristik  matriks yang berukuran ,  maka  dapat

dituliskan  kembali  persamaan  sebagai = atau  ekuivalen  dengan( − ) = 0, mempunyai  penyelesaian  tak  nol  jika dan  hanya  jika | −| = 0. Jika matriks = dan = 1 00 1 , maka  dapat  ditulis

− − = 0 atau − ( + ) + ( − ) = 0
Akar-akar  karakteristiknya  adalah , = ( )± ( ) ( )
Teorema 2. Titik setimbang ( ̅ , ) stabil  asimtotis  jika  dan hanya  jika

nilai  karakteristiknya  matriks = , mempunyai  tanda  negatif  pada

bagian  realnya  dan  tidak  stabil  jika  sedikitnya  satu  dari  nilai  karakteristik
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mempunyai  tanda  positif  pada  bagian  realnya (Derouich dan Boutayeb,

2008).

2.8.  Kriteria Kestabilan Routh-Hurwitz

Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz  adalah  suatu  metode  untuk  menunjukkan

kestabilan  sistem  dengan  memperhatikan  koefisien  dari persamaan

karakteristik  tanpa menghitung  akar-akar  karakteristik  secara  langsung.

Dalam skripsi ini, diberikan contoh kriteria Routh-Hurwitz dengan derajat = 3.
Untuk = 3, bentuk persamaan karakteristiknya adalah sebaga berikut:

+ + + = 0 (2.17)

Dari persamaan (2.1) maka dapat dibentuk matriks Hurwitz sebagai berikut:

= ( ), =
00 , = 1 00 0

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar persamaan karakteristik (2.1) akan

negatif atau mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika det ( ) > 0,
det ( ) > 0 dan det( ) > 0. Tiga syarat ini dapat dinyatakan dengan , dan

sebagai berikut:

a. det ( ) = | | > 0 didapatkan > 0,
b. det ( ) = 00 > 0 sehingga > 0. Karena > 0 maka

didapatkan > 0.
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c. det( ) = 1 00 0 > 0 sehingga − > 0.

Akibatnya ( − ) > 0 dengan demikian didapatkan dua kondisi, yaitu:

(1) > 0 dan − > 0
(2) < 0 dan − < 0.

Untuk kondisi (2) tidak mungkin terjadi, karena jika < 0 maka tidak akan

terpenuhi − < 0.
Dari uraian tersebut dapat disimpulkan bahwa akar-akar persamaan karakteristik

(2.1) akan negatif atau mempunyai bagian real negatif jika , , > 0 dan− > 0. (Derouich dan Boutayeb,  2008).

2.9. Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar yang di notasikan dengan merupakan parameter

yang dapat digunakan untuk melihat seberapa besar potensi penyebaran penyakit

dalam suatu populasi. Bilangan reproduksi dasar besarnya dilihat dari titik

kesetimbangan model. Dalam istilah lain disebut juga sebagai rata-rata

pertumbuhan awal. Bilangan reproduksi dasar mempunyai nilai batas 1 (satu)

sehingga jika nilai kurang dari satu ( < 1), maka satu individu yang

terinfeksi akan menginfeksi kurang dari satu individu rentan sehingga penyakit

kemungkinan akan hilang dari populasi. Sebaliknya, jika lebih dari satu( > 1), maka individu yang terinfeksi penyakit akan menginfeksi lebih dari
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satu individu yang rentan sehingga individu yang terinfeksi di dalam populasi

menyebar.

Penentuan bilangan reproduksi dasar menggunakan metode Next Generation

Matrix. Matriks ini merupakan matriks yang dikontruksi dari sub-sub populasi

yang menyebabkan infeksi. Selanjutnya disusun matriks dan dengan

merupakan matriks dari laju individu baru terinfeksi penyakit dan merupakan

matriks laju perkembangan, kematian, dan atau kesembuhan . Kemudian

perhitungan bilangan reproduksi dasar ( ) berdasarkan linearisasi dan di

titik kesetimbangan bebas penyakit. Selanjutnya didefinisikan F dan V adalah

hasil masing-masing linearisasi dari dan .
Sehingga diperoleh Next Generation Matrix yaitu = . Bilangan

reproduksi dasar diperoleh dari nilai eigen terbesar dari Next Generation Matrix

(Derouich dan Boutayeb,  2008).



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018 di

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini dirancang dengan prosedur sebagai berikut :

a. Membuat asumsi-asumsi yang akan dilakukan.

b.Mengkontruksikan model penyebaran penyakit Demam Berdarah Dengue

(DBD).

c. Menentukan titik kesetimbangan dari model penyebaran penyakit Demam

Berdarah Dengue (DBD).

d. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model penyebaran penyakit

Demam Berdarah Dengue (DBD).

e. Melakukan simulasi numerik.
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f. Menginterpretasikan hasil dari solusi dinamik tersebut.



V. KESIMPULAN

5.1   Kesimpulan

Dari hasil dan pembahasan penelitian yang telah dilakukan, maka dapat

disimpulkan bahwa :

1. Model matematika SIR pada penyebaran penyakit Demam Berdarah Dengue

yaitu:

= − . . . − .
= . . . − . − .
= . . . (1 − ) − .

2. Diperoleh dua titik kestabilan dari model matematika SIR pada penyebaran

penyakit Demam Berdarah Dengue yaitu:

a. Titik kestabilan bebas penyakit yaitu = (1,0,0) yang stabil pada saat< 1. Sehingga pada saat < 1, semakin lama penyakit demam

berdarah akan menghilang dari populasi.

b. Titik kestabilan endemik penyakit yaitu = ( ∗ , ∗ , ∗)
dimana ∗ = . . . .. .( . ) , ∗ = . . .. ( . )( ) ,
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∗ = ( . . . )( . . . . ) . yang stabil pada saat > 1. Pada saat

kesetimbangan ini penyakit akan ada sampai waktu yang tak terbatas.

5.2 Saran

Penulis menyarankan untuk penelitian selanjutnya mencari hubungan perubahan

iklim dengan kondisi endemik penyakit demam berdarah.



DAFTAR PUSTAKA

Bell, Frederick H. 1978. Teaching and Learning Mathematics in Secondary School.
Cetakan Kedua. Brown Company Publishers. Lowa.

Derouich, M. and Boutayeb, A. 2008. An Avian Mathematical Model. Applied
Mathematical Science. 36(2): 1749-1760.

Diekmann, O. dan Heesterbeek, J. A. P. 2000. Mathematical Epidemiology of Infectious
Diseases: Model Building, Analysis and Interpretation. New York: Wiley.

Dinita Rahmalia, 2010. Pemodelan Matematika dan Analisis Stabilitas dari Penyebaran
Penyakit Flu Burung. Jurnal UJMC. 1: 11-19.

Finizio,  N.,  dan  Landas,  G.  1988.  Ordinary  Differential  Equations  with
Modern Applications. Wadsworth Publishing Company. California.

Hetchote, H. W. 2000. The  Mathematics  of Infectious  Disease. SIAM Review.
42(2):599-653.

Kartono. 2012. Analisis Stabilitas dan Optimal Kontrol pada Nyamuk Aedes aegypti
dengan Teknik Sterilisasi Serangga dan Insektisida. Tugas Akhir. S1 Jurusan
Matematika ITS. Surabaya.

Kemenkes  RI. 2013. Riset  Kesehatan Dasar. Badan  Penelitian  dan
pengembangan Kesehatan Kementrian Kesehatan RI. Jakarta.

Perko, 2001. Differential Equations anda Dynamical Systems. Springer-Verlag. New
York.

Sukohar  A, 2014. Demam  berdarah  dengue. Medula. Fakultas Kedokteran
Universitas  Lampung. Bandar Lampung. 2(2):1-14.

.
Triatmodjo. 2002. Metode Numerik. Beta Offset.Yogyakarta.

Wiggins, S., 2009. Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos.
Second Edition. Springer-Verlag. New York.



Yatim,  F.  2007. Macam-Macam  Menyakit  Menular  &  Cara  Pencegahannya.
Pustaka Obor Populer. Jakarta.


	a. cover.pdf
	b. abstrak.pdf
	c. abstract.pdf
	d. halaman judul.pdf
	g. RIWAYAT HIDUP.pdf
	h.pdf
	i. SANWACANA.pdf
	j. daftar isi.pdf
	k. daftar gambar dan tabel.pdf
	l. I.pdf
	m. II.pdf
	n. III.pdf
	p. V.pdf
	q. VI. Dapus.pdf

