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ABSTRACT

DIAGONALIZATION HERMITE MATRIX UNITARILY AND APPLICATION
IN SECURING SECRET MESSAGE

By

ABDURROIS

Hermite matrix is amatrix that results from the matrix transpose conjugate is
equal to itself. Diagonalization hermite matrix unitarily is process to decompose
hermite matrix into adiagona matrix in which the elements of the main diagonal
Is eigenvalues of matrix hermite. One of the benefits of diagonalization hermite
matrix unitarily is as securing secret message. In the process of securing secret
messages, there are two processes, namely the process of encryption and process
description. The conclusion of the above problemsisamatrix that can
diagonalization hermite orthogonally matrix is unitary, eigenvalues of hermite
always real and diagonalization hermite matrix unitarily can applicated in
securing secret message.

Keywords. hermite matrix, diagonalization, cryptograph.



ABSTRAK

DIAGONALISASI SECARA UNITER MATRIKSHERMITE DAN
APLIKASINYA PADA PENGAMANAN PESAN RAHASIA

Oleh

ABDURROIS

Matriks hermite adalah matriks yang hasil dari transpos konjugatnya sama dengan
matriks itu sendiri. Diagonalisasi matriks hermite secara uniter merupakan proses
untuk mendekomposisikan matriks hermite menjadi matriks diagonal dimana
unsur-unsur dari diagonal utamanya merupakan nilai eigen dari matriks hermite.
Salah satu manfaat dari pendiagonalan matriks hermite secara uniter adalah
sebagal pengamanan pesan rahasia. Dalam melakukan proses pengamanan pesan
rahasia tersebut ada dua proses, yaitu proses enkripsi dan proses dekripsi.
Kesimpulan dari permasalahan diatas adalah matriks yang dapat mendiagonalkan
matriks hermite adalah matriks uniter, nilai eigen dari matriks hermite selalu real
dan diagonalisasi matriks hermite dapat diaplikasikan pada pengamanan pesan
rahasia.

Kata kunci: matriks hermite, diagonalisasi, kriptografi.
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matriks merupakan salah satu cabang dari ilmu aljabar linier yang memiliki peran
sangat penting dalam matematika. Pentingnya peranan matriks ini dapat dilihat
dari begitu banyaknya penggunaan matriks dalam berbagai bidang antaralain

aljabar, statistika, metode numerik, persamaan diferensial dan lain-lain.

Matriks memiliki ragam jenis dan ukuran yang berbeda-beda. Ukuran matriks
ditentukan oleh banyaknya baris dan kolom dari suatu matriks. Jika suatu matriks
A mempunya m baris dan n kolom maka matriks dikatakan memiliki ukuran

m X n dan dinotasikan dengan A,,,, . Jikabanyak baris dari suatu matriks sama
dengan banyak kolom yaitu m = n, maka matriksnya dinamakan matriks bujur

sangkar.

Matriks bujur sangkar merupakan salah satu syarat dalam menentukan
diagonalisasi dalam sebuah matriks. Diagonalisasi matriks banyak diterapkan
dalam berbagai ilmu matematika, misalnya dalam irisan kerucut dan persamaan
differensia dimana dalam diagonalisasi yang dilakukan pada matriks dengan

unsur real.



Penerapan diagonalisasi juga dapat dilakukan pada matriks dengan unsur
bilangan kompleks, contohnya matriks hermite. Matriks hermite merupakan
matriks bujur sengkar dengan unsur bilangan kompleks yang memenuhi sifat

A = A* dimana A" adalah matriks transpos konjugat dari A. Pendiagonalan suatu
matriks hermite sangatlah diperlukan terutama saat kita menghitung matriks
hermite A" dimana matriks A™ digunakan sebagai kunci penyandi untuk

pengamanan pesan rahasia

Matriks hermite dapat diaplikasikan untuk proses pengamanan pesan rahasia, hal
ini layak diterapkan di eraglobalisasi karena kerahasiaan adalah suatu hal yang
sangat penting di jaman serba modern seperti sekarang, mengingat semakin
maraknya pembajakan liar dan transaksi kriminal yang semakin modern. Dalam
penelitian ini matriks hermite yang digunakan adalah ordo 5 x 5 dan 6 X 6 serta
diagonal utamanya adalah bilangan real kemudian memilih matriks A? dan E*
sebagal kunci penyandinya dimana A dan E adalah matriks hermite dengan
masing-masing berordo 5 X 5 dan 6 x 6. Berdasarkan masalah tersebut, penulis
ingin mengembangkan salah satu manfaat dari diagonalisasi pada matriks hermite

dengan mengaplikasikannya pada pengamanan pesan rahasia.

1.2  Tujuan Pendlitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut :
1. Mengetahui matriks yang dapat mendiagonalisasi matriks hermite.

2. Mengetahui bentuk nilai eigen pada matriks hermite.
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3. Mengetahui cara menghitung matriks A", n € Z* dimana A matriks hermite
menggunakan proses pendiagonal an.
4. Memperoleh hasil enkripsi dan dekripsi pesan rahasia mengggunakan

algoritmakriptografi Hill Cipher.

1.3 Manfaat Pendlitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:
1. Dapat menambah pengalaman dalam penerapan dari suatu materi yang
telah diperoleh selama perkuliahan.
2. Diharapkan dapat menambah saranainformasi bagi pembaca dan sebagai

bahan referensi bagi pihak yang membutuhkan.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Matriksdan Operasi Matriks

Definis 2.1 Matriks

Suatu matriks adal ah jgjaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam jgjaran tersebut disebut entri dari matriks (Anton and
Rorres, 2004).

Matriks ditulis sebagai berikut:

i1 Q2 7 Qip
az1 A2z asz
A=\ . : ;n = (aj) (2.1)
An1 QAnz *° Qpn
dengan,i,j=1,2,...,ndanay; ,ay;,. .., a,, adaah elemen diagonal utama.

Definisi 2.2 Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Jika A dan B adalah matriks-matriks dengan ukuran yang sama, maka jumlah
A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan anggota-anggota
pada B dengan anggota-anggota A yang berpadanan, dan selish A — B adalah
matriks yang diperoleh dengan mengurangkan anggota-anggota pada A dengan
anggota-anggota B yang berpadanan. Matriks-matriks berukuran berbeda tidak

bisa dijumlahkan dan dikurangkan (Anton, 1987).



Dalam notasi matriks, jikaA = [a;;| dan B = [b;;] memiliki ukuran yang sama,
maka

(A+B)ij = (A);; + (B)ij = ajj + by; (22)
dan

(A—B);; = (A);; — (B)ij = ajj — byj (2.3)

Definisi 2.3 Perkalian Matriks dengan Skalar

Jika A suatu matriks dan ¢ adalah suatu skalar, maka hasil kali cA adalah matriks
yang diperoleh dengan mengalikan setiap anggota dengan ¢ (Anton, 1987).
Daam notasi matriks, jika A = [au], maka,

(CAJU = C(A)Ej = Cajj (2.4)

Definisi 2.4 Perkalian Matriks

Jika A adalah matriks m x r dan B adalah matriksr x n, makahasil kali AB adalah
matriks m x n yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri
dalam barisi dan kolom j dari AB, pisahkanlah barisi dari matriks A dan kolom |
dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut
dan kemudian jumlahkanlgh dari hasil yang diperoleh (Anton and Rorres, 2004).
Dalam notasi matriks, jikaA = [a;;| adalah matriksm x r, dan B = [b;;] adalah

matriks r X n, maka sebagaimana dijelaskan dengan arsiran pada

Qi1 Q2 Qpr
azy Az -+ A I[bn by, .. By ... b,
_ Pl : by1 by ... Baj ... by,
4b = ain Az ' Qr : : : : (2.5)
: : brl brz brj brn

Ami1 Amz ** Amr



entri (AB);; pada baris i dan kolom j dari AB diperoleh melalui

(AB);; = ai1b1j + aizbaj + aizbsj + -+ + airby; (2.6)

Definisi 25 Transpons Matriks
Transpons dari matriks A adalsh adalah matriks yang diperoleh dengan cara
menuliskan kolom-kolom dari A secara berurutan sebagai baris-barisnya
(Lipschutz and Lipsons, 2006).
Dengan kata lain, jika A = [au] adalah matriks m x n, maka

AT = [b;)] (27)

adalah matriks n x m, dlmanabu = a}'i.

2.2 Ruang Vektor

Definisi 2.6 Ruang Vektor

Misalkan V adalah suatu himpunan tak kosong dari objek-objek sebarang,
dengan skalar (bilangan). Operasi penjumlahan depat diartikan sebagai suatu
aturan yang mengasosiasikan setiap pasang objek u dan v pada V dengan suatu
objek u + v yang disebut jumlah dari u dan v. Operas perkalian skalar dapat
diartikan sebegai suatu aturan yang mengasosiasikan setap skalar k dan setiap
objek u pada VV dengan suatu objek ku, yang disebut kelipatan skalar dari u
oleh k. Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi oleh semuaobjek u, v, w pada
V dan semua skalar k dan [, makaV disebut sebagai ruang vektor dan objek-

objek pada V disebut sebagai vektor.



8.

0.

u + v beradadi V
u+t+v=v+u

u+t+@+w)=(u+tv)+w

Terdapat sebuah vektor nol di V sehingga0 +u=u+0 = u.

Untuk setiap u di V terdapat - u di V yang dinamakan negatif u

sedemikian sehinggau + (—u) = (—u)+u =0.
ku beradadi V.

k(u+v) =ku+ kv

(k+Du=ku+lu

k(lw) = (kl)u

10. 1u = u (Anton and Rorres, 2004).

Definisi 2.11 Kombinasi Linear

Suatu vektor w disebut kombinasi linear dari vektor-vektor v4,v3,..., v, jika

dapat dinyatakan dalam bentuk

w = kv +kyvp + - + kv,

dimana kq,k;,..., k, adalah skalar (Anton and Rorres, 2004).

Definisi 2.7 Merentang

Jika vq,v,,..., v, adalah vektor-vektor pada ruang vektor VV dan jika setiap

(2.8)

vektor pada V dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear v4,v5,..., v,- maka

dikatakan vektor-vektor tersebut merentang V (Anton, 1987).



Definisi 2.8 Kebebasan Linear
Jkas = {v1,v;,..., v,-} adelah himpunan vektor, maka persamaan vektor
klvl + k2v2 + ... + krv,. =0 (29)

mempunyai paling sedikit satu pemecahan, yakni

k,=0,k,=0,.... k,=0
Jikaini adalah satu satunya pemecahan, maka S dikatakan himpunan bebas linear.
Jika ada pemecahan lain, maka dinamakan himpunan tak bebas linear (Anton and

Rorres, 2004).

Definisi 2.9 Basis
JikaV adalah sebarang ruang vektor dan S = {v¢,v,,..., v,,} merupakan
himpunan berhingga dari vektor-vektor pada V, maka S dinamakan basis

untuk V jika Sbebaslinear dan S merentang V (Anton, 1987).

Definis 2.10 Dimens
Misalkan V adalah ruang vektor. JikaV memiliki basis yang terdiri dari n vektor,

maka dikatakan bahwa V memiliki dimensi n (Leon, 2001).

2.3 BasisOrtonormal dan Proses Gram-Schmidt

Definisi 2.11 Basis Ortonormal

Sebuah himpunan vektor padaruang hasil kali dalam dinamakan himpunan
ortogonal jika semua pasangan vektor-vektor yang berbeda dalam himpunan
tersebut ortogonal (saling tegak lurus). Sebuah himpunan ortogonal yang setiap

vektornya mempunyai norma 1 dinamakan ortonormal (Anton and Rorres, 2004).



Definisi 2.1Z Proses Gram-Schmidt
Misalkan (vq,v3,..., v, ) adalah bzsis dari ruang hasil kali dalam V. Kemudian

menentukan basis ortogonal (wq,w3,..., W) dari sebagaimana sebagai berikut:

Wqi=711
Wo =9 <vy wWqy> W
2582 T i 1
N <vz wi> <vzwz>
Wa=¥3 — i 1T ,
1.W1> <Wz2,Wz>
Wi = P <UpW1> <UpWz2=> <PpWn-1>_
- T <wywrs 1 <W2z,Wz> # <Wn-1.Wn-1> =l
dengen k= 2,3,...,n, didefinisikan :
Wi = Vg — CpaW1 — CoWz — =+ — Cin-1Wk-1 (2.10)
. <vgWi> . ]
dimanacy; = = adalah komponen dari v, padaw;.
ir rf}

Jadi wi,Wo,..., w, membentuk basis ortogonal untuk V dan dengan normalisasi
setiap w; akan dihasilkan basis ortonormal untuk V. Pembentukan persamaan di
atas dikenal sebagai proses ortogonalitas Gram-Schmidt (Lipschutz and Lipsons,

2006).

2.4 Determinan dan Invers

Definisi 2.13 Determinan
Misalken A adalah suatu matriks bujur sangkar. Fungsi determinan dinotasikan

dengan det dan didefinisikan det(A) sebagai jumlah dari semua hasilkali
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elementer bertanda dari A. Angkadet(A) disebut determinan dari A (Anton and
Rorres, 2004).

Determinan berordo 1, berordo 2, dan berordo 3 didefinisikan sebagai

berikut:
lai1| = aqy (2.11)
aii '3112|
=10y — Aq>0 2.12
|a21 ays 11422 12421 ( )
dan
11 Q12 i3
det(A) =[az1 Q22 Q23| = a11052033 + Q120530311 01302103; —Aq302203;
az; dzz dazz

—Qaq2Q310433 —A11023033. (2.13)

Definisi 2.14 Invers

Jika A adalah matriks bujur sangkar, dan jika terdapat matriks B yang
ukurannya sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A disebut
dapat dibalik (invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A. Jika
matriks B tidak dapat didefinisikan, maka A dinyatakan sebagal matriks

singular (Anton and Rorres, 2004).

2.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.15 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Jika A adalah sebuah matriks n x n , maka sebuah vektor tak nol x pada R™
disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x,

Ax =Ax (2.14)
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untuk sebarang skalar A. Skalar A disebut nilai eigen dari A, dan x disebut sebagai

vektor eigen dari A yang terkait dengan A (Anton and Rorres, 2004).

Untuk mencari nilai eigen matriks A yang berukuran n x n maka menuliskannya
kembali persamaan (2.14) sebagal

Ax = Alx
atau secara ekuivalen

(A-ADx=0 (2.15)
dari persamaan (2.15) memiliki solus taknol jika dan hanyajika

det(A- Al =0. (2.16)

Persamaan (2.16) disebut persamaan karakteristik.

2.6 Diagonalisas Matriks

Definisi 2.16 Diagonalisasi Matriks

Sebuah matriks bujur sangkar A dikatakan dapat didiagonalisasikan jika terdapat
sebuah matriks P yang dapat dibalik sedemikian rupasehingga P~*AP adalah
sebuah matriks diagonal, matriks P dikatakan mendiagonalisasi A (Anton and

Rorres, 2004).

Prosedur untuk mendiagonalisasikan sebuah matriks:
1. Menentukan n vektor eigen dari A yang bebaslinier, misalkan p, p2 ,..., Pn
2. Membentuk sebuah matriks P dengan p4, p2 ,..., P Sebaga vektor-vektor

kolomnya.
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3. Matriks P~ AP kemudian akan menjadi diagonal dengan A, 1, ...., A,, sebagai
entri-entri diagonalnya secara berurutan, dimana A; adalah nilai eigen yang

terkait dengan p; untuk i = 1,2,...,n.

2.7 Diagonalisas Matriks Hermite

Definisi 2.17 Diagonalisas Secara Uniter

Sebuah matriks bujursangkar A dengan entri-entri kompleks dikatakan secara
uniter dapat didiagonalkan apabila terdapat sebuah matriks uniter P yang
sedemikian rupasehingga P~ 1 AP (= P*AP) adalah matriks diagonal, dan matriks

P dikatakan secara uniter mendiagonalisasi A (Anton dan Rorres, 2006).

Teorema 2.1 Nilai Eigen Matriks Hermite
Nilai - nilai eigen dari sebuah matriks hermite adalah bilangan - bilangan red
(Anton dan Rorres, 2006).
Bukti :
Jika A adalah sebuah nilai eigen dan v adalah vektor eigen yang terkait dengan
sebuah matriks hermitian , yang berukuran n X n maka

Av = v (2.17)
Apabila dikalikan kedua belah sisi persamaan (4.1) dengan v* maka diperoleh

v AV = v v = W'y = A |v||? (2.18)
Berdasarkan persamaan (4.2) maka dapat menyatakan A sebagai

v Av

A= (2.19)

[ell?
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Untuk menunjukkan bahwa A adalah bilangan real dapat dilakukan dengan
menunjukkan bahwa entri v* Av adalah bilangan real. Salah satu cara untuk
menunjukkan bahwa matriks v*Av adalah hermite, karena matriks-matriks
hermite memiliki entri-entri bilangan real pada diagona utamanya sehingga
(v Av) = v A*(v") = v Av
v Av

adal ah merupakan matriks hermite. Jadi dapat dismpulkan bahwa A = — adalah

lvll?

bilangan real.

2.8 Bilangan Kompleks

Definisi 2.17 Bilangan Kompleks
Bilangan kompleks z adalah pasangan terurut (x, y) dari bilangan real x dan y
yang dituliskan sebagai

z=(xy)=x+1iy (2.20)
dengan i = V—1, x disebut sebagai bagian real dan y disebut sebagai bagian
imajiner, dan ditulis sebagai

x = Re(z) dany = Im(2) (2.21)
Bilangan konjugat kompleks dengan notasi z dari bilangan kompleks z = x + iy
didefinisikan sebagai

z=x—1iy (2.22)

(Anton and Rorres, 2006).
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Definisi 2.18 Modulus Bilangan Kompleks
Modulus bilangan kompleks z = x + iy yang dinotasikan dengan |z|,
didefinisikan sebagai

|z] =/x* +y? (2.23)

(Anton and Rorres, 2006).

2.9 MatriksKompleks

Definisi 2.19 Transpons Konjugat Matriks Kompleks
Jika A adalah sebuah matriks yang memiliki entri-entri bilangan kompleks, maka

transpos konjugat matriks A, yang dinotasikan dengan A*, didefinisikan sebagai

—r
A =4 (2.24)

dimana A adalah sebuah matriks yang entri-entrinya adalah konjugat kompleks

—T
dari entri-entri yang bersesuaian pada matriks A dan A adalah transpos dari

matriks A4 (Anton and Rorres, 2006).

Definisi 2.20 Hasilkali Dalam Euclidean Kompleks
Jkau = (uy,uy,..., uy) danv = (vy,v,,..., v, ) adalah vektor-vektor pada C™,
maka hasilkali dalam Euclidean kompleks antara keduanya, u - v, didefinisikan
sebagal

W U= UV + UUy + o Uy Uy, (2.25)
dengan v4, vy, ..., U, adalah konjugat-konjugat dari v;,v5,..., v, (Anton and

Rorres, 2006).
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Definisi 2.21 Norma atau Panjang Euclidean
Norma Euclidean atau panjang Euclidean sebuah vektor u = (uq,u,,..., u,) pada

C™ sebagai

= ) /2= JTug|2 + ]2 + -+ [unl? (2.26)

(Anton and Rorres, 2006).

Definisi 2.22 Matriks Uniter
Sebuah matriks bujur sangkar A dengan entri-entri kompleks disebut uniter jika

A1 = A” (Anton and Rorres, 2006).

Definisi 2.23 Matriks Hermitze

Sebuah matriks bujur sangkar A dengan entri-entri kompleks disebut hermite

jikaA = A" (Anton and Rorres, 2006).

Matriks hermite merupakan bentuk lain dari matriks simetri pada matriks dengan
unsur bilangan riil. Pada matriks dengan elemen riil, matriks simetri didefinisikan
dengan A = AT , sama halnya dengan matriks hermite yaitu A = A*, dimana A*

merupakan transpos konjugat dari A.

Definisi 2.24 Matriks Normal
Sebuah matriks bujur sangkar A dengan entri-entri kompleks disebut normal jika

AA" = A" A (Anton and Rorres, 2006).
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Setiap matriks hermite merupakan matriks normal karena AA* = AA = A*A dan

setigp matriks uniter adalah matriks normal karena AA*=1 = A*A.

2.10 Kriptografi

Kriptografi berasal dari bahasa Y unani, terdiri dari dua suku kata yaitu kripto dan
graphia. Kripto artinya menyembunyikan, sedangkan graphia artinya tulisan.
Kriptografi adalah ilmu yang mempelgjari teknik-teknik matematika yang
berhubungan dengan aspek keamanan informasi, seperti kerahasiaan data,
keabsahan data, integritas data, serta autentikasi data. Tetapi tidak semua aspek
keamanan informasi dapat diselesaikan dengan kriptografi. Kriptografi dapat pula
diartikan sebagai ilmu atau seni untuk menjaga keamanan pesan. Ketika suatu
pesan dikirim dari suatu tempat ke tempat lain, isi pesan tersebut mungkin dapat
disadap oleh pihak lain yang tidak berhak untuk mengetahui isi pesan tersebut.
Untuk menjaga pesan, maka pesan tersebut dapat diubah menjadi suatu kode yang

tidak dapat dimengerti oleh pihak lain.

Enkrips adalah sebuah proses penyandian yang melakukan perubahan sebuah
kode (pesan) dari yang bisa dimengerti (plainteks) menjadi sebuah kode yang
tidak bisa dimengerti (cipherteks). Sedangkan proses kebalikannya untuk
mengubah cipherteks menjadi plainteks disebut dekripsi. Proses enkripsi dan
dekrips memerlukan suatu mekanisme dan kunci tertentu (Menezes, Oorschot

and Vanstone, 1996).
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2.11 Hill Cipher

Pada tahun 1929 Lester S. Hill menciptakan Hill Cipher. Teknik kriptografi ini
diciptakan dengan maksud untuk dapat menciptakan cipher (kode) yang tidak
dapat dipecahkan menggunakan teknik analisis frekuensi. Hill Cipher tidak
mengganti setiap abjad yang sama pada plaintext dengan abjad lainnya yang
sama pada ciphertext karena menggunakan perkalian matriks pada dasar
enkripsi dan dekripsinya. Hill Cipher yang merupakan polyal phabetic cipher
dapat dikategorikan sebagal block cipher. Karenateks yang akan diproses akan
dibagi menjadi blok-blok dengan ukuran tertentu. Setiap karakter dalam satu
blok akan saling mempengaruhi karakter lainnya dalam proses enkripsi dan
dekripsinya, sehingga karakter yang sama belum tentu dipetakan menjadi

karakter yang sama pula. (Stinson, 2006).

Secara umum dengan menggunakan matriks K, «m sebagal kunci. Jike elemen
pada baris i dan kolom j dari matriks K adalah k; ;, maka dapat ditulis K = k; ;.
Untuk x = (xq, %5, **, Xp) dany = e, (x) = (34, ¥, -+, V) sebagai berikut:

A1 Qg2 - Qin
a1 Qzz ... (O2pn

(yl!yZJ“'Jym) = (xl,xz, ""Xm) ( :
An1 Qnz - Qun
dengan katalain, y = xK.
Untuk melakukan dekripsi mengggunakan matriks invers K 1. Jadi dekripsi

dilakukan dengan rumus x = yK ! (Ariyus, 2008).



2.12 Aritmatika M odular

Definisi 2.25 Modulus

Jikam adal ah sebuah bilangan bulat positif, a dan b adalah bilangan-bilangan

bulat sebarang, maka dikatakan bahwa a ekuivalen dengan b modulam, ditulis
a = b (mod m) (2.27)

Jikaa - b adalah kelipatan bilangan bulat dari m (Anton and Rorres, 1988).

Teorema 2.2 Residu Modulus

lal

Untuk sebarang bilangan bulat a dan modulus m, misallkan R = sisadari —

mw
maka residu r dari modulo m dapat ditentukan dengan
R jikaa =0
r={m—R jikaa<0danR #0 (2.28)
0 jikaa<0danR =0

(Anton and Rorres, 1988).
Bukti:

Untuk kasusa = 0
. ™ . lal _ . la| _ a
Karena R = sisa dari o atau |a| = R(mod m), Jelas—n: == dan
a = R(mod m), makaresidu r dari modulo m adalah R. Jadi r = R.

Untuk kasusa < 0

. . |a o . a - .
Karena. R = sisa dari % atau |a| = R(mod m), Je]aS% = dan

—a = (m — R)(mod m), makaresidu r dari modulo m adalah m — R. Jadi

r=m—R.

18



JkaR =0, jelasm — R = m — 0 = m makaresidu r dari modulo m adalah 0.

Jadi r = 0.

Definisi 2.26 Invers Perkalian
Misalkan diberikan a € Z,,. Invers perkalian dari a adalah bilangan a™! € Z,,

sedemikian sehinggaaa™ = a ta = 1 (mod m) (Stinson, 2006).
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(1. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan
Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester ganjil tahun akademik

2017/2018.

3.2 Metode Pendlitian

M etode yang dipergunakan dalam penelitian ini adalah studi kepustakaan
(literatur). Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan penulis dalam
menyel esaikan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mendiagonalisasi matriks hermite secara uniter sebagai berikut:

a. Diketahui matriks hermite A dengan ordo m X m.

b. Menentukan polinomial karakteristik dari matriks A.

c. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A.

d. Menerapkan proses Gram-Schmidt untuk mendapatkan basis ortonormal.

e. Membentuk matriks P yang kolom-kolomnya adalah vektor-vektor basis

yang dibangun dari proses Gram-Schmidt.
f. Membuktikan P dengan menunjukkan P~1AP , dimana P~ adalah matriks

konjugat transpos dari P , maka mendiagonalisasi A secara uniter.
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2. Melakukan proses enkripsi pesan rahasia sebagai berikut:

a. Diketahui plaintext yang akan dienkripsi dan matriks hermite A™ sebagai
kunci penyandinya.

b. Melakukan proses diagonalisasi pada matriks hermite A untuk menghitung
matriks A™.

c. Mentranformasikan matriks A™ = [a;;] ke dalam matriksreal B = [by;],
dimanab;; = |a1-j|2 dan melakukan operasi modular pada matriks B.

d. Mengelompokkan karakter-karakter plaintext yang berurutan ke dalam
vektor plaintext m x 1, kemudian konversikan karakter tersebut dengan nilai
numeriknya.

e. Mengalikan matriks B dengan setiap vektor plaintext dan melakukan operasi
modular serta konversikan dengan karakter yang setara.

f. Diperoleh pesan rahasia yang telah dienkripsi.

3. Melakukan proses dekripsi pesan rahasia sebagai berikut:

a. Diketahui ciphertext yang akan didekripsi dan matriks hermite A™ sebagai
kunci penyandinya.

b. Melakukan proses diagonalisasi pada matriks hermite A untuk menghitung
matriks A™.

c. Mentranformasikan matriks A™ = [a;;] ke dalam matriksreal B = [b;;],
dimanab;; = |a;;|* dan melakukan operasi modular pada matriks B.

d. Mencari invers dari matriks B didefinisikan B~ = C = [¢;;] dan melakukan
operasi modular pada matriks C.

e. Mengelompokkan karakter-karakter ciphertext yang berurutan ke dalam



vektor ciphertext m x 1, kemudian konversikan karakter tersebut dengan
nilai numeriknya.

f. Mengalikan matriks C dengan setiap vektor ciphertext dan melakukan
operasi modular serta konversikan angka tersebut dengan karakter
yang setara.

g. Diperoleh pesan rahasia yang telah didekripsi.
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat ditarik

kesimpulan sebagai berikut:

1. Matriks yang dapat mendiagonalisasi matriks hermite adaah matriks uniter.

2. Bentuk nilai eigen pada matriks hermite adalah selalu real.

3. Perhitungan matriks A", dimana n € Z *dan A hermite menggunakan proses
diagonalisasi matriks hermite yaitu dengan mendekomposisikan matriks A
sedemikian hingga matriks A = PDP~1dimana P matriks uniter yang
mendigonal A dan D adalah matriks diagonal yang entri-entri diagonalnya
merupakan nilai eigen dari matriks hermite A, sehingga diperoleh A™ =
pD"pP~L,

4. Berdasarkan contoh 4.3 dan contoh 4.4, enkripsi dari plaintext Matematika
FMIPA Universitas Lampung 2017/2018 menggunakan kunci penyandi
matriks ordo 5 X 5 dan ordo 6 X 6 menghasilkan ciphertext yang dikirim
kepada orang yang berhak menerimanya untuk didekripsi menjadi plaintext

semula.
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