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ABSTRACT

THE NUMBER OF VERTEX LABELED GRAPHS WITH VERTEX
MAXIMUM SIX THAT HAVE CYCLE GRAPH AND LOOP WITH THE

NUMBER OF LOOP MAXIMUM SIX

By

Annisa Hevita G.K.S.

Cycle graph is a simple graph that each vertex has two degrees. This graph written
in . A graph is called labeled graph if each vertex or each edge is assigned a
label or a unique name (i.e., no two vertices or two edges have the same labels).
Loop is an edge that has the same vertex as its end. Parallel edges are two or more
edges that connected two same vertices. If given vertices and edges, then
there will be a lot of graphs formed, whether it is a connected or disconnected
graphs, simple or not. In this research we will discuss how to determine the
number of vertex labeled graphs that contain cycle graph and loop. The result of

this research is ( , , ) = ( + 1)( + 2)… + ( − 1) ; 3 ≤ ≤ 6 ; ≤ 6 ,

with is the number of vertices and is the number of loop in the graph.

Key words: graph, cycle graph, loop, and labeled graph.



ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF BERLABEL DENGAN ORDE
MAKSIMAL ENAM YANG MEMUAT GRAF SIKLUS DAN LOOP

DENGAN JUMLAH LOOP MAKSIMAL ENAM

Oleh

Annisa Hevita G.K.S.

Graf siklus (cycle) atau graf lingkaran merupakan graf sederhana yang setiap
simpulnya berderajat dua. Graf ini dilambangkan dengan . Pelabelan suatu graf
adalah graf yang secara umum dipresentasikan dengan titik serta himpunan
bilangan asli yang disebut label. Loop adalah suatu garis yang memiliki titik yang
sama sebagai kedua ujungnya. Jika diberikan titik dan garis, maka banyak graf
yang dapat terbentuk baik terhubung atau tidak, sederhana atau tidak. Pada
penelitian ini akan dibahas tentang cara menentukan banyaknya graf berlabel
dengan 3 ≤ ≤ 6 dan ≤ 6 . Hasil dari penelitian ini adalah ( , , ) =12 ( + 1)( + 2)… + ( − 1) ; 3 ≤ ≤ 6 ; ≤ 6 . Dengan adalah jumlah titik

pada graf, dan merupakan jumlah loop pada graf.

Kata kunci: graf, graf siklus, loop, dan graf berlabel
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf adalah salah satu cabang dari ilmu matematika yang lahir pada tahun

1736 melalui tulisan Leonhard Euler yang berisi tentang upaya pemecahan

masalah jembatan Konigsberg yang sangat terkenal di Eropa. Leonhard Euler

memodelkan masalah jembatan Konigsberg ke dalam graf, dengan daratan

dinyatakan sebagai titik atau vertex dan jembatan sebagai garis atau edge.

Gambar 1. Jembatan Konigsberg dan representasi graf Jembatan Konigsberg

Suatu graf G = (V, E) terdiri atas himpunan objek ≠ 0 yang disebut himpunan

titik, dan suatu himpunan lain ≠ 0 yang merupakan himpunan garis sedemikian

hingga tiap garis ek dikaitkan dengan suatu pasangan garis tak terurut (vi, vj).

Garis yang dua titik ujungnya sama disebut loop. Pada suatu graf dimungkinkan
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adanya lebih dari satu garis yang dikaitkan dengan sepasang titik. Pasangan garis

semacam ini disebut garis-garis paralel  atau sejajar.

Graf terhubung merupakan graf yang setiap titiknya saling terhubung dengan

minimal satu garis yang menghubungkan titik-titiknya. Sedangkan graf berlabel

merupakan graf yang setiap titik atau garisnya memiliki label.  Graf siklus atau

yang disebut juga dengan graf lingkaran, merupakan graf terhubung sederhana

yang membentu siklus dan berderajat dua.

Agnarsson dan Raymond (2007) melakukan penelitian tentang penentuan

banyaknya graf sederhana. Dari penelitian ini didapatkan rumus umum untuk

menghitung jumlah graf sederhana. Arifah (2015) telah melakukan penelitian dan

mendapatkan rumus umum untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel

tanpa garis paralel dengan banyaknya titik tiga dan empat. Selanjutnya,

Wamiliana dkk. (2016) melakukan penelitian penentuan banyaknya graf tak

terhubung berlabel orde lima tanpa garis paralel dan Amanto dkk. (2017)

melakukan penelitian untuk menentukan banyaknya graf tak terhubung berlabel

titik dengan orde maksimal empat. Dari penelitian-penelitian ini, penulis melihat

belum ada rumus umum untuk menentukan banyaknya graf yang memuat graf

siklus dan loop. Berdasarkan hal  tersebut penulis tertarik untuk meneliti

banyaknya graf berlabel dengan orde maksimal enam yang memuat graf siklus

dan loop.
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1.2 Batasan Masalah

Pembahasan dalam penelitian ini akan dibatasi pada graf berlabel yang memuat

graf siklus dan loop dengan 3 ≤ ≤ 6 dan ≤ 6 dengan adalah jumlah titik

dan adalah jumlah loop pada graf.

1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu :

1. Untuk mengetahui pola-pola graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop.

2. Untuk mengetahui banyaknya graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Mengetahui pola dalam menghitung graf.

2. Mengetahui pola dan jumlah graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop.
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II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Teori Graf

Pada subbab ini definisi dan istilah dirujuk dari Deo (1989). Suatu graf =( , ) terdiri dari himpunan objek ≠ ∅ yang disebut vertex (titik), dan

himpunan ≠ ∅, yang anggota-anggotanya disebut edge (garis), dimana setiap

garis menghubungkan pasangan titik ( , ) . Titik dan disebut titik

ujung dari .

Perhatikan bahwa definisi ini memungkinkan sebuah garis terhubung dengan

sepasang titik ( , ). Suatu garis yang memiliki titik yang sama sebagai kedua

ujungnya disebut loop. Contoh dari loop dapat dilihat pada Gambar 2, garis

merupakan loop.

Gambar 2. Graf dengan 5 titik dan 7 garis
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Dari Gambar 2 dapat dilihat bahwa memungkinkan untuk sepasang titik

terhubung dengan lebih dari satu garis, contohnya garis dan garis . Garis

seperti ini disebut dengan garis paralel.

Suatu garis dan garis dikatakan menempel (incident) dengan titik jika titik

merupakan salah satu ujung dari garis dan tersebut. Sedangkan dua titik

dan disebut bertetangga (adjacent) jika kedua titik tersebut merupakan ujung

dari garis yang sama. Pada Gambar 2 dapat dilihat bahwa dan bertetangga,

dan garis dengan garis saling menempel pada titik .

Jumlah garis yang menempel (incident) pada titik , dengan loop dihitung

sebanyak dua disebut dengan derajat (degree) dari titik yang dinotasikan

dengan ( ). Contohnya pada Gambar 2, ( ) = ( ) = ( ) = 3, ( ) =4, dan ( ) = 1. Suatu titik yang berderajat satu disebut dengan titik pendant.

Pada Gambar 2, dapat dilihat bahwa titik berderajat satu, maka titik disebut

dengan titik pendant.

Walk adalah barisan berhingga dari titik dan garis yang dimulai dan diakhiri

dengan titik sedemikian sehingga setiap garis menempel (incident) dengan titik

sebelum dan sesudahnya. Walk juga dapat dimulai dan berakhir dengan titik yang

sama. Walk yang seperti ini disebut dengan closed walk. Sedangkan walk yang

memiliki atau melewati titik yang berbeda tidak lebih dari satu kali disebut

dengan path. Path yang dimulai dan berakhir di titik yang sama disebut dengan

circuit. Dapat dilihat pada Gambar 2 contoh dari walk adalah .
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Sedangkan contoh closed walk adalah , contoh dari path

adalah dan contoh dari suatu circuit pada Gambar 2 adalah

.

Graf G dikatakan graf terhubung jika paling sedikit ada satu path diantara setiap

pasangan titik di G. Jika sebaliknya, maka graf G merupakan graf tak terhubung.

(a) (b)

Gambar 3. Graf terhubung (a) dan graf tak terhubung (b)

Objek kajian dari pelabelan suatu graf adalah graf yang secara umum

dipresentasikan dengan titik serta himpunan bilangan asli yang disebut label.

Pelabelan ini disebut dengan pelabelan titik. Jika yang diberikan label adalah garis,

maka pelabelannya disebut pelabelan garis. Sedangkan yang disebut pelabelan

total atau pelabelan titik dan garis adalah pemberian label pada titik dan garis dari

suatu graf.

Suatu graf G dan G’ dikatakan isomorfis (satu sama lain) jika terdapat jumlah titik

dan garis yang sama dan mempertahankan sifat ketetanggaannya, walaupun cara

penggambarannya berbeda.



7

Gambar 4. Contoh graf isomorfis

2.1.1 Graf Siklus

Berdasarkan ada tidaknya loop atau garis paralel pada suatu graf, secara umum

graf dapat dikelompokkan menjadi graf sederhana dan graf tidak sederhana. Graf

sederhana merupakan graf yang tidak mengandung loop atau garis paralel.

Sedangkan graf yang mengandung loop atau garis paralel disebut graf tak-

sederhana . Definisi graf siklus (cycle) atau graf lingkaran adalah graf sederhana

yang setiap simpulnya berderajat dua dan hanya tediri atas satu siklus. Graf siklus

tidak memiliki loop atau garis paralel karena graf siklus merupakan graf

sederhana. Graf ini dilambangkan dengan (Hasmawati 2015).

2.2 Konsep Dasar Teknik Pencacahan

Definisi dan istilah pada subbab ini dirujuk dari Munir (2005). Misalkan adalah

bilangan bulat positif. Besaran faktorial (dinotasikan dengan ! ) adalah hasil kali

semua bilangan bulat antara 1 hingga .
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! = ( − 1)( − 2)… (1)
Permutasi adalah jumlah urutan berbeda dari pengaturan objek-objek. Misalkan

permutasi dari objek adalah jumlah kemungkinan urutan buah objek yang

dipilih dari buah objek, dengan ≤ , yang dalam hal ini pada setiap

kemungkinan urutan tidak ada objek yang sama. Secara umum, rumus dari

permutasi adalah

= !( − )!
Bentuk khusus dari permutasi adalah kombinasi. Jika pada permutasi urutan

kemunculan diperhitungkan, maka pada kombinasi, urutan kemunculan diabaikan.

Kombinasi elemen dari elemen adalah jumlah pemilihan yang tidak terurut

elemen yang diambil dari buah elemen. Secara umum, untuk mencari kombinasi

digunakan persamaan

= !! ( − )! ; , ∈ ℕ, 0 ≤ ≤
2.3 Barisan Aritmatika

Berdasarkan Imail (2014), secara umum barisan bilangan dapat dinyatakan

sebagai ( ) = ( , , , … , ). Dalam hal ini ( ) nama barisan bilangan,

suku pertama, suku kedua, suku ketiga dan seterusnya. adalah suku ke- .

Beda dari dua suku yang berurutan adalah selisih dari suku sesudahnya dan suku

sebelumnya, seperti − , − dan seterusnya − .



9

Pola umum dari pola barisan aritmatika tingkat dua adalah= + +
Rumus suku ke- dari suatu barisan aritmatika tingkat dua ditentukan oleh, , melalui substitusi suku pertama, kedua, dan ketiga ke pola umum ( ).
Pola umum dari pola barisan aritmatika tingkat tiga adalah= + + +
Rumus suku ke- dari suatu barisan aritmatika tingkat dua ditentukan oleh, , dan melalui substitusi suku pertama, kedua, ketiga dan keempat ke

pola umum ( ).
Pola umum dari pola barisan aritmatika tingkat empat adalah= + + + +
Dan pola umum dari barisan aritmatika orde / tingkat ke-m adalah= + + +⋯+ +
dengan,= banyaknya suku ke-= suku ke- orde ke- , untuk = 1,2,3, …
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III. METODE PENELITIAN

3.1 Penelitian yang Telah Dilakukan

Diberikan , dengan 0 ≤ ≤ 2 , , ∈ ℕ
a. Graf merupakan graf sederhana dengan titik. Banyaknya graf

adalah = 2
b. Graf ( ) merupakan graf sederhana dengan titik dan garis.

Banyaknya graf ( ) adalah ( ) = 2
(Agnarsson & Raymond, 2007)

3.2 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian akan dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada tahun 2017-2018.
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3.3 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah

1. Melakukan observasi dengan menggambar pola graf berlabel yang memuat

graf siklus dan loop.

2. Melihat pola yang terbentuk dari banyaknya graf berlabel yang memuat graf

siklus dan loop.

3. Mengelompokkan graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop untuk setiap

titik dan loop.

4. Melakukan perhitungan terhadap jumlah graf berlabel yang memuat graf

siklus dan loop untuk setiap titik dan loop.

5. Menentukan rumus untuk graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop

dengan titik dan loop.

6. Membuktikan rumus yang terbentuk.
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Langkah-langkah ini dapat dirangkum dalam bentuk diagram alur sebagai berikut:

Gambar 5. Diagram Alur Metode Penelitian

Mulai

Observasi dengan menggambar graf berlabel yang memuat graf
siklus dan loop

Lihat pola graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop yang
terbentuk berdasarkan titik dan loop

Kelompokkan graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop
berdasarkan titik dan loop

Hitung jumlah graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop
berdasarkan titik dan loop

Tentukan rumus berlabel yang memuat graf siklus dan loop dengan
titik dan loop

Buktikan rumus

Stop
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V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan observasi dari graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop, maka

diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Untuk = 3 ; ≤ 6
( , , ) = 12 ( + 1)( + 2)

2. Untuk = 4 ; ≤ 6
( , , ) = 12 ( + 1)( + 2)( + 3)

3. Untuk = 5 ; ≤ 6
( , , ) = 12 ( + 1)( + 2)( + 3)( + 4)

4. Untuk = 6 ; ≤ 6
( , , ) = 12 ( + 1)( + 2)( + 3)( + 4)( + 5)
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Jumlah graf berlabel yang memuat graf siklus dan loop secara umum dapat dicari

dengan;

( , , ) = 12 ( + 1)( + 2)… + ( − 1) ; 3 ≤ ≤ 6 ; ≤ 6
dengan

= banyaknya titik pada graf

= banyaknya loop pada graf

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan rumus umum banyaknya graf

berlabel yang memuat graf siklus dan loop dengan lebih besar dari 6 dan loop

lebih besar dari 6.
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