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ABSTRACT

MULTILEVEL REGRESSION ANALYSIS OF POPULATION DENSITY
OF LAMPUNG PROVINCE IN 2016 WITH MAXIMUM LIKELIHOOD
RESTRICTED MAXIMUM LIKELIHOOD

By

Abdul Kodir

Hierarchical data is data collected from two or more levels where lower levels are
nested in higher levels. Initially, the analysis was done without observing the
information based on the higher levels. It leads to dissatisfaction of the analysis
result and creating heteroscedastisity in the error. Thus, in order to resolve the
problems, multilevel regression model is used. The purpose of this study is to
determine the factors affecting population density in Lampung province in 2016 at
district and sub-district level and to know the diversity that can be explained at the
district and sub-district level using REML method. The results showed that the
best multilevel model is a model without Z variables. Factors affecting the
population density in Lampung province is sex ratio, population growth, and the
original income of the sub-district. The diversity of population density that can be
explained at the district level is 36,73% while for sub-district level is 12,17%.

Key words: hierarchical data, population density, multilevel regression



ABSTRAK

ANALISIS REGRESI MULTILEVEL TERHADAP DATA KEPADATAN
PENDUDUK PROVINSI LAMPUNG TAHUN 2016 DENGAN METODE
RESTRICTED MAXIMUM LIKELIHOOD

Oleh

Abdul Kodir

Data hirarki adalah data yang dikumpulkan dari dua atau lebih level dimana level
yang lebih rendah bersarang pada level yang lebih tinggi. Awalnya, analisis yang
dilakukan tanpa memperhatikan informasi pada level yang lebih tinggi. Hal ini
mengakibatkan ketidakpuasan pada hasil analisisnya dan menimbulkan
heteroskedastisitas pada galat. Maka untuk mengatasi masalah tersebut, digunakan
model regresi multilevel. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui
faktor-faktor yang mempengaruhi kepadatan penduduk di provinsi Lampung
tahun 2016 pada level kabupaten dan level kecamatan dan mengetahui keragaman
yang dapat dijelaskan di level kabupaten dan di level kecamatan dengan
menggunakan metode REML. Dari hasil analisis diperoleh bahwa model
multilevel terbaik yaitu model multilevel yang tidak mengikutsertakan variabel Z.
Faktor-faktor yang mempengaruhi kepadatan penduduk di provinsi Lampung
yaitu rasio jenis kelamin, pertambahan penduduk, dan pendapatan asli kecamatan.
Keragaman dari kepadatan penduduk yang dapat dijelaskan pada level kabupaten
adalah sebesar 36,73% sedangkan untuk level kecamatan adalah sebesar 12,17%.

Kata kunci: data hirarki, kepadatan penduduk, regresi multilevel
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l. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Data yang terstruktur hirarki merupakan data yang timbul karena individu-
individu terkumpul dalam kelompok-kelompoknya, dimana individu-individu
dalam kelompok yang sama memiliki karakteristik yang cenderung sama.
Struktur hirarki mengindikasikan bahwa data yang dianalisis berasal dari
beberapa level, dimana level yang lebih rendah tersarang pada level yang lebih
tinggi. Analisis dari data seperti ini disebut sebagai analisis data multilevel.
Dalam beberapa sumber penelitian model regresi multilevel dikenal dengan

Hierarchical Linear Model (Harlan, 2016).

Metode yang digunakan untuk menduga parameter model regresi
multilevel cukup bervariasi, diantaranya metode Maximum Likelihood dan
Restricted Maximum Likelihood. Pendugaan parameter pada analisis regresi
biasanya menggunakan metode Maximum Likelihood. Namun metode Maximum
Likelihood menghasilkan penduga ragam yang bias, sehingga untuk mendapatkan
penduga ragam yang tak bias dilakukan pendugaan dengan metode Restricted

Maximum Likelihood (West, dkk., 2007).



Oleh karena itu, pada penelitian ini akan dibahas mengenai faktor-faktor yang
mempengaruhi kepadatan penduduk di provinsi Lampung tahun 2016 pada level
kecamatan dan level kabupaten menggunakan analisis regresi multilevel dengan

metode Restricted Maximum Likelihood.

1.2. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan model regresi multilevel terhadap faktor-faktor yang
mempengaruhi kepadatan penduduk di provinsi Lampung tahun 2016.

2. Menguraikan keragaman yang dapat dijelaskan oleh level kecamatan dan
level kabupaten terhadap kepadatan penduduk di provinsi Lampung tahun

2016.

1.3. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Dapat mengetahui model regresi multilevel terhadap faktor-faktor yang
mempengaruhi kepadatan penduduk di provinsi Lampung tahun 2016.

2. Dapat megetahui keragaman yang dapat dijelaskan oleh level kecamatan
dan level kabupaten terhadap kepadatan penduduk di provinsi Lampung

tahun 2016.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Analisis Regresi Linier

Analisis regresi merupakan suatu model yang digunakan untuk menganalisis
hubungan antara variabel terikat (Y) dengan variabel bebas (X). Menurut
Guijarati (2006) ada tiga tujuan dari model regresi yaitu yang pertama
menjelaskan pola hubungan sebab akibat yang terjadi antar variabel terikat
dengan variabel bebas, tujuan kedua untuk mengetahui kontribusi tiap variabel
bebas untuk menjelaskan variabel terikat dan yang ketiga adalah memprediksi

nilai variabel terikat untuk beberapa nilai variabel bebas tertentu.

Menurut Draper dan Smith (1992), persamaan model regresi dapat ditunjukkan
sebagai berikut
Y =a + B X1+ X+ . +0,. X, + & (2.1)
dengan
Y =variabel terikat
X = variabel bebas
a = intersep atau konstanta regresi

B = slope atau koefisien regresi



e = galat yang diasumsikan IIDN.

i =indeks(i=1,2,..... ,N)

2.2. Struktur Data Model Multilevel

Data berstruktur hirarki yaitu data yang terdiri dari unit-unit yang diobservasi
bersarang atau terkelompokkan dalam unit level yang lebih tinggi. Data

hirarki disebut juga data multilevel (Dewi, 2008).

Pada data multilevel, variabel terikat diukur pada level 2 atau di tingkat terendah
saja, sedangkan variabel bebas diukur pada level 2 dan level yang lebih tinggi
(Goldstein, 2011). Jika terdapat data multilevel dengan 2 level sebagai berikut.
a.  Terdapat m buah kelompok, dimana banyaknya pengamatan pada
masing- masing kelompok sebesar n;, n, dan seterusnya sampai dengan nm.
b.  Variabel terikat diamati hanya pada level 2
c.  Variabel bebas dengan 2 level yaitu
- Level 1 : Variabel bebas Z, sampai Z,

- Level 2 : Variabel terikat X, sampai X

Gambaran dari struktur data model regresi 2 level dapat dilihat pada Tabel 1

berikut.



Tabel 1. Struktur Data Multilevel dengan 2 Level.

Variabel Variabel bebas Variabel Bebas
Kelompok | Pengamatan | Terikat Level 1 Level 2
1 Y11 X111 Xp11
2 Y21 X121 Xp21
1 _ : Z1 Zq : :
Ny Y11 X1n11 Xpn11
1 Y12 X112 Xp12
2 22 X122 Xp22
2 : y_ Z12 Ly : :
N2 Y n22 X1n22 Xpn22
1 Yim X11m Xpim
2 X X
g R I R
Nm Y nmm X1nmm Xpnmm

2.3. Model Regresi Multilevel

Model regresi multilevel adalah model linier dengan variabel terikat yang nilainya

tidak hanya dipengaruhi oleh variabel dengan efek tetap saja namun juga

dipengaruhi oleh variabel dengan efek acak. Istilah model regresi multilevel

menangkap dua hal dalam mendefinisikan model. Hal pertama, data yang sesuai

untuk model berstruktur hirarki, dengan unit level 3 tersarang dalam unit level

2, unit level 2 tersarang di dalam unit level 1, dan seterusnya. Sedangkan hal

kedua, parameter model tersebut terlihat seperti memiliki struktur hirarki

(Raudenbush dan Bryk, 2002).




Bentuk paling dasar dari analisis regresi multilevel adalah analisis regresi 2 level.
Model regresi 2 level adalah model dua level dimana level 1 adalah data
kelompok dan level 2 adalah data individu (West, dkk., 2007). Representasi
persamaan regresi 2 level adalah sebagai berikut:
- Untuk model level 1

Byj = VYpo + Xg=1YpaZqj + Up; (2.2)

dengan:
Ppj = variabel terikat untuk kelompok ke-j level 1
Ypo = intersep level 1
Ypq = slope ke-p untuk variabel bebas ke-q level 1

Z,; = variabel bebas ke-q untuk kelompok ke-j level 1

qj
u,; = galat level 1, diasumsikan berdistribusi N(0, o;7)
j =indekspadalevel 1 (j =1,2,.... ,m)

q = banyak variabel bebas level 1 (¢ = 1, 2, ... ... ,S)

p = banyak variabel bebas level 2 (p = 1,2, ... ... ,T)

- Untuk model level 2:

Yij = Boj + Xp=1BpjXpij + &j (2.3)

dengan:

Y;; = variabel terikat untuk individu ke-i dalam kelompok ke-j
Boj = intersep
Bp; = slope acak untuk variabel bebas ke-q pada kelompok ke - j

Zg; = variabel bebas ke-g untuk kelompok ke-j



Xpij = variabel bebas ke-p untuk individu ke-i dalam kelompok ke-j

g = galat level 2, diasumsikan berdistribusi N(0, a?)
j  =indeks padalevel 1 (j =1,2,.....,m)
i =indeks padalevel 2 (i = 1,2, ...... , ;)
q = banyak variabel bebas level 1 (¢ = 1,2, ... ... ,S)

p = banyak variabel bebas level 2 (p = 1,2, ... ... ,T)

2.4. Uji Asumsi
2.4.1. Uji Normalitas

Uji normalitas adalah uji untuk melihat apakah data berdistribusi normal atau
tidak. Uji statistik yang sering digunakan untuk menguji normalitas adalah uji
Kolmogorov-Smirnov. Uji Kolmogorov-Smirnov bekerja dengan cara
membandingkan dua distribusi atau sebaran data, yaitu distribusi yang
dihipotesiskan dan distribusi yang teramati. Apabila distribusi yang teramati
mirip dengan distribusi yang dihipotesiskan, maka dapat disimpulkan bahwa data
yang diamati memiliki distribusi atau sebaran normal (Kurniawan, 2008). Selain
uji Kolmogorov-Smirnov, uji normalitas juga dapat dilakukan dengan melihat

Normal Probability Plot.



2.4.2. Uji Multikolinieritas

Uji multikolinieritas adalah uji untuk melihat ada atau tidaknya korelasi yang
tinggi antara variabel-variabel bebas dalam suatu model regresi linier berganda.
Uji statistik yang sering digunakan untuk menguji gangguan multikolinieritas
adalah Variance Inflation Factor (VIF). VIF dapat menginterpretasikan akibat
dari korelasi antar variabel bebas ke-i pada ragam penduga koefisien regresi.

Perhitungan VIF sebagai berikut:

VIF = —;dimanai = 1,2,........ p—1. (2.4)

Pada uji statistik VIF, apabila nilai VIF lebih besar dari 10 mengindikasikan

adanya multikolinieritas yang serius (Zulmi, 2011).
2.5. Penduga Parameter

Metode pendugaan parameter yang dapat digunakan pada pemodelan regresi
multilevel adalah metode Maximum Likelihood atau Restricted Maximum
Likelihood (Goldstein, 1995). Metode Maximum Likelihood mengestimasi
parameter dengan cara memaksimumkan fungsi likelihood (Hox, 2010). Berikut

ini adalah pendugaan parameter dengan metode Maximum Likelihood .

Diberikan persamaan model regresi multilevel sebagai berikut :

Y=Xf+Zu+¢ (2.5)



dimana E(g) = 0, cov(e) = 6?1, = X, dan E(u;) = 0,cov(u;) = ¢*1,; = D

atal [ ] ~Numg n (8] ' [omim Om;+" )
D 0 .. O I; 0 .. 0
6=[0 D Olunr=[0 % - 0
0 0 .. D 0 0 .. %,
dengan:
Y = vektor variabel terikat (n x 1)
X =matriks variabel bebas dengan efek tetap (n x p)
f = vektor parameter efek tetap (p x 1)
Z = matriks variabel bebas dengan efek acak (n x q)
u = vektor parameter efek acak (q x 1)
¢ =vektor galat (n x 1)
D = matriks kovarian dari efek acak u
R = matriks kovarian dari vektor galat ¢
Misalkan
Y=Xp+Zu+¢
Y=Xp+¢&
dengan:

g=Zu+e
= [Z Inxn][

[

£ ~N,(0,V)

u
4

]

(2.6)
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dimana

V=4 g g]A‘

-1z g gl

-1z Ay, |

=ZGZ' + R 2.7)

Vektor parameter kovarian 6 diduga oleh 8,,, dengan memaksimumkan fungsi

likelihood.
Y=Xf+Zu+¢ (2.8)
. u; 0 0rng+n
dimana [ el] ~Nmg+n ([0] , [qu+n Ig )
Y=XB+¢&

dengan £*~N,,(0,V) dengan V = ZG(6)Z* + R(0).
Diberikan fungsi likelihood sebagai berikut :

InL(B,0%) = —% {Inlv(®)| + (Y - XB)'V(6) " (Y — XB)} (2.9)
Dengan memaksimumkan fungsi log likelihood untuk @ terhadap f maka
diperoleh:

B(O) = (Xv(0)~1X)"1xtv(9)"lY (2.10)

Y~N,(XB,V) dan u~N,,4(0, G).

Cov(Y,u) = cov(Xp+ Zu+ &,u)

= cov(XB,u) + cov(Zu,u) + cov(e,u)
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=0+2G+0

=Z6 (2.11)

E(u|Y) = E(u) + cov(u,Y)[cov(Y)] L[Y — E(Y)]
=0+ GZ'VI(Y — XB)

= GZ'V (Y — Xp) (2.12)

GZ'V~1(Y — XpB) adalah Best Linier Unbiased Predictor (BLUP) dari u. Menurut
West, dkk. (2007) efek tetap £ dan efek acak u diduga oleh
B(6) = XV 1X)IXtV1Y; u = GZ'V (Y — XB)

dimanaV = V(8y).

Penduga yang didapatkan dengen metode Maximum Likelihood merupakan
penduga yang bias sehingga untuk mendapatkan penduga yang tak bias perlu
dilakukan suatu modifikasi dari prosedur pendugaannya. Prosedur pendugaan
Maximum Likelihood akan menghasilkan penduga tak bias apabila dilakukan
modifikasi dalam fungsi profile log-likelihood yang disebut fungsi Restricted log-

likelihood berikut ini
In L(B,6%) = —= {In|V(8)| + In | X'V()1X|} (2.13)

Prosedur ini disebut sebagai Restricted Maximum Likelihood atau Residual

Maximum Likelihood (West, dkk., 2007).
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2.6. Pengujian Hipotesis

Penduga parameter yang didapatkan dari metode Restricted Maximum Likelihood
selanjutnya digunakan untuk menguji signifikansi parameter pada model regresi

multilevel secara individual.

Hipotesis yang digunakan adalah sebagai berikut :
a. Parameter level 1
Ho:yqj =0
Hityq; #0
dengan indeks g = 1,2, ..., s dan s menyatakan banyak variabel bebas level 1.

Statistik uji yang digunakan adalah statistik Wald sebagai berikut:

t=—JU_ (2.14)

/V(T’qj)

b. Parameter level 2
Hy:Bpj =0
Hl:ﬁpj =0
dengan indeks p = 1,2, ..., r dan r menyatakan banyak variabel bebas level 2.

Statistik uji yang digunakan adalah statistik Wald sebagai berikut:

Baqj

fV(qu)

t = (2.15)



13

Dalam hal ini t mengikuti sebaran t student dengan derajat bebas untuk penduga
parameter level 2 adalah i — r — 1 sedangkan derajat bebas untuk penduga

parameter level 1 adalah j — s — 1 (Jones & Steenbergen, 2002).
2.7. Pemilihan Model Terbaik

Dalam regresi multilevel, pemilihan model terbaik dilakukan dengan melihat nilai
deviasi. Deviasi merupakan suatu ukuran yang dapat digunakan untuk
menentukan kesesuaian suatu model. Menurut Tantular (2009), untuk memilih
model regresi multilevel yang terbaik dapat menggunakan uji rasio likelihood atau
disebut juga sebaran deviasi yaitu ukuran untuk menentukan cocok tidaknya suatu
model. Perhitungan untuk pengujian ini adalah selisih nilai deviasi antara dua

model atau diff yaitu sebagai berikut:
. 2
Diff = —2log.() (2.16)
dengan

Ao = nilai deviasi untuk null model

A, = nilai deviasi untuk full model

Menurut Hox (2010), semakin kecil nilai deviasi pada model tersebut maka model
tersebut dikatakan semakin cocok dan apabila nilai diff > )(Z(a‘db) maka tolak Ho,
dimana db merupakan selisih jumlah parameter dari kedua model. Sehingga dapat

disimpulkan bahwa efek acak signifikan, artinya terdapat keragaman atau variasi

variable dependen yang signifikan antarkelompok.
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2.8. Koefisien Korelasi Interklas

Jika data yang dimiliki adalah data multilevel, maka regresi multilevel dapat
digunakan untuk memberikan nilai dugaan bagi korelasi intraklas. Model yang
digunakan untuk tujuan ini adalah model yang tidak memiliki variabel bebas

dalam setiap levelnya, yang dikenal sebagai null model.

Dengan menggunakan null model korelasi intraklas p dapat diformulasikan

sebagai berikut:

p = —%uo 2.17)

2 2
Ouot0eo

dengan o, adalah ragam dari galat pada level tertinggi u,; dan o, adalah ragam

dari galat pada level terendah. Korelasi intraklas (p) menunjukkan proporsi
keragaman yang dijelaskan oleh struktur kelompok dalam populasi, yang dapat
juga diinterpretasikan sebagai korelasi antara dua individu yang dipilih secara

acak yang berada dalam kelompok yang sama (Hox, 2002).

2.9. Keragaman Model

Keragaman variable terikat yang dapat dijelaskan oleh variable bebas dalam
model disebut koefisien determinasi. Koefisien determinasi digunakan untuk
mengukur seberapa besar keragaman variabel terikat yang dapat dijelaskan oleh
model yang ditetapkan. Pada model multilevel akan didapatkan koefisien
determinasi lebih dari satu. Menurut Hox (2002) koefisien determinasi akan

didapat pada masing-masing level.



a. Levell:

~2
2 _ 1 _ %uoq
R; =1 <
uo

dengan:

6ﬁ0q==pendugaragan1darigwatpadalevel1denganc1vaﬁabelbebas

62, = penduga ragam dari galat pada level 1 tanpa variabel bebas.

b. Level 2:

=2
R2=1-2¢
1 = 62

eo

dengan:

62, = penduga ragam dari galat pada level 2 dengan p variabel bebas

62, = penduga ragam dari galat pada level 2 tanpa variabel bebas.
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(2.18)

(2.19)



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester ganjil tahun ajaran

2017/2018.

3.2. Data Penelitian

Data yang akan digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder yang
diperoleh dari Badan Pusat Statistik Provinsi Lampung tahun 2016. Unit analisis
pada penelitian level 1 adalah 13 Kabupaten di Provinsi Lampung. Sedangkan
unit analisis pada penelitian level 2 adalah 188 kecamatan yang ada di Provinsi
Lampung. Variabel yang diteliti adalah kepadatan penduduk, rasio jenis
kelamin, pertumbuhan penduduk, pendapatan asli kecamatan, indeks

pembangunan manusia, dan laju pertumbuhan ekonomi.
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Pada penelitian ini terdiri dari variabel bebas dan variabel terikat, karena data
yang digunakan merupakan data multilevel, maka pada variabel bebas terdapat
data level 1 (kabupaten) dan data level 2 (kecamatan). Berikut ini penjelasan
variabel yang digunakan:
1. Variabel terikat : Kepadatan penduduk ()
2. Variabel bebas

a. Level 1 (Kabupaten) : Indeks pembangunan manusia (Z;) dan laju

pertumbuhan ekonomi (Z).

b. Level 2 (Kecamatan) : Rasio jenis kelamin (Xy), pertumbuhan
penduduk (X;) dan pendapatan asli kecamatan (X3).

3.3. Metode Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan dengan studi pustaka yaitu dengan pengkajian secara
teoritis dan praktik komputasi. Langkah-langkah penelitian yang akan dilakukan
dalam penelitian ini sesuai dengan tujuan yang ingin dicapai yaitu.
1. Menginput data dari Badan Pusat Statistik tahun 2016 ke Microsoft Excel dan
mengelompokkannya berdasarkan level kecamatan dan level kabupaten.
2. Melakukan analisis deskriptif pada masing-masing variabel pada level
kecamatan dan level kabupaten.
3. Melakukan uji asumsi pada data.
a. Uji normalitas menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov dan Normal
Probability Plot.
b. Uji multikolinieritas dengan melihat nilai Variance Inflation Factor

(VIF).
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Memodelkan menggunakan analisis regresi multilevel untuk mengetahui
faktor-faktor yang mempengaruhi kepadatan penduduk di provinsi Lampung
tahun 2016 pada level kecamatan dan level kabupaten dengan metode
Restricted Maximum Likelihood.

Membandingkan model-model regresi multilevel menggunakan nilai deviasi
dan diff untuk menentukan model terbaik.

Menghitung nilai koefisien korelasi interklas.

Menguraikan keragaman yang dapat dijelaskan oleh level kecamatan dan
level kabupaten terhadap kepadatan penduduk di provinsi Lampung tahun

2016.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, diperoleh kesimpulan

sebagai berikut:

1.  Faktor-faktor yang mempengaruhi kepadatan penduduk di Provinsi
Lampung tahun 2016 adalah rasio jenis kelamin, pertumbuhan penduduk
dan pendapatan asli kecamatan.

2.  Berdasarkan hasil analisis regresi multilevel diperoleh model regresi yaitu
kepadatan penduduk = 11,235786 - 4,317228 rasio jenis kelamin +

0,047744 pertambahan penduduk — 0,086954

pendapatan asli kecamatan.
Artinya, jika variabel rasio jenis kelamin, pertumbuhan penduduk dan laju
pertumbuhan ekonomi bernilai nol, maka kepadatan penduduk bernilai
11,23578. Untuk setiap pertambahan rasio jenis kelamin sebesar satu satuan
akan menyebabkan menurunnya kepadatan penduduk sebesar -4,317228,
variabel pertambahan penduduk akan menyebabkan meningkatnya
kepadatan penduduk sebesar 1,247063 dan untuk setiap pertambahan
pendapatan asli kecamatan sebesar satu satuan akan menyebabkan

menurunnya kepadatan penduduk sebesar -0,086954.
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Nilai korelasi interklas sebesar 41,53% menunjukkan proporsi ragam pada
level kabupaten sebesar 41,53%. Artinya tanpa mempertimbangkan faktor-
faktor yang mempengaruhi variabel kepadatan penduduk, 41,53% proporsi
keragaman variabel kepadatan penduduk dapat dijelaskan oleh variasi antar
kabupaten. Selain itu dapat dijelaskan pula bahwa korelasi dua kecamatan
dalam satu kabupaten yaitu 0,4153.

Keragaman yang dapat dijelaskan antarkabupaten adalah sebesar 36,73%
artinya besarnya pengaruh perbedaan kabupaten adalah sebesar 36,73%.
Sedangkan keragaman yang dapat dijelaskan antarkecamatan adalah sebesar
12,17%, artinya besarnya pengaruh variabel rasio jenis kelamin,
pertambahan penduduk dan pendapatan asli kecamatan terhadap kepadatan

penduduk adalah sebesar 12,17%.
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