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ABSTRAK 

 

 

RESOLVING nth-ORDER NON HOMOGENEOUS LINEAR 

DIFFERENTIAL EQUATION WITH GREEN FUNCTION 

 

 

By 

 

FATHURROHMAN AL AYUBI 

 

 

 

 

This research will present how to solve nth-order non homogeneous linear 

differential equation by using green function through Laplace transformation. The 

general solution of nth-order non homogeneous linear differential equation 

includes homogeneous solution and non homogeneous solution. Non 

homogeneous solution is also known as particular solution. From the particular 

solution, here after it could be solved by using green function through Laplace 

transformation. Based on this research, we later obtained that nth-order non 

homogeneous linear differential equation can be solved using green function 

through Laplace transformation. The general solution obtained was: 

 ( )    ( )  ∫ ( )  (   )  

 

 

 

 

Keywords: nth-order non homogeneous linear differential equation, green    

        function, laplace transformation 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

ABSTRAK 

 

 

MENYELESAIKAN PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDE-n 

NON HOMOGEN DENGAN FUNGSI GREEN 

 

 

Oleh 

 

FATHURROHMAN AL AYUBI 

 

 

 

 

Dalam penelitian ini akan disajikan bagaimana menyelesaikan persamaan 

diferensial linear orde-n non homogen dengan fungsi Green melalui transformasi 

Laplace. Solusi umum dari persamaan diferensial linear orde-n non homogen 

terdiri dari solusi homogen dan solusi non homogen. Solusi non homogen sering 

juga disebut solusi partikulir.  Selanjutnya dari solusi partikulir ini dapat 

diselesaikan dengan fungsi Green melalui transformasi Laplace. Berdasarkan hasil 

penelitian ini, didapat bahwa persamaan diferensial linear orde-n non homogen 

dapat diselesaikan dengan fungsi Green melalui transformasi Laplace. Solusi 

umum yang diperoleh yaitu: 

 ( )    ( )  ∫ ( )  (   )  

 

 

 

Kata Kunci: persamaan diferensial linear orde-n non homogen, fungsi green,  

          transformasi laplace 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

Matematika adalah salah satu ilmu pengetahuan yang mengalami perkembangan 

seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan lainnya.  Matematika mempunyai 

peranan penting untuk ilmu pengetahuan lain seperti kimia, biologi, fisika, 

ekonomi, dan lain-lain.  Salah satu ilmu matematika yang mempunyai peranan 

penting dengan ilmu pengetahuan lainnya adalah persamaan diferensial.   

 

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang berkaitan dengan turunan suatu 

fungsi atau memuat suku-suku dari fungsi tersebut dan turunannya.  Menurut 

peubah bebasnya, persamaan diferensial  dibagi menjadi dua, yaitu persamaan 

diferensial biasa (satu variabel) dan persamaan diferensial parsial ( dua atau lebih 

variabel).  Persamaan diferensial biasa dapat dibagi menurut kelinieran, orde, dan 

koefisiennya.  Persamaan diferensial yang akan dibahas dalam penelitian ini 

adalah persamaan diferensial linear orde-n non homogen dengan koefisien 

konstan. 

 

Persamaan diferensial linear orde-n non homogen dengan koefisien konstan sering 

kali diselesaikan dengan beberapa metode penyelesaian, antara lain: metode 
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koefisien tak tentu, metode invers operator, dan lain-lain.  Selain metode-metode 

tersebut masih ada cara lain untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear 

orde-n non homogen dengan koefisien konstan, yaitu dengan metode fungsi 

Green.   

 

Fungsi Green dikembangkan oleh matematikawan Inggris, George Green pada 

tahun 1830.  Metode fungsi Green adalah metode penyelesaian yang dalam proses 

menemukan penyelesaian suatu persamaan diferensial linear orde-n non homogen 

dengan koefisien konstan, terlebih dahulu ditentukan nilai fungsi Green dari suatu 

persamaan diferensial tersebut.  Nilai fungsi Green dapat ditemukan dengan 

menggunakan transformasi Fourier, transformasi Laplace, dan variasi parameter. 

 

Berdasarkan latar belakang di atas, pada penelitian ini digunakan metode fungsi  

Green dalam penyelesaian suatu persamaan diferensial linear orde-n non homogen  

dengan koefisien konstan melalui transformasi Laplace.  Keunggulan dari metode 

transformasi Laplace adalah masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde-

n non homogen dengan koefisien konstan dapat diselesaikan secara langsung 

tanpa terlebih dahulu menyelesaikan persamaan homogennya. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah mengetahui cara menyelesaikan persamaan 

diferensial linear orde-n non homogen dengan koefisien konstan menggunakan 

metode fungsi Green melalui transformasi Laplace. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

Manfaat penelitian ini diantaranya: 

1. Sebagai salah satu cara pemecahan masalah pada jenis persamaan diferensial 

linear orde-n non homogen dengan koefisien konstan. 

2. Dapat dijadikan referensi untuk penelitian selanjutnya dengan persamaan  

 diferensial yang lain.  



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Persamaan Diferensial  Linear Orde-n 

 

Definisi 2.1. Persamaan Diferensial 

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan diantara derivatif-derivatif yang 

dispesifikasikan pada suatu fungsi yang tidak diketahui nilainya, dan diketahui 

jumlah serta fungsinya (Birkhoff, 1978). 

Contoh : 

1. 
   

       .
  

  
/    

2. 
  

  
  .

  

  
/    

3. 
   

    
   

     
   

       

 

Definisi 2.2. Persamaan Diferensial Linear 

Suatu persamaan diferensial dalam bentuk standar  

    (   )                                           (2.1) 

Jika  (   ) dapat ditulis sebagai  (   )    ( )   ( ), persamaan diferensial 

tersebut adalah berbentuk linear yang berbentuk 

    ( )   ( ) (2.2) 

(Bronson dan Costa, 2007). 
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Definisi 2.3.  Orde dan Degree 

Suatu persamaan diferensial biasa orde-n adalah persamaan berbentuk: 

  ( ,   , y’’, ..., ( ))= 0 yang menyatakan hubungan antara peubah bebas  , 

peubah tak bebas  ( ) dan turunannya yaitu  ,   ,   , , ( ).  Jika turunan yang 

tertinggi dalam persamaan diferensial itu adalah turunan ke-n, maka persamaan 

diferensial tersebut orde (tingkat) ke-n.  Jika turunan tertinggi dalam persamaan 

diferensial itu berderajad kmaka persamaan diferensial tersebut mempunyai 

derajat k (Kartono, 2000).   

 

Definisi 2.4.  Persamaan Diferensial  Linear Orde-n 

Suatu persamaan diferensial linear orde-n adalah persamaan yang berbentuk: 

  ( )       ( )         ( )     ( )   ( ) (2.3) 

di mana  0,  1, … ,    dan  ( ) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu 

selang I, serta  n ≠ 0 untuk setiap     .  Selang I disebut selang definisi (selang 

asal) dari persamaan diferensial itu.  Jika fungsi  ( )   , maka persamaan (2.3) 

homogen.  Jika  ( )   , persamaan (2.3) disebut non homogen.  Bila semua 

koefisien   ( )     ( )      adalah tetap persamaan (2.3) dikatakan 

persamaan diferensial dengan koefisien konstan (Finizio dan Ladas, 1998). 

 

Definisi 2.5.  Persamaan Diferensial Linear Orde-n Non Homogen 

Bentuk umum dari persamaan diferensial linear orde-n  non homogen yaitu: 

  ( )       ( )         ( )     ( )   ( ) (2.4) 



6 
 

 

di mana   ( )(             ) konstan,  ( )   , dan semua nilai dari 

                    dengan selang     dan  
 ( )

  ( )
  ( ) (Bronson dan 

Costa, 2007). 

 

Solusi umum  ( ) untuk persamaan diferensial non homogen dapat diperolehkan 

apabila solusi homogen   ( ) dari persamaan diferensial homogennya diketahui. 

Kemudian  ( ) dibentuk dengan penambahan   ( ) sebagai solusi persamaan 

diferensial homogen dan   ( ) sebagai solusi partikulernya (persamaan 

diferensial non homogen).   

 ( )    ( )    ( )  (2.5) 

(Bronson dan Costa, 2007). 

 

2.2 Fungsi Green 

 

Definisi 2.6.  Fungsi 

Sebuah fungsi   adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan tiap objek   

dalam satu himpunan yang disebut daerah asal dengan sebuah nilai tunggal  ( ) 

dari himpunan kedua.  Himpunan nilai yang diperoleh secara demikian disebut 

daerah hasil (Purcelll, Varbeg, dan Ringdon, 2004). 

 

Definisi 2.7.  Diferensial 

Misalkan    ( ) terdiferensiasi dari peubah bebas   dan   misalkan bahwa    

dan    maka  ( ) adalah kenaikan sebarang peubah acak      yang disebut 

diferensial peubah acak   dan   ( ) adalah perubahan aktual dalam peubah   
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sewaktu   berubah daari   ke    ( ) yaitu  ( )   (   ( )   ( )).     

disebut diferensial peubah tak bebas   yang didefinisikan oleh      ( )   

(Purcelll, Varbeg, dan Ringdon, 2004). 

 

Definisi 2.8.  Turunan 

Turunan fungsi   adalah fungsi lain    yang nilainya pada sebarang bilangan   

yaitu: 

  ( )        
 (   )  ( )

 
  (2.6) 

asalkan limit ada (Purcelll, Varbeg, dan Ringdon, 2004). 

 

Definisi 2.9.  Integral 

  suatu anti turunan dari   pada selang   jika    ( )   ( ) pada   yakni jika 

  ( )   ( ) untuk semua   dalam   (Purcelll, Varbeg, dan Ringdon, 2004). 

 

Definisi 2.10.  Fungsi Green  

Fungsi Green,  ( ) untuk operator- dan wilayah batas   (domain  ) pada titik 

     adalah fungsi yang didefinisikan untuk     seperti: 

1.  ( )memiliki turunan-turunan yang kontinu, kecuali pada titik       yaitu 

     

2.  ( )    untuk     

3. Fungsi  ( ) terbatas pada    dan mempunyai turunan kontinu dimanapun 

(Strauss, 1992). 

 

 



8 
 

 

Definisi 2.11.  Fungsi Green Persamaan Diferensial 

Misalkan 

 ̂  ( )   ( )  (2.7) 

di mana  ̂  adalah operator diferensial.  Maka solusi dari  

 ̂  (   )   (   ) (2.8) 

dapat dihitung dengan 

 ( )  ∫ (   ) ( )   (2.9) 

(Duffy, 1998). 

  

Definisi 2.12.  Fungsi Green Persamaan Diferensial Linear Orde-n 

Fungsi  (   ) dari persamaan  

  ( )      ( ) (   )      ( )     ( )   ( ) (2.10) 

dikatakan fungsi Green untuk masalah nilai awal persamaan diferensial di atas 

jika memenuhi kondisi sebagai berikut: 

1.  (   ) terdefinisi pada daerah       dari semua titik (   ) dengan   dan 

  terletak pada selang  . 

2.  (   ) 
  

  
 
   

      
   

     merupakan fungsi kontinu pada      . 

3. Untuk setiap    dalam selang   dan fungsi    ( ), fungsi  

  ( )  ∫  (   ) ( )  
 

  
 adalah solusi persamaan diferesial (1) yang 

memenuhi kondisi awal   (  )    
 (  )    

  (  )      
(   )(  )    

(Sugiarto, 2002). 
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2.3 Transformasi Laplace 

 

Definisi 2.13.  Transformasi Laplace 

Misalkan  ( ) suatu fungsi dari   terdefinisi untuk    .  Kemudian 

∫      

 
 ( )  , jika ada dinamakan transformasi suatu fungsi dari  , katakan 

 ( ).  Fungsi  ( ) ini dinamakan transformasi Laplace dari  ( ) dan dinotasikan 

oleh 

 * ( )+   ( )  ∫      ( )  
 

 
 (2.11) 

Operasi yang baru ditunjukkan yang menghasilkan  ( ) dari suatu fungsi  ( ) 

yang diberikan, disebut transformasi Laplace (Kartono, 2002). 

 

Definisi 2.14.  Transformasi Laplace Invers 

Jika  * ( )+   ( ) maka  ( ) dinamakan transformasi Laplace Invers dari  ( ) 

dan dinotasikan dengan  ( )     * ( )+.  Kemudian untuk mencari    * ( )+ 

kita harus mencari suatu fungsi dari   yang transformasi Laplacenya adalah  ( ) 

(Kartono, 2002). 
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Berikut adalah beberapa fungsi  ( ) dan transformasi Laplace inversnya 

   * ( )+  

 

Tabel 2.1.Transformasi Laplace Invers 

 

No  ( )   * ( )+    * ( )+   ( ) 

 

1. 

 

 
   

 

2. 

 

  
   

 

3. 

 

    
            

  

  
 

 

4. 

 

   
 

 

    

 

5. 

 

     
       

 

6. 

 

     
       

 

7. 

 

     
        

 

8. 
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Definisi 2.15.  Konvolusi 

Konvolusi dari dua fungsi  ( ) dan  ( ) adalah 

 ( )  ( )  ∫  ( ) (   )  
 

 
 (2.12) 

(Bronson dan Costa, 2007). 

 

Teorema 2.1.  Konvolusi 

Jika  * ( )+   ( ) dan  * ( )+   ( ), maka 

 2∫  ( ) (   )    ( ) ( )
 

 
3  (2.13) 

Jika    * ( )+   ( ) dan    * ( )+   ( ), maka 

   * ( ) ( )+   *∫  ( ) (   )  +
 

 
   (2.14) 

(Bronson dan Costa, 2007). 

 

Bukti: 

Diketahui: 

 ( )  ∫      ( )  
 

 
 dan  ( )  ∫      ( )  

 

 
 

Maka 

 ( )  ( )  ∫      ( )  
 

 

 ∫      ( )  
 

 

 

 ( )  ( )  ∫ ∫    (   ) ( )
 

 

 

 

 ( )     

Misal:              

 ( )  ( )  ∫ ∫      ( )
 

   

 (   )    
 

   

 

 ( )  ( )  ∫     
 

   

6∫  ( ) (   )  
 

   

7    
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 ( )  ( )   6∫  ( ) (   )  
 

 

7 

 ( )  ( )  ∫  ( ) (   )  
 

 

  

 

Teorema 2.3.  Transformasi Laplace dari Turunan 

Transformasi Laplace dari turunan ke-n (         ) dari  ( ) adalah 

 ,   ( )-      ( )       ( )        ( )      (  )( )   (   )( )

 (2.15) 

Jika kondisi awal untuk  ( ) pada     diberikan oleh 

 ( )      
 ( )           ( )       (2.16) 

Maka (2.13) dapat ditulis ulang sebagai 

 .   ( )/      ( )     
       

                 (2.17) 

(Bronson dan Costa, 2007). 

 

Bukti: 

Jika     maka 

 4
   

   
5  ∫     4

   ( )

   
5  

 

 

 

Misal:                          
   ( )

       
  

  
   ( ) 

 4
   

   
5  ∫     4

   ( )

   
5  

 

 

 

 4
   

   
5  ,       ( )-

 

 
 ∫          ( )  
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 4
   

   
5  ,       ( )-

 

 
  ∫       ( )  

 

 

 

 4
   

   
5  0(        ( )/  .        ( )/-   ∫        ( )  

 

 

 

 4
   

   
5  0( )  .     ( )/1   ∫        ( )  

 

 

 

 4
   

   
5     ( )   ∫        ( )  

 

 

 

 4
   

   
5     ( )   ∫        ( )  

 

 

 

Misal:                           
  ( )

  
      ( ) 

 4
   

   
5     ( )   4∫     (

  

  
)   

 

 

5 

 4
   

   
5     ( )   4,      ( )-

 

 
 ∫         ( )  

 

 

5 

 4
   

   
5     ( )   4,      ( )-

 

 
  ∫       ( )  

 

 

5 

 4
   

   
5     ( )   4[(       ( ))  (       ( ))]   ∫       ( )  

 

 

5 

 4
   

   
5     ( )   4[( )  (    ( ))]   ∫       ( )  

 

 

5 

 4
   

   
5     ( )     ( )      ( )      ( )     ( )    ( ) 

Jika kondisi awal untuk  ( ) pada     diberikan oleh 

 ( )        
 ( )     

Persamaan menjadi 

 .   ( )/      ( )             



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1  Waktu dan Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil, tahun ajaran 2017/2018 di Jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Penelitian ini bersifat studi literatur dengan mengkaji jurnal-jurnal dan buku-buku 

teks yang berkaitan dengan bidang yang teliti.  Adapun langkah-langkah yang 

dilakukan dalam penelitian ini adalah: 

1. Transformasi Laplace pada kedua sisi dari persamaan diferensial linear orde-n 

non homogen, sehingga diperoleh  ( ). 

2. Mengambil transformasi Laplace invers untuk memperoleh    * ( )+. 

3. Dengan menggunakan teorema Konvolusi, diperoleh solusi umum fungsi 

Green persamaan diferensial linear orde-n non homogen, akan ditunjukan 

bahwa fungsi Green  (   ) untuk persamaan diferensial linear orde-n non 

homogen.



 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

V.  KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1  Kesimpulan 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Persamaan diferensial non homogen orde-n dengan koefisien konstandapat 

dibentuk menjadi fungsi Green dengan menggunakan metode transformasi 

Laplace 

2. Solusi umum dari persamaan diferensial non homogen orde-n dengan 

koefisien konstan adalah: 

 ( )    ( )  ∫ ( )  (   )  

 

 

 

 

5.2 Saran 

 

Pada penelitian ini, fungsi Green yang dibahas dalam penelitian ini hanyalah 

fungsi Green dari persamaan diferensial non homogen orde-n dengan koefisien 

konstan, di mana untuk mendapatkan fungsi Green menggunakan metode 

transformasi Laplace.  Untuk itu, diperlukan pengembangan lebih lanjut tentang 

fungsi Green dan cara mendapatkan fungsi Green.  Misalnya mencari fungsi 

Green dari persamaan diferensial parsial dengan metode transformasi Fourier.
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