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ABSTRAK

DESAIN KONTROL STABILISASI PADA SUATU GEROBAK

Oleh

ZULFIKAR FAKHRI BISMAR

Sistem kontrol merupakan perlakuan terhadap suatu sistem dengan masukan
tertentu untuk mendapatkan hasil yang baik sesuai dengan yang diinginkan. Dalam
mempelajari sistem kontrol akan dicari fungsi alih sistem dengan pendekatan model
matematika. Dalam penyelesaiannya, dapat dibantu dengan menggunakan
komputasi. Sistem gerobak dapat dipandang sebagai sebuah sistem. Pada
penelitian ini, akan ditinjau gerobak bergerak secara horizontal di permukaan
yang licin dengan didorong atau ditarik. Kemudian, akan dikaji model matematika
dari sistem gerobak terkait, serta menentukan desain kontrol yang baik agar
gerobak dapat kembali menuju kesetimbangan. Solusi numerik diperoleh dengan
mensimulasikan Model Ruang Keadaan (State-space Model) dengan
menggunakan software GNU Octave-4.2.1®. Sedangkan solusi analitik diperoleh
dengan menggunakan prosedur perhitungan solusi sistem persamaan differensial
biasa orde satu berdimensi dua. Berdasarkan hasil penelitian, Sistem gerobak
merupakan sistem yang dapat dikontrol dan diobservasi. Model input kontrol yang

baik adalah u = -100 y –10 dydt . Dengan batas waktu 5 detik dan toleransi jarak

simpangan gerobak 0,001 cm dari titik equilibrium, sistem bekerja pada gerobak
dengan massa kurang dari 3,5 Kg.

Kata Kunci : Sistem Kontrol, Sistem Linier, Sistem Persamaan Diferensial Biasa,
Model Ruang Keadaan, Komputasi.



ABSTRACT

STABILIZATION OF A CART CONTROL DESIGN

By

ZULFIKAR FAKHRI BISMAR

Control system is a treatment to the system with a certain input to obtain a desired
good output. In order to learn control system, will be determine the transfer
function of the system with a mathematical modeling approachment, and can be
solved by mathematical computing. The cart can be treated as a system. In this
research, will be assumed that a cart moves horizontally on the slippery surface by
being pushed, or being pulled. Then, will be determined mathematical model on
the related cart system, and find out a good control design so that it can be quickly
returned to the equilibrium. Numerical solution can be found by simulate State-
space Model of the system using GNU Octave-4.2.1®. Meanwhile, the analytical
solution can be found by using procedures to find solution of the systems of n-
linear first order differential equations. Based on the results, the cart system is a
controllable and observable system. The proper input control isu = -100 y –10 dydt. Within 5 seconds, and assuming that the  maximum amplitude

is 0,001 cm around the equilibrium. The system works on the cart which has the
weight about 3,5 Kg or less.

Keywords : Control Systems, Linear Systems, System of Differential Equations,

State-space Model, Mathematical Computing.
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I. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Sistem kontrol merupakan usaha atau perlakuan terhadap suatu sistem dengan

masukan tertentu untuk mendapatkan hasil yang baik sesuai dengan yang diinginkan.

Dalam mempelajari sistem kontrol akan dicari fungsi alih sistem beserta respon sistem

terhadap suatu fungsi input dengan pendekatan model matematika. Fungsi alih sistem

berikut respon sistem terhadap fungsi input dapat dilakukan dengan menggunakan

komputasi.

Seluruh gerobak dapat dipandang sebagai sebuah sistem. Misalkan akan ditinjau

gerobak bergerak secara horizontal di permukaan yang licin. Gerobak digambarkan

seperti balok kayu yang diberikan roda di bawahnya, gerobak akan bergerak maju

mundur dengan didorong atau ditarik. Dengan asumsi tersebut, akan dikembalikan

gerobak kembali menuju titik kesetimbangan atau posisi yang diinginkan. Agar

gerobak dapat kembali menuju titik kesetimbangan, dibutuhkan model sistem yang

dapat dikontrol dan diobservasi. Pada penelitian ini akan dikaji model matematika
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dari sistem gerobak yang bergerak secara horizontal, serta menentukan desain kontrol

yang baik agar gerobak dapat kembali menuju titik kesetimbangan.

1.2. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan kontrol yang sesuai pada

sistem yang diberlakukan pada gerobak agar dapat kembali ke titik kesetimbangan.

1.3. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memperkenalkan penerapan sederhana simulasi desain kontrol pada suatu

gerobak.

2. Menambah pengetahuan peneliti dan pembaca tentang desain sistem kontrol

dengan menggunakan komputasi.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Pemodelan Sistem Dinamik

Pemodelan sistem dinamik didefinisikan sebagai pembuatan model matematika untuk

sistem fisis yang bergantung terhadap waktu. Model sistem dinamik merupakan salah

satu tipe model yang sangat vital untuk merepresentasikan bagaimana suatu sistem

bekerja dan berubah keadaannya dari waktu ke waktu. Gagasan dari pemodelan

sistem dinamik yaitu untuk digunakan sebagai suatu hipotesis yang perlu dibuktikan

pada konteks fenomena yang terjadi di dunia (Fishwick, 2007).

Persamaan diferensial biasa merupakan alat yang seringkali digunakan untuk

memodelkan sistem dinamik baik linier maupun nonlinier kontinu. Persamaan

diferensial biasa digunakan untuk menjelaskan respon dari sistem dinamik untuk

semua masukan (input) dan keluaran (output) yang mungkin (Megretski, 2003).
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2.2. Sistem Persamaan Diferensial Linier Orde Satu

Persamaan diferensial orde-n x( ) = f t, x, x , … , x( ) dapat dibentuk menjadi

sistem persamaan diferensial linier orde satu dengan mendefinisikan peubah baru

sebagai x(t) beserta turunannya hingga turunan ke (n − 1). Sedemikian sehingga

membentuk sistem persamaan diferensial orde satu berdimensi n sebagai berikut:ẋ = a x + a x + ⋯+ a x + bẋ = a x + a x + ⋯+ a x + b (2.1)⋮ ⋮ẋ = a x + a x + ⋯+ a x + b
Jika setiap b (t) = 0, maka sistem tersebut disebut sistem linier homogen.

Kemudian, Persamaan (2.1) dapat diubah kedalam bentuk matriks sehingga

diperoleh: ẋẋ ⋮ẋ = a a … aa a … a⋮ ⋮ ⋱ ⋮a a … a + bb…b (2.2)

atau dapat ditulis sebagai ẋ = A + (2.3)

Dengan A menyatakan sebagai matriks koefisien sistem dan b menyatakan sebagai

vektor konstanta.

(Noonburg, 2014).
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2.3. Solusi Persamaan Diferensial Linier Homogen Orde Satu Berdimensi Dua

Sistem persamaan diferensial homogen orde satu berdimensi dua jika mengacu pada

Persamaan (2.3) antara lain sebagai berikut:ẋẋ = a aa a (2.4)

Nilai eigen λ , matriks A merupakan solusi dari persamaan karakteristik berikut:

det(λI − A) = λ − a −a−a λ − a = (λ − a )(λ − a ) − a a = 0
λ − (a11 + a22)λ + a11a22 − a12a21 = 0 (2.5)

λ = ( )± ( ) ( )
(2.6)

Bentuk dari solusi umum Sistem (2.4) bergantung pada diskriminanD = (a + a ) − 4(a a − a a ). Jika D > 0 maka terdapat dua nilai eigen

berbeda. Jika D = 0, maka terdapat satu nilai eigen. Serta jika D < 0, maka terdapat

dua nilai eigen kompleks.

Untuk D > 0, misalkan λ dan λ merupakan akar-akar real berbeda yang diperoleh

dari Persamaan (2.6), serta (λ , ) dan (λ , ) merupakan pasangan eigen (nilai

eigen beserta vektor eigennya) matriks koefisien sistem. Solusi umum yang terbentuk

adalah: (t) = c e + c e (2.7)

Untuk D < 0, misalkan λ dan λ merupakan bilangan kompleks konjugat α ± iβ
yang diperoleh dari Persamaan (2.6), serta + i merupakan vektor eigen yang

mengacu pada nilai eigen α + iβ. Dua solusi bilangan kompleks yang terbentuk yaitu:
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(t) = e( ) ( + i ) dan (t) = e( ) ( − i ) (2.8)

Dengan menggunakan identitas Euler e = cos(ϑ) + i sin(ϑ) diperoleh:(t) = (cos(βt) − sin(βt) ) + i ( cos(βt) + sin(βt) ) (2.9)(t) = (cos(βt) − sin(βt) ) − i ( cos(βt) + sin(βt) ) (2.10)

Karena dua vektor real ( (t) + (t)) = e (cos(βt) − sin(βt) ) dan( (t) − (t)) = e (cos(βt) + sin(βt) ) merupakan solusi dari Sistem (2.4),

maka kombinasi linier (2.11) dari kedua vektor tersebut merupakan solusi umum dari

Sistem (2.4):(t) = c e (cos(βt) − sin(βt) ) + c e (cos(βt) + sin(βt) ) (2.11)

Untuk D = 0, misalkan λ merupakan nilai eigen dari matriks koefisien sistem,

misalkan merupakan nilai eigen yang berkorespondensi dengan nilai eigen λ,

maka terdapat vektor eigen yang memenuhi persamaan (λI − A) =
sedemikian sehingga solusi umum yang terbentuk adalah sebagai berikut:x(t) = c e + c e (t + ) (2.12)

Kemudian, konstanta c dan c dapat ditentukan sesuai dengan syarat nilai awal jika

ada (Noonburg, 2014).

2.4. Pengertian Sistem Kontrol

Sistem kontrol merupakan sistem dinamik yang menggabungkan input kontrol yang

didesain untuk mencapai tujuan pengontrolan. Sistem kontrol dinamik dikatakan

berdimensi terbatas jika ruang fasenya (contohnya ruang vektor atau semacamnya)
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memiliki dimensi yang terbatas. Sistem kontrol dengan waktu yang kontinu

dirumuskan sebagai berikut:

(t) = f( (t); (t)), ∈ X , ∈ U, dan t ∈ ℝ (2.13)

dengan peubah x ∈ X, menyatakan keadaan (state) pada sistem, sedangkan ∈ U
melambangkan input pada sistem. X dan U merupakan himpunan terbuka denganX ⊂ ℝ dan U ⊂ ℝ . Pemetaan f ∶ X × U → U merupakan fungsi nonlinier yang

mendekati solusi analitik dari suatu sistem kontrol. akan dilambangkan dengan ̇
sebagai kecepatan yang dialami oleh gerobak (Meyers, 2011).

Sistem kontrol dapat diartikan sebagai suatu kumpulan komponen yang saling

berhubungan untuk mengontrol suatu sistem. Masukan (input) dan keluaran (output)

merupakan peubah atau besaran fisis. Output merupakan hal yang dihasilkan oleh

pengendalian atau kontrol, sedangkan input adalah yang mempengaruhi kontrol serta

yang mengatur output yang akan dihasilkan (Oktaria, 2015).

2.5. Model Ruang keadaan (State-space Model)

Model Ruang Keadaan atau State-space Model merupakan representasi dari sistem

kontrol pada sistem dinamik linier yang dinyatakan dalam bentuk notasi matriks.

Salah satu bentuk umum model ruang keadaan yang sering digunakan adalah:ẋ = A + B (2.14)y = C + D (2.15)
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dengan ⊂ ℝ sebagai vektor input dan ⊂ ℝ sebagai vektor keadaan. Matriks

koefisien sistem merupakan matriks simetrik berukuran n x n. Nilai eigen matriks

koefisien sistem sangat penting dalam menentukan bagaimana sistem bekerja.

Persamaan (2.15) adalah persamaan observasi yang menentukan hubungan antara

data dengan vektor keadaan tersebut (Aoki, 2013).

2.6. Keterkontrolan dan Keterobservasian

Definisi 2.6.1. Suatu sistem dapat dikontrol pada waktu t0 jika untuk setiap keadaan(t ) pada suatu model ruang keadaan dan setiap (t ) pada model tersebut, terdapat

waktu t dengan t > t serta input [t , t ] sehingga akan memindahkan keadaan(t ) menjadi keadaan (t ) pada waktu t . Selain dari itu, maka sistem dapat

dikatakan tidak dapat dikontrol pada waktu t .

Sifat keterkontrolan merupakan sifat yang menghubungkan antara input dengan

keadaan (state) benda. Oleh karena itu, sifat ini akan melibatkan matriks koefisien

sistem dan B dari model ruang keadaan sistem gerobak yang terkait. Dari definisi

keterkontrolan, dapat diamati jika sistem dapat dikontrol, berarti benda dapat

dikendalikan sesuai keinginan. Akan tetapi, jika suatu sistem bukan sistem yang

dapat dikontrol, maka gerobak tidak akan dapat dikembalikan menuju kesetimbangan

sesuai yang diinginkan.
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Pada umumnya, kontrol yang akan digunakan menggunakan hukum kontrol berikut.(t) = K (t) (2.16)

Untuk mengimplementasikan hukum kontrol ini, sistem yang ada harus dimodifikasi

semua peubah keadaannya. Namun, dalam praktiknya, tidak semua peubah keadaan

dapat diukur.  Untuk itu, dapat diasumsikan bahwa hanya output (t) dan input (t)
yang dapat diukur. Sistem gerobak dapat diobservasi jika semua peubah (t)
berkaitan dengan input (t) dan output (t). Oleh karena itu, jika setidaknya terdapat

satu peubah keadaan yang tidak dapat diobservasi, maka sistem tersebut tidak dapat

diobservasi. Akibatnya, salah satu peubah keadaan tersebut tidak berpengaruh

terhadap output (t) yang terjadi.

Definisi 2.6.2. Sistem pada gerobak dikatakan terobservasi pada waktu t jika untuk

setiap (t ) pada waktu t pada suatu model ruang keadaan, terdapat waktu t
dengan t > t sehingga jika ditinjau dari input [t , t ] dan output [t , t ], dapat

ditentukan keadaan awal (t ). Selain dari itu, sistem tersebut dikatakan tidak

terobservasi pada waktu t (Gopal, 1993).

Teorema 2.6.1 (Polderman dan Willems, 1997)

Jika suatu sistem kontrol didefinisikan dengan:

x = A + B (2.17)

dapat dikontrol, maka rank(B, AB, A B. . . , A B) = n.
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Sistem dinamik yang digambarkan dengan Persamaan (2.14) dan (2.15) dapat

dikatakan sistem yang dapat dikontrol (controllable) jika

rank(B, AB, A B … , A B) = n, serta dapat diobservasi jika

rank(C , A C , (A ) C , … , (A ) C ) = n (Lagarrigue dan Loria, 2005).

2.7. Teori Kestabilan Sistem

Permasalahan mengenai keterkendalian suatu sistem pada umumnya secara

matematis jika diberikan keadaan awal ∈ X , keadaan terakhir ∈ X, dan waktuT > 0 digambarkan sebagai berikut.̇ (t) = f( (t), (t))(0) = (2.18)

Titik equilibrium untuk sistem tersebut adalah titik ∈ X sehingga terdapat nilai∈ U sedemikian sehingga f( , ) = 0. Input kontrol dapat dinyatakan dalam

fungsi g: X → U dengan g( ) = , sehingga Sistem (2.18) berubah menjadi:̇ (t) = f( (t), g( (t)))(0) = (2.19)

Ketika (t) bergerak menuju nol untuk t → ∞ dan keadaan (t) yang terbentuk

merupakan fungsi kontinu pada 0 ≤ t < ∞, maka (t) tersebut merupakan solusi

dari persamaan (2.19) untuk setiap fungsi f( (t), g( (t))) yang berlaku untuk semua t
(Meyers, 2011).
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Persamaan (2.18) memiliki bentuk lain sebagai berikut:̇ (t) = A(0) = (2.20)

Terdapat kriteria kestabilan sistem sederhana yang ditinjau dari tanda pada nilai eigen

matriks koefisien sistem. nilai eigen λ , ,…, pada matriks koefisien sistem. Jika semua

nilai eigen memiliki bagian nilai real negatif, maka setiap solusi yang terbentuk akan

bergerak mendekati nol untuk t → ∞, solusi trivial dari sistem tersebut menunjukkan

bahwa sistem dapat dikatakan stabil asimtotik. Jika ada nilai eigen memiliki bagian

nilai real positif, maka beberapa solusi akan bergerak menjauhi titik equilibrium,

sehingga menimbulkan sistem yang tidak stabil (Murdock, 1999).

Selain itu, terdapat beberapa jenis nilai eigen yang akan terbentuk beserta respon

yang akan terjadi. Adapun daftar jenis respon yang terbentuk berdasarkan nilai eigen

yang akan dibentuk dari matriks koefisien sistem antara lain sebagai berikut.

Tabel 2.1. Daftar jenis respon yang terbentuk berdasarkan nilai eigen matriks
koefisien sistem pada sistem.

No.
Jenis Nilai Eigen yang

Terbentuk
(λ = α ± iβ) Respon yang Terbentuk

1 Bilangan real negatif (kecil) λ = − α Fungsi monoton, bergerak

menuju kestabilan dengan

lambat (Stabil)
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2 Bilangan imajiner konjugat λ = ± iβ Gerak osilasi terikat

berkelanjutan (tidak

stabil)

3
Bilangan kompleks konjugat

dengan bilangan real positif
λ = α ± iβ Gerak osilasi tak terikat

(tidak stabil)

4 Bilangan real positif λ = α Fungsi monoton tak

terikat (tidak stabil)

5 Nol λ = 0 Fungsi konstan (Tidak

stabil)

6
Bilangan kompleks konjugat

dengan bilangan real negatif
λ = − α ± iβ Gerak osilasi teredam

(Stabil)

7 Bilangan real negatif (besar) λ = − α Fungsi monoton, menuju

titik kestabilan dengan

cepat (stabil)

Notasi λ menyatakan nilai eigen matriks koefisien sistem, α menyatakan sebagai

bagian real dari nilai eigen, dan β sebagai bagian imaginer dari nilai eigen (Marsili-

Libelli, 2016).



III. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian dilakukan saat Semester Ganjil Tahun Ajaran 2017/2018 di Jurusan

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan secara simulasi dengan menggunakan software GNU Octave-

4.2.1®, Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai

berikut :

1. Membuat model matematika sistem dinamik dari gerobak dengan menggunakan

hukum II Newton berdasarkan asumsi yang ditetapkan.

2.  Mengkaji respon kontrol dengan input fungsi step dan fungsi impuls.

3.  Menguji apakah sistem pada gerobak dapat dikontrol dan diobservasi.

4. Menentukan beberapa alternatif kontrol dengan memvariasikan parameter yang

terkait dengan input kontrol tersebut.
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5. Menentukan respon analitik respon gerobak dengan menggunakan metode

persamaan differensial biasa.

6. Mensimulasikan sistem yang sudah diberi kontrol input serta memvariasikan

parameter yang terkait dengan kontrol input untuk melihat apa yang terjadi pada

sistem.

7. Menginterpretasikan hasil yang didapat dan kemudian mengambil kesimpulan.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat diambil

kesimpulan bahwa sistem pada gerobak merupakan sistem yang dapat dikontrol

dan diobservasi. Kontrol input yang baik untuk diberlakukan pada gerobak yaitu

model kontrol dengan persamaan u = -100 y –10 dydt. Massa gerobak

mempengaruhi waktu yang diperlukan gerobak agar kembali menuju titik

kesetimbangan. Semakin besar massa gerobak, maka semakin lama waktu yang

diperlukan gerobak untuk kembali menuju titik kesetimbangan. Dengan batas

waktu 5 detik dan toleransi jarak simpangan gerobak 0,001 cm dari titik

equilibrium, sistem bekerja pada gerobak dengan massa kurang dari 3,5 Kg.

B. Saran

Penelitian ini dapat dikembangkan lebih jauh lagi dengan mempertimbangkan

beberapa faktor yang diperkirakan akan mempengaruhi respon yang diperoleh

seperti bahan penyusun gerobak, banyaknya roda, beban yang ditopang oleh roda

gerobak, serta kondisi jalan yang bergelombang. Selain itu, penelitian ini masih

berbentuk simulasi rancangan model matematika sehingga memerlukan uji coba

kontrol secara langsung di lapangan.
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