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ABSTRACT

COMPARISON STUDY OF RIDGE REGRESION METHOD AND
PRINCIPAL COMPONENT REGRESSION METHOD IN HANDLING
MULTICOLLINEARITY

By

SITI ULFA NABILA

Ridge regression and Principal Component Regression are methods that can solve
multicollinearity. Ridge regression solves multicollinearity by adding a bias constant
to diagonal XTX matrix while Principal Component Regression solves
multicollinearity by reducing the dimension of independent variables without losing
any important information in it. The purpose of this study is to estimate regression
parameters by using ridge regression, Principal Component Regression and OLS and
to estimate the best method for handling multicollinearity. The results show that
Principal Component Regression gives better estimator in handling multicollinearity
than ridge regression and OLS based on the value of regression coefficient, MSE and
AMSE .

Keywords: ridge regression, Principal Component Regression, multicollinearity,
MSE, AMSE



ABSTRAK

PERBANDINGAN METODE REGRESI RIDGE DAN
REGRESI KOMPONEN UTAMA DALAM MENANGANI
MULTIKOLINEARITAS

Oleh

SITI ULFA NABILA

Regresi ridge dan Regresi Komponen Utama merupakan metode - metode yang
dapat mengatasi multikolinearitas. Regresi ridge mengatasi multikolinearitas dengan
menambahkan konstanta bias pada diagonal matriks X7X sedangkan Regresi
Komponen Utama mengatasi multikolinearitas dengan mereduksi dimensi variabel
bebas menjadi lebih sederhana tanpa kehilangan informasi penting didalamnya.
Tujuan dari penelitian ini adalah menduga parameter regresi dengan menggunakan
metode regresi ridge, metode Regresi Komponen Utama dan MKT dan mengetahui
metode terbaik dalam menangani multikolinearitas. Hasil dari penelitian ini
menunjukkan bahwa Regresi Komponen Utama lebih baik dalam menangani
multikolinearitas dibandingkan dengan metode regresi ridge dan MKT berdasarkan
nilai dari koefisien regresi, MSE dan AMSE.

Kata Kunci: regresi ridge, Regresi Komponen Utama, multikolinearitas, MSE,
AMSE
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Analisis regresi merupakan salah satu metode statistika yang dapat digunakan
untuk menyelidiki atau mengetahui hubungan serta membangun hubungan antara
dua variabel atau lebih. Variabel tersebut terdiri dari variabel yang dijelaskan
disebut dengan variabel terikat (dilambangkan dengan Y) dan variabel penjelas
yang disebut variabel bebas (dilambangkan dengan X). Analisis regresi sering
diterapkan dalam beberapa bidang keilmuan, diantaranya mencakup bidang
ekonomi, ilmu-ilmu sosial, ilmu biologi, bidang pendidikan, serta dalam bidang

teknik.

Sebuah model regresi dikatakan baik atau cocok apabila memenuhi asumsi-asumsi
Klasik, yaitu galat menyebar normal dengan rata-rata nol, ragam dari galat bersifat
homogen, galat tidak mengalami autokolerasi, dan tidak terjadi multikolinearitas
antar variabel bebas. Salah satu metode penduga terbaik dalam analisis regresi
adalah Metode Kuadrat Terkecil (MKT). Pendugaan parameter dengan
menggunakan metode kuadrat terkecil akan menghasilkan penduga yang tak bias,

akan tetapi metode ini peka terhadap adanya penyimpangan asumsi. Apabila



terdapat salah satu asumsi regresi yang tidak terpenuhi maka penduga dengan

metode kuadrat terkecil tidak lagi efisien untuk digunakan.

Asumsi dalam analisis regresi berganda yang memungkinkan tidak terpenuhi
adalah terjadinya multikolinearitas. Multikolinearitas merupakan keadaan dimana
terjadinya korelasi atau hubungan linear antarvariabel bebas. Adanya
multikolinearitas dapat menyebabkan variansi koefisien regresi menjadi sangat
besar, meskipun metode kuadrat terkecil tetap memenuhi syarat Best Linear
Unbiast Estimator (BLUE) dengan multikolinearitas yang tinggi namun penaksir

yang didapatkan tidak stabil.

Salah satu metode analisis yang dapat digunakan untuk mengatasi masalah
multikolinearitas adalah dengan menggunakan regresi ridge. Prinsip dari regresi
ridge ini adalah menambahkan konstanta bias pada diagonal matriks X7 X
sehingga dapat melemahkan multikolinearitas. Terdapat beberapa cara dalam
memilih sebuah konstanta bias dalam regresi ridge diantaranya adalah dengan
menggunakan rumus HKB, LW, KM dan iterasi GCV. Pemilihan konstanta bias
dengan iterasi GCV dalam regresi ridge adalah dengan memilih konstanta bias
yang memiliki statistik GCV minimum dan menghasilkan penduga parameter
yang stabil. Selain itu metode lain yang dapat digunakan untuk mengatasi

multikolinearitas adalah dengan menggunakan regresi komponen utama.

Regresi komponen utama merupakan teknik analisis regresi yang dikombinasikan

dengan analisis komponen utama, dimana analisis komponen utama dijadikan



sebagai tahap analisis. Prinsip yang mendasari regresi komponen utama ini
adalah dengan mereduksi dimensi variabel yang diamati sehingga menjadi lebih
sederhana tanpa kehilangan informasi penting didalamnya. Hasil pereduksian ini
yang mengatasi multikolinearitas yang terdapat antarvariabel bebas. Suatu
pemodelan atau peramalan dikatakan akurat apabila selisih antara nilai aktual
dengan nilai ramalan adalah mendekati nol. Salah satu kriteria yang dapat
digunakan untuk melihat keakuratan suatu pemodelan adalah dengan

menggunakan kriteria MSE.

Dalam penelitian ini akan dikaji tentang perbandingan metode regresi ridge dan
metode regresi komponen utama dalam menangani multikolinearitas dimana
metode yang memiliki nilai berdasarkan kriteria MSE yang terkecil adalah metode

yang terbaik.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Menduga parameter regresi dengan menggunakan metode regresi ridge,
metode regresi komponen utama dan metode kuadrat terkecil.

2. Membandingkan nilai dugaan antara metode regresi ridge, metode regresi
komponen utama dan metode kuadrat terkecil.

3. Menentukan metode terbaik dalam menangani multikolinearitas dengan

menggunakan kriteria MSE.



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah pengetahuan serta diharapkan dapat
menjadi masukkan bagi para peneliti, mahasiswa, dan pembaca tentang metode
regresi ridge dan metode regresi komponen utama dalam mengatasi

multikolinearitas.



. TINJAUAN PUSTAKA

2.1  Analisis Regresi

Analisis regresi merupakan salah satu metode statistik yang dapat digunakan
untuk menyelidiki atau meramalkan atau membangun model hubungan antara dua
peubah (variabel) atau lebih. Dalam analisis regresi dibedakan menjadi dua jenis
variabel yaitu variabel bebas atau variabel prediktor dan juga variabel tak bebas
atau terikat atau peubah respon. Variabel terikat adalah variabel yang akan
diestimasi nilainya dan biasa diplot pada sumbu tegak (sumbu-Y). Sedangkan
variabel bebas adalah variabel yang diasumsikan memberikan pengaruh terhadap

variasi variabel terikat dan biasanya diplot pada sumbu datar (sumbu-X).

Misalkan diasumsikan model hubungan antara variabel X dan Y adalah linier dan
ingin menentukan garis dugaan terbaiknya, maka harus menyadari bahwa garis
dugaan dari masalah yang sebenarnya dan tidak dapat diharapkan mampu
memprediksi dengan tepat setiap individu Y oleh setiap individu X. Aspek yang
sangat penting dari analisis regresi adalah pengumpulan data karena kesimpulan
dari analisis sangat tergantung pada data yang dikumpulkan. Pengumpulan data

yang baik akan memberikan banyak manfaat, termasuk penyederhanaan analisis



dan membangun model yang secara umum dapat dipergunakan dan

dipertanggungjawabkan (Usman dan Warsono, 2000).

2.2 Analisis Regresi Linear Berganda

Analisis regresi linier berganda merupakan analisis hubungan secara linier antara
dua atau lebih variabel bebas dengan satu variabel terikat. Persamaan umum garis

regresi untuk regresi linear berganda adalah :

Y; = Bo + PrX1i + BoXoi o + BiXp & ,i= 123,...,n,j = 1,23,k (2.1)

dengan,
Y; = variabel tak bebas pengamatan ke-i
Xy; = variabel bebas pengamatan ke-i
Bo = konstanta (parameter)
Br = koefisien regresi atau slope (parameter) ke-k
& = sisaan (galat) pengamatan ke-i

Dalam regresi linear berganda yang akan diduga adalah g, dan g, artinya
(B1, B2, -, Bx). Persamaan linear untuk pendugaan garis regresi linear ditulis

dalam bentuk :

yi = bo + blxli + bz.xZi + "'+kaki (22)



Vi = nilai dugaan variabel terikat pengamatan ke-i
Xi; = nilai variabel bebas pengamatan ke-i
b, = titik potong garis regresi pada sumbu-y atau nilai dugaan ¥ bila x

sama dengan nol
by, = gradien garis regresi (perubahan nilai dugaan ¥ per satuan

perubahan nilai x) ke-k

Model regresi linear berganda dapat juga ditulis dalam bentuk matriks yaitu :

Y = XB + ¢ (2.3)
dengan,
Y = vektor pengamatan berukuran n x 1
X = matriks variabel bebas berukuran n x k
B = vektor parameter yang akan ditaksir berukuran k x 1
€ = vektor galat berukuran n x 1

2.3 Asumsi Analisis Regresi Linear

Menurut Drapper dan Smith (1992), agar mampu memiliki kesimpulan yang
benar tentang parameter S, dan S, pemenuhan asumsi-asumsi model regresi

harus terpenuhi. Asumsi-asumsi tersebut adalah :

1. Nilai g adalah bebas satu dengan yang lainnya atau korelasi (¢;, &) = 0.

Untuk asumsi pertama yang menyatakan independent, artinya &; merupakan



variabel acak dengan nilai tengah nol dan ¢ yang tidak diketahui. Jadi,
E(&) = 0,V(g) = 02, ¢ dan g tidak berkolerasi, i # j, sehingga
covv(e;, &) = 0. Jadi, &; merupakan variabel acak normal, dengan nilai
tengah nol dan ragam o2 dengan kata lain g~ N (0, o2).

2. Nilai tengah dari Y adalah fungsi linear dari X, yaitu jika dihubungkan titik-
titik dari nilai tengah yang berbeda, maka akan diperoleh garis lurus
ny1x) = Bo + BrXi-

3. Ragam galat homogen (homoskedasitas) yaitu galat memiliki nilai ragam yang
sama antara galat ke-i dan galat ke-j. Secara matematis ditulis Var(g;) = o?2.

4. Ragam galat menyebar normal dengan rata-rata nol dan suatu ragam tertentu.
Asumsi ke empat menyatakan untuk sembarang kombinasi tetap dari variabel
bebas X, variabel tak bebas Y berdistribusi normal atau yang biasa disebut

asumsi kenormalan. Dengan kata lain &~ N (0, 62).

2.4 Multikolinearitas

Istilah multikolinearitas pertama kali ditemukan oleh Ragnar Frisch pada tahun
1934 yang artinya terdapat hubungan linear diantara beberapa atau semua variabel
bebas dalam model regresi. Masalah multikolinearitas hanya ditemukan dalam
regresi linear berganda. Model yang baik adalah model yang bebas dari
multikolinearitas. Suatu model yang bebas dari multikolinearitas adalah model
yang memiliki nilai faktor Variance Inflation Factor (VIF ) < 10. Nilai

VIF > 10 mengindikasi terdapat multikolinearitas (Myers, 1990).



Salah satu cara untuk menguji gejala multikolinearitas dalam model regresi adalah
dengan melihat nilai TOL (tolerance) dan VIF (Variance Inflation Factor) dari
masing-masing variabel bebas terhadap variabel terikatnya (Gujarati, 1995).
Uji untuk mengetahui gejala multikolinearitas dengan melihat nilai VIF dan TOL
tersebut dilakukan dengan menggunakan langkah-langkah:

1. Menghitung VIF dari X;

2. Meregresikan variabel bebas selain X; terhadap X

3. Menghitung koefisien determinasi dari regresi variabel bebas selain X;

terhadap X; dan diperoleh R?.
4. Menghitung nilai TOL dengan rumus TOL = (1 - Rjz).

5. Menghitung nilai VIF dengan rumus VIF = ﬁ.

Masalah multikolinearitas bisa timbul karena berbagai sebab. Pertama, karena sifat-
sifat yang terkandung dalam kebanyakan variabel ekonomi berubah bersama-sama
sepanjang waktu. Besaran-besaran ekonomi dipengaruhi oleh faktor-faktor yang
sama. Oleh karena itu, sekali faktor-faktor yang mempengaruhi itu menjadi operatif,
maka seluruh variabel akan cenderung berubah dalam satu arah. Dalam data time
series, pertumbuhan dan faktor-faktor kecenderungan merupakan penyebab utama
adanya multikolinearitas. Kedua, penggunaan nilai lag (lagget values) dari variabel-
variabel bebas tertentu dalam model regresi. Mengingat sifat yang sangat mendasar
dari data, multikolinearitas diperkirakan terdapat pada sebagian besar hubungan-
hubungan ekonomi. Oleh karena itu, perhatian sesungguhnya bukan lagi terletak
pada ada atau tidaknya multikolinearitas, tetapi lebih pada akibat-akibat yang

ditimbulkan oleh adanya multikolinearitas dalam sampel (Sumodiningrat, 1998).
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2.5 Konsekuensi Multikolinearitas

Jika asumsi pada model regresi linear klasik terpenuhi, maka penaksir kuadrat
terkecil/ Ordinary Least Square (OLS) dari koefisien regresi linear adalah linear, tak
bias dan mempunyai varian minimum dalam arti penaksir tersebut adalah penaksir
tak bias kolinear terbaik/ Best Linear Unbiased Estimator (BLUE), meskipun
multikolinearitas sangat tinggi, penaksir kuadrat terkecil biasa masih tetap memenuhi

syarat BLUE, tetapi penaksir tersebut tidak stabil (Gujarati, 1995).

Multikolinearitas berpengaruh terhadap estimasi kuadrat terkecil dari koefisien
regresi. Akan diperlihatkan bagaimana g, variansi (B]) dan kovariansi (B,ﬁh)

dengan j,h = 1,2,..., k. Misalkan ada dua variabel bebas (X;, X,) dan Y variabel

terikat sehingga diperoleh model,
Y=p0X1+BX,+¢ (2.4)

Persamaan matriks dengan metode kuadrat terkecil adalah

XTX)B = X"y (2.5)
1 r 1
Ty — 12 Tv y
o=} ] o[
diperoleh

[ 1 —T12 ]
1-1r45 1-r12 |
XTX -1 — | 12 12
XX = 1
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Elemen diagonal utama dari matriks [X7X]~! merupakan varians inflasion vactor

(VIF) yaitu :
1 .
ij =1—_R]2- ] = 1,2, ,k (26)
dengan,
Rj2 = koefisien determinansi dari regresi X;
Cjj = varians inflasion vactor (VIF)
T12 = korelasi antara X; dan X,

Ty = korelasi antara X; dan Y

XTX)B = X"y
1 ny 31 _ [Ty
-1

TZ 1 1 B rZy

sehingga,

Ty — 12172y

'53 =
! 1- T122)
3 _ Toy = T2y
2 1- T122)

Jika ada multikolinieritas antara X; dan X, yang sangat erat dan r;, — 1. Variansi
dan kovariansi koefisien regresi menjadi sangat besar karena V(Bj) = Cjjr, > ©
seperti |ry,| — 1, galat Cov(B;, B,) = C;,6% — +oo, variansi yang besar untuk f;
menyatakan bahwa koefisien regresi adalah perkiraan yang sangat lemah. Pengaruh
multikolinieritas adalah untuk memperkenalkan sebuah ketergantungan linier yang

dekat dalam kolom matriks. Selanjutnya jika kita mengasumsikan X7y — X7y,
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seperti |ry,| = 1, perkiraan koefisien regresi menjadi sama besarnya, tetapi

PN

berlawanan tanda, yaitu 5; = —f,.

Masalah yang sama terjadi bila masalah multikolinieritas disajikan dan ada lebih dari
dua variabel bebas. Umumnya elemen diagonal matriks ¢ = [X7 X]~! dapat ditulis

sebagai berikut :

1
G =1-R?

Rj2 dihasilkan dari meregresikan X; pada variabel bebas lainnya. Konsekuensinya

Kita biasa menyebut

VIF(B;) = 2.7)

1
1-R}
Varians inflasion factor (VIF) untuk BJ- ini adalah ukuran penting dalam perkiraan

multikolinieritas.

Menurut Sumodiningrat (1998), dalam hal terdapat multikolinearitas sempurna,
penaksir dengan kuadrat terkecil bisa menjadi tak tentu dan variansi serta standar
deviasinya menjadi tak terhingga. Sedangkan jika multikolinearitas tinggi, tetapi
tidak sempurna maka konsekuensinya

adalah sebagai berikut :

a. Meskipun penaksir melalui kuadrat terkecil bisa didapatkan, standar deviasinya

cenderung besar jika derajat kolinearitas antara peubah bertambah.
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b. Karena standar deviasi besar, interval kepercayaan bagi parameter populasi yang
relevan akan menjadi besar.

c. Taksiran-taksiran parameter kuadrat terkecil didapatkan tetapi standar deviasi
akan menjadi sangat sensitif terhadap perubahan.

d. Jika multikolinearitas tinggi, mungkin bisa tinggi namun tidak satu pun (sangat

sedikit) taksiran koefisien regresi yang signifikan secara statistic.

2.6 Ukuran Pemusatan dan Penskalaan (centering and scaling)

Pemusatan dan penskalaan data merupakan bagian dari membakukan
(standardized) variabel. Modifikasi sederhana dari pembakuan atau standarisasi

variabel ini adalah transformasi korelasi (correlation transformation).

Pemusatan merupakan perbedaan antara masing-masing pengamatan dan rata-rata
dari semua pengamatan untuk variabel. Sedangkan penskalaan meliputi gambaran
pengamatan pada kesatuan (unit) standar deviasi dari pengamatan untuk variabel

(Kutner, et al., 2005).

Dalam hal ini yang akan dibakukan (distandarisasi) adalah model regresi

linear berganda yang ditujukkan pada model di bawah ini.

Y; = Bo + B1X1i + B2 Xoi + -+ i Xy + & (2.8)
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Berikut ini merupakan pembakuan variabel terikat Y dan variabel bebas X;, X, ..., X

., =Y / n (Y, —Y)2
Y = lSy dengan Sy = llﬂ# (2.9)

— =1\2
X' = XUS—;X] dengan Sy, = \/ ?zl(fiizxj) (2.10)
untuki =1,2,...,ndanj=1.2,..,k
dengan :
Y = rata-rata dari Y
)?j = rata-rata dari pengamatan X;
Sy = standar deviasi dari Y
Sx; = standar deviasi dari X;
Model regresi berganda terstandarisasi adalah tranformasi dari model regresi
berganda (didefinisikan sebagai transformasi korelasi)
Y/ =BiXii+BaXo + -+ BiXi + & (2.11)

Model di atas disebut sebagai model regresi yang baku (standardized regression
model). Diantara parameter 81, B35, ..., Bx pada model regresi baku, dengan
parameter S, S5, ..., B, dengan model regresi linear berganda terdapat suatu
hubungan linear. Hubungan antara kedua parameter dari dua model yang berbeda

tersebut dijabarkan seperti di bawah ini (Kutner, et al., 2005).

Sy \ . .
B; = <5—> G, i=12,.k (2.12)
Xj

Bo =Y — B1Xy — Bo Xy — - = Bi Xy (2.13)
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k

Bo=Y— jzlﬁj)?j (2.14)

Prosedur ini disebut dengan prosedur penskalaan. Dari persamaan (2.8) di atas dapat

dibentuk menjadi :

Yi = Bo + Bi(X1i — X1) + BiXy + Bo (X — Xo) + B Xy + -+ + B (Kii — K1)
+ :Bk)?k + &

Yi=Bo+BiXs + -+ BiXi) + Br Xy — X)) + -+ B Xii — X)) + & (2.15)

Berdasarkan persamaan (2.13) Maka berlaku :

Y = Bo+ BiXy + B2 Xy + - + B Xy

Sehingga
i =V = (Bo + BiXy + -+ BiXi) + (B Xy — Xy) + -+ B K — Xi) + &)

— (Bo + BiX1 + BoXy + - + BiXi)

Y, =V =Xy — X0) + B, (Xpi — Xp) + -+ B (Xpe — X)) + & (2.16)
Jika
yi=Y—Y
X=Xy — Xy
Xai = Xoi — X;
Xii = Xi — X

Maka didapat model baru yaitu:

Vi = P1X1i + Baxg; + -+ BrXpi + & (2.17)
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Prosedur untuk membentuk model pertama menjadi model terakhir disebut
dengan prosedur pemusatan. Prosedur ini mengakibatkan hilangnya g, (intercept)
yang membuat perhitungan untuk mencari model regresi menjadi lebih sederhana.

Keseluruhan dari prosedur di atas disebut prosedur pemusatan dan penskalaan.

2.7 Metode Kuadrat Terkecil (MKT)

Metode kuadrat terkecil merupakan suatu metode yang digunakan untuk
mengestimasi By, B1, B2, - - -, B dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat galat.
Parameter By, B1, B2, - - -, By tidak diketahui dan perlu dicari nilai estimasinya

(Montgomery, 2006).

Secara umum persamaan untuk mendapatkan nilai estimasi dengan metode

kuadrat terkecil dapat ditulis :

2

14
BHKT = argmnlly - XBII3 = argmin |y = )" ;% (2.18)
j=1
2
Pada notasi matriks jumlah kuadrat galat e? dapat ditulis sebagai berikut
n €1
Ze;:e}ei:[el ez - ]| = e +ei+...+e?  (219)
i=1 él

Dari persamaan umum regresi linear berganda dapat ditulis sebagai berikut

QB = D et = D i~ fo- Buxui- fora == B’ (220)
i=1 i=1



Berdasarkan persamaan umum regresi linear berganda dengan matriks diperoleh

= Y- XB (2.21)

Oleh Karena itu, perkaliaan matriks galat menjadi :
iei=Y-XB'(Y-XP)
= YTy —YTXB — BTXTY + BTXTXpB
(karena XTBTY = YTXB)

Te, =YTY - 2YTXB + BTX"XpB (2.22)

Untuk mencari nilai-nilai 8 yaitu dengan meminimumkan jumlah kuadrat galat,
kemudian dicari turunan dari Q(;) secara parsial terhadap g ; j = 1,2,...,k

dan disamakan dengan nol.

Jika ditulis dalam bentuk matriks maka bentuknya menjadi

n n n
no D Xa )Xo > X

i=1 i=1 i=1
n n n n
EXH Exl?l inzxi1 inkxil [bo] 1 1 1111
=1 i=1 i=1 by |X11 X1 Xn1 || Y2 ]
n n n |b,| = | X1z Xzz Xuz || V5
YKo Y XuXe DX . lekxlz [ ll J”ljl
i=1 i=1 i=1 by Xik X2k Xl LYy
TL. n n
D Xue D XaXu ) XiXu ZX
Li=1 i=1 i=1

Atau secara lengkap jika ditulis kedalam bentuk matriks menjadi

[XTX]B = [XTY] (2.23)
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Pada persamaan diatas kedua ruasnya dikalikan invers dari matriks (X7X)~1,

sehingga diperoleh:
XTX)"1IXTXB = (X"X) X"y
IB = (XTX)"1XxTy

B = (XTX)"1xTy
Sehingga diperoleh estimator untuk MKT adalah

B =X"x)"'XxTy (2.24)
Sifat-sifat penduga metode kuadrat terkecil adalah sebagai berikut

1. B linear
£ linear jika B merupakan fungsi linear dari
B =XTX)"1XTy
= XTX)"1XT(XB + ¢)
= X"X)7IXTXB+ (X"X)'X"e

=IB+(X"X)"1XTe

2. f tak bias
B adalah penduga tak bias jika E(B) = B
E(B) = E(X"X)7'X"Y)
=E(XTX)"1XTXB + ¢)
= E((XTX)"1XTXB + (X"X)"1XT¢)
= XTX)"1XTXB + (X"X)"1XTE(¢)

= X"TX)"1XTXp
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=B

Sehingga B merupakan penduga tak bias dari 8

3. B memiliki variansi minimum

var(B) = E[(B - B)(B-B) ]

E[(XTX)7'XTY — B)(X"X)7'XTY — B)']

EL(XTX)T'XT(XB +&) — B) (X"X)'X"(XB + ) — B)']

= E[((X"X)'XTXB + (X"X)"'X"e) — B)(X"X)'X"XB +
X"X)7'X"e) - B)']

=E[B+XTX) XTe—B) (B + (X"X)"'XTe — B)T]

=E[((XTX)71XT¢) (XTX)"1XTe)"]

=E[((XTX)"1XTe) (XTX)"1XTe)"]

=ENXTX)" 1 XTeTe X (XTX)™1]

=E[(XTX)" 1 XTE(eh) X XTX)™

=(XTX)"1XTX (XTX) 1 E[e€T]

= (XTX) 152

Var([?) = (XTX)~1 62 merupakan varians terkecil dari semua penaksir linear tak

bias, hal ini dijamin dengan teorema Gauss-Markov.

Untuk menunjukkan bahwa Var(B) adalah varians yang paling minimum. Maka
akan diasumsikan penduga lain yang linear dan tak bias, kemudian dibuktikan

bahwa variansinya lebih besar dari Var(B).

Misalkan B* adalah penduga yang linier dan tak bias bagi 8. Asumsikan bahwa :
B = ((X"X)7'X" + 2)y

dimana Z adalah matriks konstanta (k x n) yang diketahui
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B = ((X"X)7'X" + 2)y
= ((XTX)"XT+Z2)(XB + ¢)
= ((X"X)'XTXB + (XTX)'XTe + Z(XB + ©))
= ((XTX)IXTXB + (X"X)1XTe + ZXB + Z¢)
=B+ XTX)"IXTe + ZXB + Z&)

sehingga

E(ﬁ*) =EB + (XTX)"1xTe + ZXp + Z¢)
= B +ZXB (karena E(g) = 0)
=1+ZX)p

Agar B* estimasi tak bias dari 8 maka ZX = 0, sehingga :
var(8?) =& ((8 - B)(B - )"

dengan (B* — B) = (XTX)"1X"e + ZXB + Ze. Dan diasumsikan bahwa
E(ee") = 0621,,. Karena ZXp = 0 sehingga
Var(B*) = E ((X"X)"'XTe + Z&) (XTX) "Xz + Z&)")

= E(((XTX)"'XTe + Z&) (72" + £TX(X"X) ™))

= E(((XTX)7'XT + 2)ee" (27 + X(XTX) ™))

= (((XTX)71XT + 2)021,(Z7 + X(XTX)™))

= 0% (((X"X0)7IXT + 2)(Z7 + X(XTX)™1))

=2 ((X"X)XTZ" + X"X)TIXTX(XTX) N+ ZZ7 + ZX(X"X)™D)

= o2 ((X"X)'XTZ" + IX"X) + 22" + ZX(X"X)7Y)
Karena ZX = XTZT = 0 maka

Var(f*) = o?2((XTX)"1 + 2Z7)
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Matriks ZZT adalah definit positif, karena semua unsur diagonalnya berbentuk
kuadrat. Jadi terbukti bahwa variansi dari setiap unsur dari vektor 8* selalu lebih

besar, atau paling kecil sama dengan variansi unsur 8 yang sesuai.

Estimator kuadrat terkecil yang memenuhi sifat linear, tak bias, dan mempunyai

variansi minimum ini bersifat Best Linear Unbiased Estimator (BLUE)

2.8 Regresi Ridge

Metode regresi ridge pertama kali dikemukakan oleh Hoerl (1962) dan

dikembangkan oleh Hoerl dan Kennard (1970). Penaksir koefisien regresi ridge

adalah sebagai berikut

Br = (XTX+kD)'XTy (2.25)
dengan,
I = matriks identitas berukuran pxp
k = konstantabias0 <k <1

Regresi ridge memberikan estimasi koefisien regresi yang bias dengan memodifikasi
metode kuadrat terkecil untuk mendapatkan pengurangan varian dengan
menambahkan suatu tetapan k dalam menstabilkan koefisien (Mardikyan dan Cetin,

2008).

Menurut Dereny dan Rashwan (2011), teknik Ridge didasarkan pada penambahan

konstanta bias k pada diagonal matrik X7 X, sehingga koefisien penduga ridge
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dipengaruhi oleh besarnya tetapan bias k, dimana nilai k bernilai antara 0 sampai 1.
Dalam regresi ridge variabel bebas X dan variabel terikat Y ditransformasikan
kedalam bentuk baku (standarisasi) kedalam X* dan Y*. Ditransformasikan dengan

rumus sebagai berikut:

e Xij — X dany” = =Y
*, an =
Yon— Y ' vn—1S8y

Pada regresi ridge diubah menjadi persamaan tanpa koefisien intersep variabel bebas

X dan variabel terikat Y dalam bentuk baku maka diperoleh model sebagai berikut:
Y7 = BiXa + BaXy + o 4 BpXp + €
Maka persamaan diatas dalam bentuk matriks sebagai berikut:
Y'=X"B"+¢" (2.26)

Penduga regresi baku ridge diperoleh dengan memasukan konstanta bias k kedalam
persamaan normal MKT dan matriks korelasi variabel bebas X dan variabel terikat

Y.

Secara umum rumus yang digunakan untuk mendapatkan penduga regresi ridge

yang memiliki fungsi objektif dan kendala sebagai berikut

BRIDGE = argminlly — XBII% + kB (2.27)

Misalkan

n k
QBe)) = ) G- farai= Boxar — = i) + ) k7
i=1 i=1

]
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Langkah selanjutnya adalah meminimumkan fungsi Q(,@RJ-) dan

menyamadengankanya dengan nol .

Apabila disusun kembali dalam bentuk matriks adalah sebagai berikut

ﬁl k . 0 ﬁl
XTX]| : |+ - ” = [XTY]

0 .. kllB
[X"X]B + [kI1B = [X"Y]

Bic

[XTX + kI1B = [XTY] (2.28)

Dalam bentuk matriks Langkah awal untuk menentukan penduga regresi baku ridge
adalah meminimumkan jumlah kuadrat galat untuk model pada persamaan dengan

menggunakan metode pengali Langrange yang meminimumkan fungsi :
e'e = (Y — XBp)"(Y — XBg)

dengan syarat pembatas fEBgr — k> = 0
~ T —~ o~y o~
G= (Y—XBg) (Y —XBg) + kI(BrBr — K?)
T Ty P Ty(7.)> AT P 2
G=YTY —2X"YBgr + X"X(Bg) + kI(B%Bg — Kk?)
Dengan menggunakan syarat minimum persamaan diatas didefinisikan terhadap 8

dan estimasi regresi Ridge diperoleh sebagai berikut:

G _ _
—— = =2XTY — 2X"XBr + 2kIfr = 0
dBr
XTXBgr + kIBg = XTY
XX + kDBr = X"Y

Br(k) = (XTX + kD7 1XTY
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Sehingga diperoleh penduga regresi ridge yaitu:

Br=XTX+kD'XTY (2.29)

Adapun sifat-sifat dari regresi ridge antara lain:
1. Menurut Montgomery dan Peck (2006) estimator regresi ridge merupakan

transformasi linier dari penduga metode kuadrat terkecil oleh karena itu

E(Bg) = E[(X"X + kD)71XTY]
=E[(XTX + kD1XT(XB + ¢)]
= (X"X+ kD) (X"X)EB) + (X"X + kI) XE(e)
= XTX+EkDI(XTX)B

Karena E(Bg) # B maka Bz merupakan penduga yang bias.

2. Menurut Montgomery dan Peck (2006) varian dari B8 dapat dinyatakan
dalam bentuk matriks sebagai berikut:

VBr) = c?XTX+ kD 'XTX)(XTX + kD)1 (2.30)

Sehingga nilai varians inflasion factor (VIF) merupakan diagonal utama

dari matriks (XTX + kD Y(XTX)(XTX + kD) 1.

3. Menurut Hoerl dan Kennard (1970) jumlah kuadrat galat untuk nilai

dugaan regresi ridge adalah

SSE = (y - XBr) (v — XBp) (2:31)
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Yang dapat ditulis dalam bentuk:

SSE =y"y — BrX"y — kBBr

4. Menurut Montgomery dan Peck (2006) rata-rata jumlah kuadrat dari

regresi ridge adalah sebagai berikut.

MSE(Br) = Var(Be) + (bias(Bp))’
= 0?77 [(XTX + k1) (XTX)(XTX + k)" | + [—Bk [XTX + k1] ]2
= o?Tr [(XTX + kD) (XTX)(XTX + kI) "' | + (K26’ XTX + kI™'] 2

A —
= g2 zﬁ’zuﬁ—sz + k2(XTX + k728 (2.32)

Hoerl dan Kennard (1970) menyarankan metode grafik yang disebut ridge trace
untuk memilih nilai parameter k. Grafik plot berdasarkan nilai komponen
individu £ (k) dengan barisan dari k (0 < k < 1). Konstanta k mencerminkan
jumlah bias dalam estimator S bila k = 0 maka estimator S akan bernilai sama
dengan estimator kuadrat terkecil 8. Bila k > 0 estimator ridge akan bias
terhadap estimator S tetapi cenderung lebih stabil dibandingkan estimator kuadrat
terkecil. Pemilihan besarnya tetapan bias k merupakan masalah yang perlu
diperhatikan. Tetapan bias yang diinginkan adalah tetapan bias yang

menghasilkan galat yang relatif kecil dan menghasilkan koefisien estimator yang

relatif stabil.

Myers (1990) dalam Montgomery dan Peck (2006) menyarankan nilai k dengan
menggunakan metode Kriteria validasi silang tergeneralisasi (generalized cross

validation). Secara sederhana manfaat dari prosedur ini adalah untuk pemilihan k
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guna mendapatkan model terbaik dan koefisien dugaan yang lebih stabil dengan
meminimumkan GCV yang dapat dilihat melalui plot sederhana antara validasi

silang tergeneralisasi ini dengan k. Pemilihan ini menggunakan rumus sebagai

berikut
GCV = SSE k 2.33

" {n—[1-traceH,]}? (2.33)
dimana,

XXX+ kD™ X" = H,

Hy, = Zp: 4
T Ltk
Jj=1

dengan,

SSE, = jumlah kuadrat residual dengan regresi ridge

A = nilai eigen ke- j
k = konstanta antara 0 sampai 1
n = banyaknya data

2.9 Analisis Komponen Utama

Metode analisis komponen utama (AKU) merupakan teknik statistik yang
digunakan untuk menjelaskan struktur variansi-kovariansi dari sekumpulan
variabel melalui beberapa variabel baru dimana variable baru ini saling bebas dan
merupakan kombinasi linear dari variabel asal. Selanjutnya variabel baru ini
disebut sebagai komponen utama. Analisis komponen utama bertujuan untuk
menyederhanakan variabel yang diamati dengan cara menyusutkan dimensinya.
Hal ini dilakukan dengan menghilangkan korelasi variabel melalui transformasi

variabel asal ke variabel baru yang tidak berkorelasi.
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Nilai eigen merupakan keragaman dari setiap komponen utama. Ketika nilai
eigen dari komponen utama mendekati nol hal tersebut juga mengindikasikan

adanya multikolinearitas pada data asli (Rougoor, et al., 2000).

Variabel baru (Q) disebut komponen utama yang merupakan hasil transformasi

dari variabel asal X yang modelnya dalam matriks adalah sebagai berikut :

Q=VX (2.34)
dengan,
Q = vektor variabel baru komponen utama yang merupakan hasil
transformasi dari variabel asal X
V = matriks yang melakukan transformasi terhadap variabel asal X

sehingga diperoleh komponen vektor Q

Komponen utama pertama adalah kombinasi linear terbobot variabel asal yang dapat
menerangkan keragaman terbesar (Gasperz,1991). Komponen utama pertama dapat
dituliskan sebagai

Ql = v11X1 + U21X2 + -4+ vp]_Xp = U{X

Komponen utama kedua dapat dituliskan sebagai

Q2 = v12X1 + 1722X2 + -+ vszp = vZTX
Secara umum komponen utama ke-j dapat dituliskan sebagai

Qj = v1jX1 + V2 Xy + -+ vy X, = v/ XPB (2.35)
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Setelah beberapa komponen hasil PCA yang bebas multikolinearitas diperoleh,
maka komponen-komponen tersebut menjadi variabel bebas baru yang akan
diregresikan atau dianalisis pengaruhnya terhadap variabel tak bebas (Y) dengan
menggunakan analisis regresi. Keunggulan metode PCA diantaranya adalah dapat
menghilangkan korelasi secara bersih tanpa harus mengurangi jumlah variabel

asal.

2.10  Regresi Komponen Utama

Regresi komponen utama merupakan teknik analisis regresi yang dikombinasikan
dengan analisis komponen utama, dimana analisis komponen utama dijadikan
sebagai tahap analisis. Analisis komponen utama merupakan analisis yang
memperkecil dimensi variabel tanpa kehilangan banyak informasi, dengan tujuan
menyederhanakan variabel yang diamati dengan cara mereduksi dimensinya.
Regresi komponen utama menggunakan analisis komponen utama sebagai
variabel bebas dan meregresikan menggunakan scores komponen utama tersebut

sebagai variabel bebas terhadap variabel terikat.

Menurut Montgomery and Peck (2006) bentuk umum persamaan regresi komponen

utama adalah sebagai berikut :

Y =Qa+¢ dimana, Q=XV a=VTg
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dengan,
Y = vektor variabel tak bebas
X = matriks yang elemen-elemennya dikurang dengan rataannya yang
mensyaratkan rataan 0 dan standar deviasi 1
Q = matriks berukuran n x k yang elemennya terdapat komponen utama
dimana Q = XV
a= vektor koefisien komponen utama berukuran k x 1

& = vektor galat berukuran n x 1

Regresi komponen utama menggunakan estimasi kuadrat terkecil namun
menggunakan skor (nilai) komponen utama sebagai variabel penjelas (variabel
bebas). Secara umum estimasi dengan regresi komponen utama dengan fungsi

objektif adalah sebagai berikut :

n 2
@ = argmin|ly — Qal|3 = argmin ||y — Z a;{; (2.36)
a a = ,
Sehingga
n
Qa) = Z()’i = Gy~ @1G1; - Q2G21 — — A qri)®
i=1

Langkah selanjutnya adalah meminimumkan fungsi Q([?Rj) dan

menyamadengankanya dengan nol.

Apabila disusun kembali dalam bentuk matriks adalah sebagai berikut
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a=1[Q"Ql'Q"y (2.37)
B =va (2.38)
Apabila dibentuk dalam bentuk matrik

| B1]
I :2|= [1.71 vy .. vk]
3,

Dalam analisis regresi komponen utama ,tidak digunakan semua komponen Q

1
2

= >

QD Q

QL.

k

melainkan memilih komponen utama berdasarkan kriteria tertentu.
Menurut D.F Marrison tahun 1976 dalam edisi kedua Multivariat Statistical
Methods, komponen-komponen dapat dihitung sampai sejumlah tertentu proporsi

keragaman (> 75%) yang telah terjelaskan (Draper and Smith, 1992 ).

Dengan semua variabel yang terstandarisasi sehingga XT X merupakan matriks
korelasi dari X dan XTY merupakan vektor korelasi antara X dan Y .

Misalkan V = [V4, .. .,V,] merupakan matriks berukuran pxp yang kolom
kolomnya eigenvector ternormalisasi dari XTX dan misalkan 4, ..., Ap

merupakan nilai eigen yang bersesuaian.

Misalkan Q = [Qq, ... ,Qp ] = XV. Sehingga Q; =XV;adalah komponen utama
ke-j dari X.

Beberapa hal penting dari regresi komponen utama adalah :

1. vTv =vvT =1,, dimana matriks V ortonormal

2. QTQ = Adimana A =diag(4,, ., Ap) , Q orthogonal dan |Qj| :\/Tj

3. X=QVTdan X; = ¥7_, vy Qx



Model regresi dapat ditulis sebagai berikut :
Y=XB+e=XVVIB +e=Qa+¢c dimanaa=V'g
Berdasarkan persamaan ini, estimasi kuadrat terkecil dari a adalah
a= Q'O QY= A"Q"Y

Dan estimator regresi komponen utama adalah sebagai berikut

B=Va

B =VA~1QlY
Apabila semua komponen digunakan maka penduga dengan menggunakan regresi
komponen utama sama dengan penduga dengan menggunakan regresi kuadrat
terkecil, namun dalam praktiknya hanya sebuah subset Q )= [Q, . .. ,Qp ] dari
komponen utama yang digunakan dalam menduga a sehingga

a= (Q{S)Q(s))_lQ{S)Y = As_lQ{s)Y
Sehingga estimator regresi komponen utama dari subset ini adalah
B=VAs QY (2.39)

Adapun sifat dari regresi komponen utama adalah

1. Bersifat Bias

E(B) =E(WAT1QTY)

EV(Q'Q)™'QY)

EV(Q'Q)™'Q"Qa+ &)
=E(V(QTQ)'QTQVTB + 9)

=V'g

Penduga regresi komponen utama merupakan penduga yang bias karena

EB)=V'B#B
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2. Menurut Gaspersz (1991), ragam dugaan dari koefisien regresi komponen

utama

V(dj) = % s% j=12,..,m
dengan,
V(&;) = Varians dugaan koefisien regresi komponen utama
A; = AKkar ciri ke-j

s? = Ragam dugaan dari bentuk galat

Sehingga penduga varians dari koefisien b dengan persamaan regresi asli

adalah sebagai berikut

m

V(b;) = s Z v2 /4, (2.40)

j=1
dengan,

V(b;) = Varians dugaan koefisien regresi komponen utama dengan
persamaan asli
A; = Akar ciri ke-j

s? =Varians dugaan dari bentuk galat

v;; = komponen dari vektor ciri ke-i yang berhubungan dengan akar ciri ke-j

2.11 Mean of Squares Error (MSE)

Menurut Ghozali (2006) MSE merupakan salah satu pengukuran kesalahan yang
populer dan mudah digunakan. Umumnya, semakin kecil MSE semakin akurat

nilai suatu peramalan atau suatu pemodelan.
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Selain itu dalam kasus multikolinearitas metode terbaik diartikan sebagai metode
yang dapat melakukan perbaikan masalah multikolinearitas lebih baik dari yang
metode yang lain. Efisiensi dari metode untuk menangani multikolinearitas ini

akan dievalusi berdasarkan rata-rata dari Mean Square Error (MSE) dari hasil

estimasi parameter j, yang didefinisikan sebagai berikut :

A 1 A 2
MSE(B) = m j=1(ﬁj -B); j=12,...,m (2.41)
A 1 = 2
AMSE(B) = —X7..||B; - Bl (2.42)
dengan,
[?j = Penduga parameter regresi simulasi ke — j
g = Parameter regresi

m = Banyaknya ulangan
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I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2017/2018. Bertempat
di jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data simulasi. Untuk data
simulasi yakni data yang dibangkitkan dengan variabel bebas sebanyak p = 6 dan

banyaknya data yaitu n = 25, 50, dan 75 yang diulang sebanyak 100 kali dengan

fo=0danp; =p, = .=, =1

Untuk mendapatkan data kolinearitas pada setiap himpunan data, X,

dibangkitkan menggunakan simulasi Monte Carlo berdasarkan McDonald dan

Galarneau (1975) dengan persamaan sebagai berikut :

Xij =1~ pz)l/zzij t PZip+1) 1=1,2,..,n

j=12,..,p (3.1)
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dengan z;,, zj, . . ., Zjp+1) Merupakan data yang dibangkitkan dalam bentuk
normal standar atau berdistribusi normal N(0O, 1) dan p ditentukan sehingga
korelasi antarvariabel bebas diberikan oleh p2. Dua himpunan dari variabel yang
saling berkorelasi dalam penelitian ini dibuat berdasarkan nilai p = 0.99. Untuk

lebih jelasnya dapat dilihat pada Tabel 1.

Tabel 1. Simulasi Data X;,, Untuk 6 Variabel Bebas

Jumlah Variabel Bebas Simulasi Data X,

Z;j=N(0,1) ji=1,2,...,7
Xpn=01- Pz)l/zzu t+ pziz
Xp =1 =p»)Y%z;, + pz;y
6 X =1 ~-p»)"Y%2z;5+ pz;;
X = (1= pHY%2zi + pzyy
Xis = (1= pHY2zi5 + pzyy

Xie = (1 — p)Y2zi5 + pz7

Variabel terikat (Y) untuk setiap p variabel bebas diperoleh berdasarkan model
Y = XpB + e dimana g adalah §; ; = 1; untuki=j, dan 0 selainnya. Dengan &
dibangkitkan berdasarkan distribusi normal N(0, 1) sehingga Y merupakan

kombinasi linear dari p variabel bebas ditambah galat yang ditampilkan pada tabel

berikut.
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Tabel 2. Variabel Terikat (YY) Untuk 6 Variabel Bebas

P

Y

6

Y=X;+X,++ X, +N(0,1) p=12,..,6

3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan secara studi pustaka, yaitu dengan mempelajari buku-

buku teks penunjang dan karya ilmiah yang disajikan dalam bentuk jurnal. Untuk

mempermudah perhitungan dengan hasil yang akurat, penulis menggunakan

software R versi 3.4.2. Adapun langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai

berikut :

1. Melakukan simulasi data.

2. Mengidentifikasi multikolinearitas dengan melihat nilai korelasi dan nilai VIF

(Variance Inflation Factor).

3. Melakukan analisis dengan menggunakan regresi ridge.

Dengan langkah-langkah sebagai berikut :

Melakukan center and scale data.

Membuat matriks korelasi dari center and scale data.

Menghitung nilai duga B regresi ridge untuk semua nilai k, dengan
0<k<1.

Menghitung statistik GCV.

Membuat plot validasi GCV untuk memilih nilai k

Mendapatkan nilai duga S regresi ridge dengan nilai k yang telah

dipilih,
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Mentransformasi nilai duga S regresi ridge kedalam variabel asli.

4. Mencatat nilai duga  metode regresi ridge.

5. Melakukan analisis dengan menggunakan regresi komponen utama.

Dengan langkah-langkah sebagai berikut :

Melakukan center and scale data.

Membuat matriks korelasi dari center and scale data.
Menghitung nilai eigen A; dan vector eigen V dari matriks korelasi.
Menghitung nilai komponen utama Q.

Memilih komponen utama yang memiliki nilai eigen lebih dari 1.
Menghitung nilai duga regresi komponen utama berdasarkan
komponen yang terpilih.

Mentransformasi nilai duga S regresi komponen utama kedalam
bentuk variabel asli terstandarisasi dengan mensubstitusi nilai
komponen utama Q.

Mentransformasi kembali nilai duga 8 regresi komponen utama

kedalam bentuk variabel asli.

6. Mencatat nilai duga p metode regresi komponen utama.

7. Mencari nilai duga B dengan metode kuadrat terkecil.

8. Menghitung MSE dan AMSE dari nilai duga  dengan metode regresi ridge,

regresi komponen utama dan metode kuadrat terkecil dengan rumus

MSE(B) = =3 72.(8 - B)’ (3.2)

AMSE(R) = 237|IB; - BII (33)
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dengan m adalah banyaknya pengulangan, j=1, 2, ..., m.
B]- = nilai duga parameter regresi simulasi ke — j
Membandingkan MSE (Mean Square Error) dan AMSE (Average Mean

Square Error) dari nilai duga 3 metode regresi ridge, regresi komponen utama

dan metode kuadrat terkecil.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut :

1. Nilai penduga parameter dengan menggunakan metode regresi komponen
utama lebih baik dibandingkan nilai penduga parameter dengan menggunakan
metode regresi ridge dan MKT karena paling mendekati nilai parameter
sesungguhnya.

2. Nilai MSE dan AMSE regresi komponen utama lebih kecil dibandingkan
analisis regresi ridge.

3. Metode regresi komponen utama dan metode regresi ridge lebih baik
dibandingkan metode MKT ketika terdapat multikolinieritas antar variabel
bebas dan metode regresi komponen utama lebih baik dibandingkan dengan
metode regresi ridge dalam menangani multikolinearitas berdasarkan kriteria
MSE dan AMSE.

4. Semakin banyak data yang digunakan dalam analisis semakin baik nilai

penduga parameter yang dihasilkan.
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