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ABSTRAK 

ANALISIS KESTABILAN MODEL PENYEBARAN PENYAKIT 

MALARIA DENGAN MASA INKUBASI PANJANG DAN MASA 

INKUBASI PENDEK 

 

Oleh 

NI WAYAN FITRI HANDYANI 

Malaria adalah penyakit yang disebabkan oleh protozoa dari genus  Plasmodium 

yang berada di dalam sel darah merah atau sel hati dan ditularkan dari orang ke 

orang melalui gigitan nyamuk  Anopheles betina. Penyebaran penyakit malaria 

dapat dimodelkan dengan ODE dan DDE. Dimana, variabel-variabel yang 

digunakan adalah      
    

                 . Pada penelitian ini dikaji mengenai 

titik equilibrium, kestabilan titik equilibrium melalui angka reproduksi dasar (   

atau   ) untuk masaing-masing model ODE dan DDE. Dengan menggunakan 

data yang ada ( kota Bandar Lampung) dilakukan simulasi dibawah asumsi 

tertentu untuk melihat profil dinamik dari masing-masing variabel. Dari hasil 

penelitian diketahui bahwa, keadaan bebas penyakit stabil asimtotik lokal jika 

nilai      dan      dan tidak stabil jika      dan     . Keadaan 

endemik penyakit stabil asimtotik lokal dan selalu ada jika nilai      dan 

    . Dari hasil pengujian secara numerik diperoleh bahwa perubahan nilai 

bebrerapa parameter mempengaruhi peningkatan laju manusia terinfeksi sehingga 

mengakibatakan perubahan laju kestabilan. Artinya adanya perubahan nilai 

parameter terkait akan mempengaruhi kecepatan kestabilan pada keadaan 

endemik penyakit 

 

Kata kunci: Malaria, ODE, DDE, Titik Equilibrium, dan Angka Reproduksi 

Dasar. 

 

 



 

ABSTRACT 

ANALYZE THE STABILITY OF MODELLING MALARIA DYNAMICS 

WITH LONG AND SHORT INCUBATION PERIOD 

 

By  

NI WAYAN FITRI HANDYANI 

Malaria is a mosquito-borne infectious disease caused by protozoan parasites of 

the genus Plasmodium, while feeding on humans, infected Anopheles female 

mosquitoes inject parasite into the bloodstream, wich infect liver cells. The 

transmission of malaria can be modelled by ODE and DDE. Where, the variables 

used are      
    

                   In this research we review about equilibrium 

points, the stability its through the basic reproduction number (   or   ) for each 

model ODE and DDE.Using available data (Bandar Lampung city), we simulate 

with assumptions the dynamic profile of each variable. The result show, the 

disease free equilibrium of system is locally asymstotically stable if       and 

     and unstable if      and     . The endemic equilibrium is locally 

asymptotically stable whenever exists, i.e. if      and     . From the results 

of numerical testing obtained that changes in the value of several parameters 

affect the increase of infected human rate, resulting in changes in the rate of 

stability. This means that any changes in the value of related parameters will 

affect the speed of stability in the state of endemic equilibrium. 

 

Keyword : Malaria, ODE, DDE, Equilibrium Point and Basic Reproduction 

Number. 
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I. PENDAHULUAN 

1.1  Latar Belakang dan Masalah 

Persamaan diferensial  merupakan cabang dari matematika yang sudah berkembang 

sejak jaman Isaac Newton dan Leibnitz, hingga saat ini masih memiliki peran yang 

besar serta banyak diterapkan pada berbagai bidang ilmu seperti fisika, teknik, 

biologi, kimia, ekologi, ekonomi dan ilmu-ilmu lainnya.  Persamaan Diferensial 

digunakan untuk menyatakan hubungan yang kompleks antara satu variabel tak bebas 

dengan satu atau beberapa variabel bebas lainnya , ini terlihat misalnya pada masalah 

penyebaran penyakit malaria. 

 

Malaria adalah penyakit yang mengancam kehidupan dan disebabkan oleh protozoa 

dari genus  Plasmodium yang berada di dalam sel darah merah atau sel hati dan 

ditularkan dari orang ke orang melalui gigitan nyamuk  Anopheles betina. Waktu 

antara gigitan  nyamuk dan pelepasan parasit menuju hati disebut dengan masa 

inkubasi. Masa inkubasi malaria dibedakan menjadi dua, yaitu masa inkubasi 

ekstrinsik dan masa inkubasi intrinsik. Masa inkubasi intrinsik adalah rentang waktu 

sejak sporozoit (bakteri berbentuk batang) masuk ke tubuh manusia sampai 
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mengalami gejala klinis awal yaitu demam.  Sedangkan masa inkubasi ekstrinsik 

adalah rentang waktu  siklus sporogoni (siklus dalam tubuh nyamuk). Masa inkubasi 

intrinsik dibedakan menjadi dua yaitu masa inkubasi panjang dan masa inkubasi 

pendek. Masa inkubasi malaria berkisar antara 8-40 hari sesuai dengan jenis spesies 

Plasmodium dan suhu  lingkungannya. 

 

Menurut laporan Badan Kesehatan Dunia (WHO) tahun 2010, terdapat 225 juta kasus 

malaria dan diperkirakan 781 ribu meninggal pada tahun 2009. Data ini mengalami 

penurunan dari 233 juta kasus malaria dan 985 ribu kematian pada tahun 2000. 

Sebagian besar kematian terjadi di antara anak yang tinggal di Afrika di mana 

seorang anak meninggal setiap 45 detik akibat malaria dan penyakit ini menyumbang 

sekitar  20% dari semua kematian anak-anak  di dunia (WHO, 2011). 

 

Di Indonesia, hingga akhir  tahun  2008 kasus malaria menunjukkan kecenderungan 

menurun, namun masih menjadi masalah kesehatan masyarakat. Berdasarkan data 

Departemen Kesehatan Indonesia baik API (Annual Parasite Incidence) maupun AMI 

(Annual Malaria Incidence) menunjukan penurunan selama periode 2000-2008. API 

pada tahun 2000 berada pada angka 0,81 per seribu penduduk terus turun hingga 0,15 

per seribu penduduk pada tahun 2004. Angka ini meningkat menjadi 0,19 pada tahun 

2006, untuk kemudian kembali turun pada angka 0,16 per seribu penduduk pada 

tahun 2007-2008. Hal yang sama terjadi pada AMI. Pada periode 2000-2004 AMI 
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cenderung menurun dari 31,09 menjadi 21,2 per seribu penduduk kemudian hingga 

tahun 2008 turun menjadi 18,82 per seribu penduduk (Depkes RI, 2009). 

 

Penyakit malaria masih tersebar luas di berbagai daerah, dengan derajat infeksi yang 

bervariasi. Menuju Malaria Free Asia Pasicif di tahun 2030, ternyata malaria masih 

menjadi ancaman di dunia, terutama di Indonesia. Tahun 2015, sebanyak 438 ribu 

orang meninggal karena malaria dan 3,2 juta orang memiliki resiko terjangkit malaria 

diseluruh dunia. Ini merupakan angka yang mengerikan, mengingat banyak wilayah 

di Indonesia yang juga merupakan daerah endemik malaria serta penyebaran malaria 

yang relatif cepat antara nyamuk ke manusia atau sebaliknya.  Berdasarkan 

permasalahan diatas, penulis tertarik untuk mengkaji penyebaran penyakit malaria 

dengan masa inkubasi intrinsik yaitu masa inkubasi panjang dan masa inkubasi 

pendek, sehingga dapat dimanfaatkan untuk memperkirakan  model dinamika 

perilaku  penyebaran penyakit malaria di suatau wilayah tertentu. 

 

Dalam hal ini, penulis akan mengkaji model penyebaran penyakit malaria dengan  

masa inkubasi  panjang dan masa inkubasi pendek menggunakan persamaan 

diferensial biasa (Ordinary Differential Equation / ODE) dan persamaan diferensial 

waktu tunda (Delay Differential Equation/ DDE). Kedua persamaan ini memiliki 

perbedaan pada waktu tunda masa inkubasi panjang, jika pada model persamaan 

diferensial biasa (Ordinary Differential Equation / ODE) tidak terdapat tundaan 

waktu pada inkubasi panjang, sedangkan untuk persamaan  diferensial waktu tunda 
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(Delay Differential Equation/ DDE) memiliki tundaan waktu sebasar   pada masa 

inkubasi panjangnya. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

Adapun penelitian ini bertujuan untuk: 

1. Menentukan model penyebaran penyakit malaria dengan masa inkubasi panjang  

dan masa inkubasi pendek menggunakan model persamaan diferensial biasa 

(Ordinary Differential Equation / ODE) dan persamaan  diferensial waktu 

tunda (Delay Differential Equation/ DDE) 

2. Memperkirakan ada atau tidaknya keadaan endemik penyakit malaria pada 

suatu wilayah tertentu. 

3. Menganalisis kestabilan keadaan endemik penyakit  pada suatu wilayah. 

4. Mengetahui dinamika perilaku penyebaran penyakit malaria dengan masa 

inkubasi panjang dan masa inkubasi pendek melalui pendekatan simulasi 

numerik. 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat  yang dapat diperoleh dari penelitian ini, adalah sebagai berikut: 

1. Diharapkan dapat menambah wawasan mengenai keterkaitan ilmu Matematika 

dan ilmu Biologi. 
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2. Dapat dijadikan sebagai salah satu referensi penelitian terhadap aplikasi 

persamaan diferensial biasa (Ordinary Differential Equation/ ODE) dan 

persamaan  diferensial waktu tunda (Delay Differential Equation/ DDE) 

khususnya pada  masalah penyebaran penyakit malaria dengan masa inkubasi 

panjang dan masa inkubasi pendek. 

3. Dapat memperkirakan penyebaran penyakit  masa inkubasi  panjang dan masa 

inkubasi pendek dengan mengubah parameter sehingga mampu 

memproyeksikan jumlah penyebaran penyakit pada waktu tertentu dan 

memperkirakan penyebaran penyakit malaria dengan masa inkubasi panjang 

dan masa inkubasi pendek dengan memvariasikan parameter. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Pemodelan Matematika 

Pemodelan matematika merupakan penyusunan suatu deskripsi dari beberapa 

perilaku dunia nyata (fenomena-fenomena alam) kedalam bagian matematika 

yang disebut dunia matematika. Pemodelan matematika merupakan proses dalam 

menurunkan model matematika dari suatu fenomena berdasarkan asumsi-asumsi 

yang digunakan.  Proses ini merupakan langkah awal yang tak terpisahkan dalam 

menerapkan matematika untuk mempelajari fenomena-fenomena alam, ekonomi, 

sosial maupun fenomena lainnya (Cahyono, 2013). 

 

2.2 Distribusi Eksponensial 

Dalam penerapannya, distribusi eksponensial digunakan pada teori antrian  

sebagai contoh misalnya, selang waktu antara keadaan darurat dan kedatangan di 

rumah sakit, lama waktu mulai dipakai sampai rusaknya suatu suku cadangan, 

selang waktu terjadinya bencana,  jarak penglihatan antara margasatwa dan 

spesies berbahaya dalam kejadian acak yang dapat digambarkan peluangnya.  

Waktu atau selang kejadian antara peubah acak disebut peluang distribusi 

eksponensial. Distribusi eksponensial juga disebut dengan distribusi selang waktu. 
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Fungsi Distribusi peluang, mean dan standar deviasi dari  distribusi eksponensial 

peubah acah   dapat dilihat: 

     
 

 
  

 

  ; ( x> 0 )       (2.1) 

            

Tidak seperti distribusi normal, yang memiliki bentuk dan daerah asal untuk dua 

nilai   dan  , bentuk dari distribusi eksponensial hanya pada satu nilai yaitu   

(McClave dan Sincich, 2000). 

 

2.3 Persamaan Diferensial Biasa (Ordinary Differential Equation / ODE) 

Suatu persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan suatu fungsi 

yang dicari dan turunannya. Suatu persamaan diferensial adalah suatu persamaan 

diferensial biasa (ODE) jika fungsi yang tidak diketahui hanya terdiri dari satu 

variabel independen (Bronson dan Costa, 2007).  

 

Tingkat (orde) persamaan diferensial adalah tingkat tertinggi dari derivatif yang 

terdapat dalam persamaan diferensial. Derajat dari suatu persamaan diferensial 

adalah pangkat tertinggi dalam persamaan diferensial. Atas dasar pengertian di 

atas, persamaan diferensial: 

                                       (2.2)  

adalah persamaan diferensial orde pertama dan berderajat satu.  Permasalahan ini 

dikenal juga dengan sebutan masalah nilai awal (MNA).  Solusi dari persamaan 

diferensial (2.2) adalah mencari sebuah fungsi      yang memenuhi   
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           dan syarat awal             dengan    sebuah konstanta. Variabel 

tak bebas adalah variabel yang nilainya bergantung pada nilai variabel bebas. 

Variabel bebaslah yang menentukan nilai variabel tak bebas dan bahkan 

sebaliknya.  Huruf   sering dipakai sebagai lambang variabel tak bebas, 

sedangkan huruf    dan   digunakan sebagai variabel bebas.  Diferensial variabel 

tak bebas dilakukan terhadap variabel bebasnya.  Beberapa bentuk umum 

persamaan diferensial, yaitu: 

1. Bentuk umum persamaan diferensial linear orde satu: 

                 (2.3) 

      adalah fungsi   atau konstan dan tidak mengandung  . 

2. Bentuk umum persamaan diferensial linear orde dua: 

                     (2.4) 

     dan   adalah fungsi   atau konstan dan tidak mengandung  . 

3. Bentuk umum persamaan diferensial linear orde n: 

  
   

   
    

     

     
      

  

  
           (2.5) 

      adalah fungsi   atau konstan dan tidak mangandung   (Degeng, 

2007). 

 

2.4 Persamaan Diferensial Waktu Tunda (Delay Differential Equation/ 

DDE) 

 

Persamaan diferensial waktu tunda  adalah suatu  persamaan diferensial 

fungsional yang sederhana dan lebih sering muncul dalam persoalan nyata. Hal ini 

berarti bahwa persamaan yang menyatakan beberapa turunan dari   pada waktu  , 
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terhadap   dan turunan-turunannya yang lebih rendah pada waktu t, dan pada 

beberapa waktu sebelumnya          dengan τ menyatakan besarnya tundaan 

waktu. Persamaan diferensial tundaan mempunyai bentuk sebagai berikut : 

 
 

  
                                    (2.6) 

               

(Arizona dan Faud, 2014). 

2.5 Persamaan Linier dan Tak Linier 

Diberikan persamaan diferensial biasa 

                         (2.7) 

Dikatakan linier jika   adalah linier dalam variabel-variabelnya. Jadi secara 

umum persamaan diferensial biasa linier orde   dinyatakan dalam 

      
        

                     (2.8) 

Persamaan yang tidak dalam bentuk persamaan (2.8) merupakan persamaan tak 

linier. Contoh persamaan tak linier 

   

   
 

 

 
              (2.9) 

                          (2.10) 

Persamaan (2.9) merupakan persamaan pendulum dan tak linier karena ada suku 

    . Sedangkan pada persamaan (2.10) karena terdapat suku     dan    

(Waluya, 2006). 
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2.6 Nilai Eigen 

 

Jika   adalah sebuah matriks     , maka sebuah vektor tak nol   pada    

disebut vektor eigen dari   jika    adalah sebuah kelipatan skalar dari  ; 

jelasnya, 

              (2.11) 

Untuk skalar dengan sembarang  . Skalar   disebut nilai eigen dari   dan  , 

disebut vektor eigen dari   yang terkait dengan   (Anton dan Rorres, 2004). 

 

Teorema 2.1 Nilai Eigen 

Jika   adalah sebuah matriks      dan   adalah sebuah bilangan real, maka 

pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekuivalen . 

a) λ adalah sebuah nilai eigen dari  . 

b) sistem persamaan  λ        memiliki solusi nontrivial. 

c) Terdapat sebuah vektor tak nol  x pada R
n
 sedemikian rupa sehingga 

     . 

d)   adalah sebuah solusi dari persamaan karakteristik     λ       

(Anton dan Rorres, 2004). 

 

2.7 Persamaan Karakteristik 

Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks     , dapat dengan 

menuliskan kembali       sebagai 
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               (2.12) 

Atau secara ekuivalen 

                 (2.13) 

Agar   dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi tak nol dari persamaan 

(2.13). Persamaan (2.13) memiliki solusi tak nol jika dan hanya jika 

                   (2.14) 

Disebut sebagai persamaan karakteristik matriks  . apabila diperluas lagi, 

deteminan           adalah sebuah polinomial   dalam variabel   yang 

disebut sebagai polinomial karakteristik matriks  . 

Jika   adalah matriks    , maka polinomial karakteristiknya menjadi: 

                     
              (2.15) 

Berdasarkan teorema alajbar persamaan menjadi: 

      
                  (2.16) 

Memiliki sebanyak-banyaknya   solusi yang berbeda, sehingga matriks     

memiliki sebanyak-banyaknya   nilai eigen berbeda (Anton dan Rorres, 2004). 

 

2.8 Kesetimbangan dan kestabilan 

2.8.1 Titik Kesetimbangan (Equilibrium) 

Titik kesetimbangan dari sistem merupakan titik dimana sistem tersebut tidak 

mengalami perubahan sepanjang waktu (Panvilof, 2004). 
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Sistem nonlinier dapat memiliki lebih dari satu titik kesetimbangan atau tidak 

sama sekali. Untuk sistem autonomous, titik-titik kesetimbangan diperoleh dengan  

                  (2.17) 

Titik       dalam ruang keadaan sebagai titik kesetimbanagan pada persamaan 

(2.17), jika titik kesetimbangan tersebut memiliki sifat yaitu keadaan sistem 

bermula pada    , maka titik kesetimbangan tersebut akan tetap berada pada    

untuk seluruh waktu yang akan datang (Widiarto, 2009). 

 

2.8.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Pada persamaan diferensial berikut: 

  

  
         

  

  
                (2.18) 

Sebuah titik           merupakan titik kesetimbangan dari sistem (2.18), jika 

memenuhi              dan             . Karena turunan suatu konstanta 

sama dengan nol, maka sepasang fungsi konstan          dan          

merupakan penyelesaian kesetimbangan dari persamaan (2.18) untuk semua     

(Widiarto, 2009). 

 

Bila sistem autonomous (2.18) linier dengan koefesien konstanta, yaitu: 
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               (2.19) 

dengan       dan   adalah konstanta dapat diperoleh penyelesaian secara 

eksplisit. Misalkan bahwa        , maka titik (0,0) adalah satu-satunya titik 

kritis dari sistem persamaan (2.19), penyelesaian dari sistem berbentuk 

                     

Dimana    merupakan akar dari persamaan karakteristik 

                        (2.20) 

(Finizio dan Ladas, 1998). 

 

Teorema 2.2 Uji Kestabilan 

a) Titik kritis (0,0) dari sistem (2.19) stabil, jika dan hanya jika kedua akar dari 

persamaan (2.20) adalah rill dan negatif atau mempunyai bagian rill tak 

positif. 

b) Titik kritis (0,0) dari sistem (2.19) stabil asimtotis, jika dan hanya jika kedua 

akar dari persamaan (2.20) adalah rill dan negatif atau mempunyai bagian 

rill yang negatif. 

c) Titik kritis (0,0) dari sistem (2.19) tidak stabil jika salah satu atau kedua 

akar dari persamaan (2.20) rill dan positif atau jika paling tidak satu akar 

mempunyai bagian rill yang positif (Finizio dan Ladas, 1998). 
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2.9 Linierisasi 

Linierisasi adalah proses hampiran persamaan diferensial tak linier dengan 

persamaan diferensial linier. Penyelesaian dari sistem autonomus dari persamaan 

(2.18), dimana   dan   adalah tak linier. Jika         merupakan titik kritis dari 

sistem autonomus tersebut, maka 

          

                 (2.21) 

Selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier       disekitar         dengan 

melakuakn ekspansi menurut deret Taylor disekitar titik         yaitu dengan 

menghilangkan suku tak liniernya sebagai berikut: 

  

  
        

  

  
              

  

  
               

  

  
        

  

  
              

  

  
                 (2.22) 

Bila dilakukan subtitusi        dan       , maka 
  

  
 

  

  
 dan 

  

  
 

  

  
, 

pada keadaan setimbang                , sehingga diperoleh persamaan 

linier sebagai berikut: 

     

  
 

  

  
         

  

  
          

     

  
 

  

  
         

  

  
               (2.23) 

Sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks  
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   di mana      

    
    

      (2.24) 

pada               . Matriks ini disebut matriks Jacobian dan akar-akar dari 

matriks Jacobian yang akan menentukan kestabilan sistem persamaan diferensial 

linier (Finzio dan Ladas, 1998) 

 

2.10 Model Epidemi SEIR 

2.10.1 Definisi Model Epidemi SEIR 

Di dalam model SEIR, populasi manusia dibagi mrenjadi empat yaitu, susceptible 

adalah individu yang rentan terinfeksi dinotasikan dengan S, infected adalah 

individu yang positif terinfeksi dinotasikan dengan I, exposed adalah  individu 

yang bisa terinfeksi tapi belum positif terinfeksi ( laten) dinotasikan dengan  E 

dan  recorvery adalah individu yang kebal terhadap infeksi dinotasikan denganl R, 

yang masing-masing diberikan dengan bentuk s,e,i dan r,  maka total populasi 

menjadi, 

                  (2.25) 

Tabel 1 mendefinisikan  parameter yang digunakan dalam pemodelan matematika 

SEIR pada penyebaran penyakit yaitu sebagai berikut: 
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Tabel 1. Parameter Model 

Parameter  Keterangan 

γ Laju infeksi dari individu laten menjadi terinfeksi 

β Laju infeksi dari individu rentan menjadi laten 

ε Laju kesembuhan kesembuhan tiap individu yang terinfeks 

μ Laju kelahiran dan kematian 

 

Secara umum perubahan tersebut dapat dilihat pada diagram transfer berikut ini. 

 

 

  

Gambar 1. Diagram Transfer Model Epidemi SEIR 

Model persamaan diferensial utama dalam SEIR ini dirumuskan sebagai berikut: 

  

  
    

   

 
         

  

  
 

   

 
            

  

  
                

  

  
                        (2.26) 

Dengan populasi model pada persamaan (2.25) (Iswanto, 2012). 
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2.10.2 Transformasi Model Epidemi SEIR 

Sistem (2.26) dapat disederhanakan dengan penskalaan yaitu mengubah sistem 

(2.26) menjadi bentuk proporsi antara banyaknya individu dalam suatu 

subpopulasi dengan banyaknya populasi total. Penyederhanaan model ini 

digunakan untuk memudahkan dalam analisis yang akan dilakukan. Didefinisikan 

variabel baru yaitu proporsi banyaknya individu pada masing-masing kelas adalah 

sebagai berikut: 

  
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
  

Sehingga:  

  

  
 

 

 

  

  
 

 

 

  

  
  

  

  
 

 

 

  

  
 

 

 

  

  
  

  

  
 

 

 

  

  
 

 

 

  

  
  

  

  
 

 

 

  

  
 

 

 

  

  
         (2.27) 

dengan   

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
        (2.28) 

didapat  

  

  
                

  

  
            (2.29) 
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Dari persamaan (2.25) dan sistem (2.26), (2,27) dan (2.28) diperoleh transformasi 

model yang lebih sederhana yaitu sebagai berikut: 

  

  
               

  

  
                

  

  
                

  

  
                         (2.30) 

(Iswanto,  2012). 

 

2.11 Rasio Reproduksi Sistem dan Next Generation Matriks 

Bilangan reproduksi dasar dinotasikan dengan    merupakan suatu ukuran potensi 

penyebaran penyakit dalam suatu populasi. Bilangan reproduksi dasar juga 

didefinisikan sebagai bilangan yang menunjukkan jumlah individu rentan yang 

dapat  menderita suatu penyakit yang disebabkan oleh satu individu terinfeksi. 

Jika     , maka penyakit tidak mewabah dan cenderung menghilang dari 

populasi namun jika     , maka penyakit akan menyebar dalam populasi 

(Driessche dan Watmough, 2002). 

 

Misalkan Terdapat   kelas terinfeksi dan   kelas tidak terinfeksi. Selanjutnya 

misalkan   menyatakan subpopulasi kelas terinfeksi dan   menyatakan 

subpopulasi kelas tidak terinfeksi (rentan atau sembuh), dan              , 

untuk      , sehingga 



19 
 

                   dengan           

           dengan                (2.31) 

Dengan    adalah laju infeksi skunder yang menambah kelas infeksi dan    

adalah laju perkembangan penyakit, kesembuhan dan atau kematian yang 

mengakibatkan berkurangnya populasi kelas terinfeksi. 

Perhitungan bilangan reproduksi dasar      berdasarkan linierisasi dari sistem 

persamaan diferensial yang didekati pada titik equilibrium bebas penyakit. 

Persamaan kompartemen terinfeksi yang telah dilinierisasi dapat dituliskan 

sebagai berikut: 

                  (2.32) 

Dengan   dan   adalah matriks berukuran     dan   
   

   
        dan 

  
   

   
       . Selanjutnya didefinisikan matriks K sebagai: 

               (2.33) 

Dengan K disebut sebagai matriks next generation. Bilangan reproduksi dasar 

adalah nilai eigen terbesar dari matriks   (Driessche dan Watmough, 2002). 

 

Teorema 2.3 Reproduksi Dasar 

1) Titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free equilibrium) stabil 

asimtotik lokal jika        dan tidak stabil jika      .  
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2) Jika        maka semua solusi konvergen ke titik kesetimbangan bebas 

penyakit (disease free equalibrium).  

3) Titik kesetimbangan endemik (endemic equilibrium) stabil asimtotik lokal 

jika     .  

4)  Jika       maka penyakit tersebut endemik (Driessche dan Watmough, 

2002). 

 

2.12 Kriteria Routh-Hurwitz  

Untuk menguji sifat kestabilan diperlukan perhitungan untuk menentukan nilai-

nilai eigen dari matriks jacobian di titik equilibrium. Kriteria Routh-Hurwitz 

merupakan salah satu alternatif untuk menentukan nilai eigen tersebut. Kriteria 

Routh-Hurwitz didasarkan pada pengurutan koefesien persamaan karakteristik. 

Diberikan suatu sistem persamaan karakteristik dalam bentuk polinomial sebagai 

berikut: 

          
     

       
                 (2.34) 

dengan   ,               dan      merupakan koefesien dari persamaan 

karakteristik matriks    Jika persamaan (2.34) memiliki bagian real negatif maka: 

  

  
   

  

  
     

    

  
   

  

  
        (2.35) 

(Driessche dan Watmough, 2002). 
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2.13 Persamaan Logistik 

Misal   adalah ukuran populasi,       adalah laju kelahiran per kapita, dan  

     adalah laju kematian per kapita,       dan       adalah fungsi dari  . 

Perubahan ukuran populasi selama interval waktu    adalah:  

                               (2.36) 

Misal      maka persamaan diferensialnya adalah :    

 
  

  
                    (2.37) 

Dimana  

                
 

 
        (2.38) 

Atau 

  

  
     

 

 
          (2.39) 

 

Persamaan (2.35) disebut model pertumbuhan logistik dari waktu kontinu 

(Takasu, 2009). 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian  

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018 di 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Universitas Lampung. 

 

3.2 Data Penelitian 

Data yang digunakan pada penelitian ini adalah data skunder yang diperoleh dari 

Dinas Kesehatan Provinsi Lampung dan Badan Pusat Statistik Kota Bandar 

Lampung, yaitu data penyebaran penyakit malaria Kota Bandar Lampung, jumlah 

penduduk Kota Bandar Lampung dan angka kelahiran Kota Bandar Lampung. 

 

3.3 Metode penelitian 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah: 

1. Menentukan model deskripsi untuk transmisi dari Plasmodium malaria, 

dengan menggunakan model SEIRS untuk populasi manusia dan SI untuk 

populasi nyamuk. 
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2. Menentukan model penyebaran penyakit malaria dengan masa inkubasi 

panjang dan masa inkubasi pendek menggunakan persamaan diferensial 

biasa (Ordinary Differential Equation/ ODE) dan persamaan diferensial 

waktu tunda (Delay Differential Equation/ DDE). 

3. Menentukan titik equilibrium masa inkubasi malaria pada persamaan 

diferensial biasa dan persamaan diferensial waktu tunda. 

4. Mengkaji kestabilan titik equilibrium berdasarkan angka rasio reproduksi    

dengan menggunakan persamaan diferensial biasa (Ordinary Differential 

Equation/ ODE). 

5. Mengkaji kestabilan titik equilibrium berdasarkan angka rasio reproduksi 

   dengan menggunakan persamaan diferensial waktu tunda (Delay 

Differential Equation/ DDE). 

6. Setelah diperoleh model dan kestabilan sistem dari penyebaran penyakit 

malaria dengan persamaan diferensial biasa (Ordinary Differential 

Equation/ ODE) dan persamaan differensial waktu tunda (Delay Differential 

Equation/ DDE), maka akan dilakukan pengujian model degan 

menggunakan data yang ada, sehingga dapat diketahui kestabilan dari kedua 

model. 

7. Menginterpretasikan model persamaan differensial biasa (Ordinary 

Differential Equation/ ODE) dan  model persamaan differensial waktu tunda 

(Delay Differential Equation/ DDE). 
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V. KESIMPULAN 

Pada penelitian ini telah dikaji penyebran penyakit malaria dengan menggunakan 

persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial waktu tunda. Dari hasil uji 

kestabilan diperoleh dua kestabilan yaitu, pada saat keadaan bebas penyakit dan 

keadaan endemik penyakit.  Titik equilibrium penyebaran penyakit malaria 

dipengaruhi oleh angka reproduksi dasar    untuk persmaan diferensial biasa dan  

   untuk persamaan diferensial waktu tunda, yang dinyatakan dalam persamaan 

berikut: 

    
     

       
 

   

      
 

       

      
   

    
     

      
           

   

       
    

Jika nilai      dan     , maka hal ini menunjukkan suatu wilayah tersebut 

stabil asimtotik lokal pada keadaan bebas penyakit. Jika nilai      dan     , 

artinya di suatu wilayah tersebut menunjukkan kecenderungan terjadinya endemik 

penyakit atau adanya penyebaran penyakit pada wilayah tersebut. 

 

Dari hasil simulasi kedua model diperoleh bahwa perubahan bebrerapa nilai 

parameter mempengaruhi peningkatan laju manusia terinfeksi sehingga 
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mengakibatakan perubahan laju kestabilan. Seperti halnya, dalam simulasi numeri 

diberikan nilai kecepatan gigitan nyamuk, kecepatan penyebran penyakit, laju 

masa inkubasi pendek dan laju masa inkubasi panjang yang berbeda, berpengaruh 

terhadap laju proporsi manusia terinfeksi dan laju kestabilan model. Artinya 

adanya perubahan nilai parameter terkait akan mempengaruhi kecepatan 

kestabilan pada keadaan endemik penyakit. Jika nilai beberapa parameter ditekan, 

maka akan mengakibatakan kestabilan endemik penyakit yang cenderung 

menurun atau berada pada keadaan bebas penyakit. 
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