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ABSTRAK

ESTIMASI PARAMETER PADA MODEL REGRESI
DENGAN METODE JACKKNIFE RIDGE REGRESSION DALAM

MENGATASI MASALAH MULTIKOLINEARITAS

Oleh

ALVIN YUANDA

Metode Kuadrat Terkecil dan Jackknife Ridge Regression adalah metode
pendugaan parameter pada model regresi. Jackknife Ridge Regression mengatasi
masalah multikolinieritas dengan menambahkan konstanta bias K( , , … , )
pada diagonal utama matrixs . Tujuan penelitian ini adalah membandingkan
nilai dugaan parameter MKT dengan JRR serta untuk mengetahui keakuratan
metode Jackknife Ridge Regression dalam mengatasi masalah multikolinieritas.
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah simulasi data,
mengidentifikasi multikolinearitas, melakukan standarisasi data, melakukan
analisis MKT dan JRR, identifikasi multikolinieritas, menghitung nilai SE dan
AMSE. Hasil analisis menunjukkan bahwa parameter dan model yang dihasilkan
oleh JRR lebih stabil dan konsiten serta metode JRR dapat mengatasi
multikolinearitas lebih baik dari pada MKT.

Kata Kunci: multikolinearitas, konstanta bias K, Metode Kuadrat Terkecil,
Jackknife Ridge  Regression



ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATION IN REGRESSION MODEL
WITH JACKKNIFE RIDGE REGRESSION METHOD IN OVERCOMING

MULTICOLINEARITY PROBLEMS

By

ALVIN YUANDA

The Ordinary Least Square Method and Jackknife Ridge Regression is a parameter
estimation method in the regression model. Jackknife Ridge Regression overcomes
the problem of multicollinearity by adding the bias constant K( , , … , ) on
the main diagonal of matrixs . The purpose of this study is to compare the
OLS with JRR and to know the accuracy of Jackknife Ridge Regression method in
overcoming multicollinearity problem. In this research, simulated data are used and
estimate the regression coefficient using OLS and JRR. AMSE value are used to
see the performance of both methods. The results show that the parameters and
models produced by JRR are more stable and consistent in estimatis coefficient
regression when multicolinearity exist than OLS.

Keyword: multicolinearity, bias constant K, Least Square Method, Jackknife
Ridge  Regression
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I. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Masalah

Analisis regresi merupakan salah satu alat statistika yang digunakan untuk

menganalisis hubungan linear antara satu variabel terikat dengan satu atau lebih

variabel bebas. Model regresi yang umum digunakan adalah model regresi

sederhana dan model regresi berganda. Model regresi berganda adalah model

yang digunakan untuk menyatakan hubungan linear antara variabel terikat dengan

beberapa variabel bebas.

Pada model regresi terdapat parameter model, parameter regresi belum diketahui

nilainya sehingga membutuhkan suatu metode untuk menaksirnya. Salah satu

metode yang sangat sering digunakan dalam menaksir parameter model regresi

adalah metode kuadrat terkecil. Metode kuadrat terkecil adalah metode untuk

penduga parameter model regresi dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat

galatnya dan parameter yang dihasilkan disebut kuadrat terkecil. Menurut Gauss-

Markov, taksiran kuadrat terkecil mempunyai sifat tak bias dengan variansi

minimum. Syarat untuk menggunakan metode kuadrat terkecil dalam penaksiran

parameter model regresi adalah terpenuhi semua asumsi pada galat model yang
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dibangun. Jika penduga tak bias dan ragam minimum tidak dapat dihasilkan maka

mengindikasikan adanya multikolinearitas pada model atau terdapat hubungan

linear antar variabel bebasnya. Adanya multikolieritas pada regresi linear

berganda membuat penaksiran parameter dengan metode kuadrat terkecil menjadi

kurang tepat karena akan menghasilkan taksiran dengan variansi yang besar

sehingga taksiran kuadrat terkecil jauh dari nilai parameter yang sesungguhnya,

sehingga dapat menghasilkan interpretasi terhadap model yang kurang tepat.

Hoerl dan Kennard (1970) memperkenalkan metode penaksiran parameter regresi

berganda, yaitu metode Ridge Regression untuk mengatasi masalah multikolinieritas.

Metode ini menghasilkan taksiran yang disebut dengan taksiran ridge yang bersifat

bias dan bergantung pada suatu konstanta k yang disebut sebagai konstanta bias

ridge. Ukuran keakuratan yang digunakan dalam menentukan penaksir parameter

yang bias sebagai penakasir parameter model regresi berganda pada kasus

multikolinearitas adalah mean square error (MSE). Mean square error merupakan

penjumlahan variansi taksiran ditambah dengan bias kuadrat taksiran. Untuk

menghasilkan taksiran ridge dengan variansi dan bias

minimum, dibutuhkan suatau konstanta bias ridge sehingga dapat membuat MSE

dari taksiran ridge lebih kecil dari pada MSE taksiran kuadrat terkecil. Pada tahun

yang sama, Hoerl dan Kennard mengembangkan metode Ridge Regression

dengan menggunakan konstanta bias k yang terpisah untuk masing-masing

variabel bebasnya. Metode ini disebut Generalized Ridge Regression (GRR).

Taksiran parameter yang dihasilkan oleh metode ini disebut taksiran generalized

ridge. Dengan adanya toleransi bias pada metode GRR, tidak menjamin bahwa
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bias tersebut akan selalu bernilai kecil. Pada keadaan tertentu, bias yang

dihasilkan mungkin bernilai lebih besar. Untuk mengatasi masalah tersebut

diperkenalkan suatu metode yang dapat mereduksi bias yang dihasilkan oleh

taksiran generalized ridge yaitu metode Jackknife.

Metode Jackknife merupakan metode resampling yang memiliki tujuan untuk

menggantikan nilai bias dari suatu penaksir yang selanjutnya disebut dengan bias

Jackknife, karena bias dari penaksir tersebut masih mengandung pameter

populasi. Penaksir metode Jackknife diperoleh dengan melalui dua pendekatan,

yaitu pendekatan yang didefinikan oleh Quenouille dan pendekatan yang

didefinisikan oleh Tukey. Quenouille mendefinisikan penaksir Jackknife sebagai

selisih dari penaksir yang diperoleh dari sampel asli dengan bias Jackknife.

Sementara pendekatan yang diperkenal oleh Tukey dikenal sebagai pseudo-value

merupakan selisih dari penaksir yang diperoleh dari sampel original dengan penaksir

yang diperoleh dari tiap subsampel. Pseudo-value ini kemudian dianggap sebagai

observasi-observasi baru yang menggantikan nilai-nilai observasi sebelumnya pada

sampel original. Setelah itu, penaksir Jackknife diperoleh dengan mengambil rata-rata

dari nilai-nilai pseudo-value tersebut (Quenouille,1949).

Karena peran dari metode Jackknife, yaitu dapat mereduksi bias dari suatu

penaksir dan dapat diaplikasikan pada anlisis regresi maka akan diterapkan

metode Jackknife pada taksiran Generalized ridge. Untuk itu penulis tertarik

untuk meneliti pendugaan parameter pada model regresi berganda dengan metode

Jackknife Ridge Regression dalam mengatasi masalah multikolinearitas dan akan
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memperlihatkan bahwa metode tersebut lebih baik dari metode kuadrat terkecil

dengan cara membandingkan nilai MSE-nya.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengetahui keakuratan metode Jackknife Ridge Regression (JRR) dalam

mengatasi masalah multikolieritas pada data simulasi.

2. Membandingkan nilai dugaan menggunakan metode Jackknife Ridge

Regression (JRR) dengan Metode Kuadrat Terkecil (MKT).

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah menambah pengetahuan bagi penulis dan

memberi masukkan kepada para peneliti dan pembaca tentang metode pendugaan

Jackknife Ridge Regression (JRR) dalam mengatasi data yang mengandung

multikolinearitas.
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II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Analisis Regresi

Analisis regresi merupakan salah satu metode statistik yang dapat digunakan

untuk menyelidiki, meramalkan atau membangun model hubungan antara dua

variabel atau lebih. Dalam analisis regresi dibedakan menjadi dua jenis variabel

yaitu variabel bebas dan juga variabel terikat. Variabel terikat adalah variabel

yang akan diestimasi nilainya dan biasa diplot pada sumbu tegak (sumbu-Y).

Sedangkan variabel bebas adalah variabel yang diasumsikan memberikan

pengaruh terhadap variasi variabel terikat dan biasanya diplot pada sumbu datar

(sumbu-X).

Misalkan diasumsikan model hubungan antara variabel X dan Y adalah linear dan

kita ingin menentukan garis dugaan terbaiknya, kita harus menyadari bahwa garis

dugaan dari masalah yang sebenarnya tidak dapat diharapkan mampu

memprediksi dengan tepat setiap individu Y oleh setiap individu X. Aspek yang

sangat penting dari analisis regresi adalah pengumpulan data karena kesimpulan

dari analisis sangat tergantung pada data yang dikumpulkan. Pengumpulan data

yang baik akan memberikan banyak manfaat, termasuk penyederhanaan analisis



6

dan membangun model yang secara umum dapat dipergunakan dan

dipertanggungjawabkan (Usman dan Warsono, 2001).

2.2 Analisis Regresi Linear Berganda

Analisis regresi linear berganda merupakan analisis hubungan secara linear antara

dua atau lebih variabel bebas dengan satu variabel terikat. Persamaan umum garis

regresi untuk regresi linear berganda adalah := + + + … + + (2.1)

dengan

= 1,2,3, ... , n

= 1,2,3, ... , p

= variabel tak bebas pengamatan ke-i

= variabel bebas pengamatan ke-i

= konstanta atau intersep (parameter)

= koefisien regresi atau slope (parameter) ke-p

= sisaan (galat) pengamatan ke-i

Dalam regresi linear berganda yang akan diduga adalah parameter regresinya

dimana pamameter tersebut yaitu sampai dengan . Persamaan linear untuk

pendugaan garis regresi linear ditulis dalam bentuk := + + +⋯+ (2.2)

dengan

= nilai dugaan variabel terikat pengamatan ke-i

= nilai variabel bebas pengamatan ke-i

= titik potong garis regresi pada sumbu-y atau nilai dugaan ŷ bila x

sama dengan nol
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= gradien garis regresi (perubahan nilai dugaan ŷ per satuan

perubahan nilai x) ke-p

Model regresi linear berganda dalam matriks dinyatakan dengan= + (2.3)

dengan

= vektor pengamatan berukuran n x 1

= matriks variabel bebas berukuran n x p

= vektor parameter yang akan ditaksir berukuran p x 1

= vektor galat berukuran n x 1

2.3 Asumsi Pada Model Regresi Linear

Menurut Drapper dan Smith (1992), agar mampu memiliki kesimpulan yang benar

tentang parameter sampai dengan , pemenuhan asumsi-asumsi model regresi

harus terpenuhi. Asumsi-asumsi tersebut adalah :

1. Nilai adalah bebas satu dengan yang lainnya atau korelasi ( , ) = 0.
Untuk asumsi pertama yang menyatakan independent, artinya merupakan

variabel acak dengan nilai tengah nol dan yang tidak diketahui. Jadi,( ) = 0, ( ) = , dan tidak berkolerasi, ≠ , sehingga( , ) = 0. Jadi, merupakan variabel acak normal, dengan nilai

tengah nol dan ragam dengan kata lain ̴ (0, ). Pengujian yang

dapat dilakukan untuk menguji asumsi nonautokorelasi adalah uji Durbin-

Watson dan plot Autocorrelation Function (ACF).



8

2. Nilai tengah dari Y adalah fungsi linear dari X, yaitu jika dihubungkan titik-

titik dari nilai tengah yang berbeda, maka akan diperoleh garis lurusμ( | ) = + .  Pengujian yang dapat dilakukan untuk menguji asumsi

ini yaitu dengan menggunakan scatter plot.

3. Ragam galat homogen (homoskedasitas) yaitu galat memiliki nilai ragam yang

sama antara galat ke-i dan galat ke-j. Secara matematis ditulis ( ) = .

Beberapa pengujian yang bisa dilakukan untuk menguji asumsi ini yaitu

glejser test, park test, white test, plot of residual and fit.

4. Ragam galat menyebar normal dengan rata-rata nol dan suatu ragam tertentu.

Asumsi keempat menyatakan untuk sembarang kombinasi tetap dari variabel

bebas X, variabel tak bebas Y berdistribusi normal atau yang biasa disebut

asumsi kenormalan. Dengan kata lain ̴ (0, ). Ada tiga cara dalam

melakukan uji normalitas yaitu dengan melihat grafik histogram dan kurva

normal, menggunakan nilai skewness dan standard error,atau uji

Kormogorov-smirnov.

2.4 Multikolinearitas

Istilah multikolinearitas pertama kali ditemukan oleh Ragnar Frisch pada tahun

1934 yang artinya terdapat hubungan linear diantara beberapa atau semua variabel

bebas dalam model regresi. Masalah multikolinearitas hanya ditemukan dalam

regresi linear berganda. Model yang baik adalah model yang bebas dari

multikolinearitas. Suatu model yang bebas dari multikolinearitas adalah model
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yang memiliki nilai faktor Variance Inflation Factor ( ) < 10. Nilai> 10 mengindikasi terdapat multikolinearitas (Myers, 1990).

Salah satu cara untuk menguji gejala multikolinearitas dalam model regresi adalah

dengan melihat nilai TOL ( tolerance ) dan VIF (Variance Inflation Factor) dari

masing-masing variabel bebas terhadap variabel terikatnya (Gujarati, 1995).

Uji untuk mengetahui gejala multikolinearitas dengan melihat nilai VIF dan TOL

tersebut dilakukan dengan menggunakan langkah-langkah :

1. Menghitung VIF dari .

2. Meregresikan variabel bebas selain terhadap .

3. Menghitung koefisien determinasi dari regresi variabel bebas selain

terhadap dan diperoleh .

4. Menghitung nilai TOL dengan rumus = (1 – ).
5. Menghitung nilai VIF dengan rumus = .

Masalah multikolinearitas bisa timbul karena berbagai sebab. Pertama, karena

sifat-sifat yang terkandung dalam kebanyakan variabel ekonomi berubah bersama-

sama sepanjang waktu. Besaran-besaran ekonomi dipengaruhi oleh faktor-faktor

yang sama. Oleh karena itu, sekali faktor-faktor yang mempengaruhi itu menjadi

operatif, maka seluruh variabel akan cenderung berubah dalam satu arah. Dalam

data deret waktu, pertumbuhan dan faktor-faktor kecenderungan merupakan

penyebab utama adanya multikolinearitas. Kedua, penggunaan nilai lag dari

variabel-variabel bebas tertentu dalam model regresi. Mengingat sifat yang sangat

mendasar dari data, multikolinearitas diperkirakan terdapat pada sebagian besar
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hubungan-hubungan ekonomi. Oleh karena itu, perhatian sesungguhnya bukan

lagi terletak pada ada atau tidaknya multikolinearitas, tetapi lebih pada akibat-

akibat yang ditimbulkan oleh adanya multikolinearitas dalam sampe

(Sumodiningrat, 1996).

2.5 Konsekuensi Multikolinearitas

Jika asumsi pada model regresi linear klasik terpenuhi, maka penaksir kuadrat

terkecil dari koefisien regresi linear adalah linear, tak bias dan mempunyai varian

minimum dalam arti penaksir tersebut adalah penaksir tak bias kolinear terbaik/

Best Linear Unbiased Penduga (BLUE), meskipun multikolinearitas sangat tinggi,

penaksir kuadrat terkecil biasa masih tetap memenuhi syarat BLUE, tetapi penaksir

tersebut tidak stabil (Gujarati, 1995).

Multikolinearitas berpengaruh terhadap estimasi kuadrat terkecil dari koefisien

regresi.  Akan diperlihatkan bagaimana , variansi dan kovariansi, ; , ℎ = 1,2, … , . Misalkan ada dua variabel bebas ( , ) dan Variabel

terikat sehingga diperoleh model := + + (2.4)

Persamaan normal dengan metode kuadrat terkecil adalah :( ) = (2.5)

dengan

= 1 1 , =
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Dari penjabaran matriks korelasi pada persamaan 2.5 diperoleh :

[ ] = ⎣⎢⎢⎢
⎡ 11 − −1 −−1 − 11 − ⎦⎥⎥⎥

⎤

Elemen diagonal utama dari matriks [ ] merupakan varians inflasion vactor

(VIF) yaitu : = (2.6)

dengan = 1,2, … ,
= koefisien determinansi dari regresi

= varians inflasion vactor (VIF)

= korelasi antara

= korelasi antara dan

( ) =1 1 =
Sehingga, = −(1 − )= −(1 − )
Jika ada multikolinearitas antara dan yang sangat erat dan → 1.  Variansi

dan kovariansi koefisien regresi menjadi sangat besar karena = → ∞
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seperti | | → 1, galat , = → ±∞, variansi yang besar untuk

menyatakan bahwa koefisien regresi adalah perkiraan yang sangat lemah.  Pengaruh

multikolinearitas adalah untuk memperkenalkan sebuah ketergantungan linear yang

dekat dalam kolom matriks.  Selanjutnya jika kita mengasumsikan → ,

seperti | | → 1, perkiraan koefisien regresi menjadi sama besarnya, tetapi

berlawanan tanda, yaitu = − .

Masalah yang sama terjadi bila masalah multikolinearitas disajikan dan ada lebih

dari dua variabel bebas.  Umumnya elemen diagonal matriks = [ ] dapat

ditulis sebagai berikut :

= 11 −
dihasilkan dari meregresikan pada variabel bebas lainnya.  Konsekuensinya

kita biasa menyebut = (2.7)

Varians inflasion factor (VIF) untuk ini adalah ukuran penting dalam perkiraan

multikolinearitas.

Menurut Sumodiningrat (1996), apabila terdapat multikolinearitas sempurna,

penaksir dengan kuadrat terkecil bisa menjadi tak tentu dan variansi serta standar

deviasinya menjadi tak terhingga. Sedangkan jika multikolinearitas tinggi, tetapi

tidak sempurna maka konsekuensinya adalah sebagai berikut,
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a. Meskipun penaksir melalui kuadrat terkecil bisa didapatkan,standar deviasinya

cenderung besar jika derajat kolinearitas antara peubah bertambah.

b. Karena standar deviasi besar, internal kepercayaan bagi parameter populasi

yang relevan akan menjadi besar.

c. Penduga-penduga parameter kuadrat terkecil biasa dan standar deviasi akan

menjadi sangat sensitif terhadap perubahan.

d. Jika multikolinearitas tinggi, mungkin bisa tinggi namun tidak satu pun (sangat

sedikit) penduga koefisien regresi yang signifikan secara statistik.

2.6 Dekomposisi Spektral

Menurut Rencher (2002), jika A adalah matriks simetris, Q adalah matriks yang

kolom-kolomnya dibentuk oleh vektor eigen dari A dan adalah matriks diagonal

dimana entri ke-j pada diagonal utamanya adalah adalah nilai eigen dari A yang

bersesuaian dengan vektor eigen kolom ke-j.  Matriks Q dan didefenisikan dengan

= , , … , ; = ⋯⋯⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋯
dimana , , … , adalah vektor eigen dari A. Dekomposisi spektral dari

matriks A dinyatakan dengan =
dimana Q adalah matriks orthogonal.

Bukti,

Karena Q adalah matriks orthogonal, maka matriks Q memiliki sifat,
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= =
Sehingga matriks dapat ditulis menjadi,=
Substitusikan = , , … , dan diketahui = , sehingga diperoleh= , , … ,= , , … ,= , , … ,

= [ ⋯ ] ⋯⋯⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋯=
2.6.1 Invers matriks dari Matriks Dekomposisi Spektral

Menurut Rencher (2002), jika A adalah matriks simetris dan meiliki invers, yang

mempunyai nilai eigen , , … , dan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai

eigen yaitu, , , … , maka : =
dimana

=
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡ ⋯⋯⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋯ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤
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Bukti,

Dekomposisi spektral dari matriks simetris A adalah = dimana Q adalah

matriks orthogonal dengan = .

Akan ditunjukan, === ( )= ( )= ( )=
Terbukti bahwa = .

2.7 Metode Kuadrat Terkecil (MKT)

Metode kuadrat terkecil merupakan suatu metode yang digunakan untuk

mengestimasi , , , . . . , dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat galat.

Parameter , , , . . . , tidak diketahui dan perlu dicari nilai estimasinya

(Montgomery, 2006).

Berdasarkan persamaan umum regresi linear berganda vektor galat yang

dihasilkan dari penaksiran dinyatakan dengan= – (2.8)
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Jumlah kuadrat galat ini dinamakan fungsi kuadrat terkecil dan dalam bentuk

matriks dinyatakan dengan

( ) = =
= ( – ) ( – )= − − + ( ) ( )= − − += – + (2.9)

Karena adalah matriks berukuran 1 x 1, bearti adalah suatu

matriks bernilai skalar, dan transpos dari , yaitu ( ) = juga

merupakan matriks bernilai skalar.

Untuk mendapatkan nilai minimumnya, diperoleh dengan mendeferensialkan( ) terhadap β dan menyamakannya dengan nol, sehingga diperoleh,

= − +
( ) = (2.10)

Persamaan 2.10 ini dinamakan persamaan normal kuadrat terkecil. Persamaan

2.10 dapat diselesaikan dengan mengalikan kedua ruas dengan invers dari matriks

, yaitu ( ) ( ) = ( )
Sehingga diperoleh penaksir kuadrat terkecil untuk , yaitu= ( ) (2.11)
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Penduga kuadrat terkecil pada persamaan 2.11 dapat terpenuhi jika ( ) ada.

Matriks ( ) ada jika antarvariabel bebasnya bebas linear, artinya tidak ada

kolom pada matriks X yang dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear dari kolom

lainnya (Montgomery, Peck dan Vining, 2012).

2.7.1 Karakteristik Penduga Kuadrat Terkecil

Sifat-sifat penduga penduga kuadrat terkecil adalah sebagai berikut

1. linear

linear jika merupakan fungsi linear dari= ( )= ( ) ( + )= ( ) + ( )= + ( ) (2.12)

2. Bias penduga kuadrat terkecil

adalah penduga tak bias jika ( ) == [( ) ]= [( ) + ]= [( ) + ( ) ]= ( ) + ( ) ( )= ( )= (2.13)
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Karena ( ) = dan ( ) = , sehingga didapat = .

Sehingga merupakan penduga tak bias dari .

3. Variansi penduga kuadrat terkecil

Variansi dari penduga kuadrat terkecil yaitu := [ − − ]
Perhatikan bahwa bentuk penduga kuadrat terkecil adalah = ( ) ,

jika = + disubstitusikan ke penduga kuadrat terkecil tersebut maka

diperoleh : = ( )= ( ) ( + )= + ( )− = ( ) (2.14)

Sehingga jika disubstitusikan ke dalam persamaan matriks variansi dari ,

diperoleh : = [ − − ]= [( ( ) )(( ) )T]

= E [(( ) ( ) ]

= ( ) ( ) ( )= ( ) ( ) [ ]
Karena ( ) = ( ) = maka matriks variansi dari diperoleh := ( ) ( ) [ ]
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= ( ) ( )
= ( ) (2.15)

dimana ( ) adalah matriks simetris berukuran p x p dimana entri

diagonal utamanya adalah variansi dari dan entri selain diagonal utamanya

adalah kovariansi antara dan . = ( ) merupakan

varians terkecil dari semua penaksir linear tak bias (Montgomery, Peck, dan

Vining, 2012).

Penduga kuadrat terkecil yang memenuhi sifat linear, tak bias, dan mempunyai

variansi minimum ini bersifat Best Linear Unbiased Penduga (BLUE).

2.7.2 Penduga untuk

Pada kenyataannya, nilai dari tidak diketahui, sehingga nilai harus ditaksir

menggunakan data.  Penaksir untuk adalah (Residual Mean Square)

yang diperoleh dari (Residual Sum of Square) dibagi dengan derajat

bebasnya, yaitu :

= =
= − −= − − += − − += − +
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= − = (2.16)

dimana n merupakan banyaknya observasi dan p merupakan banyaknya variabel

bebasnya.

Menurut Montgomery, Peck, dan Vining (2012), penaksir dari dapat ditulis

sebagai : =
= −= −− (2.17)

2.7.3 Matriks Hat

Perhatikan bahwa = , dimana = ( ) . Maka,= ( )
Selanjutnya = ( ) dinamakan matriks hat (matriks topi).

Didefenisikan elemen ke-ij dari matriks H adalah= ( ) (2.18)

Maka elemen diagonal dari matriks H adalah= ( ) (2.19)
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dimana dan masing-masing menyatakan baris ke-i dan kolom ke-j dari

matriks dan 0 ≤ ℎ ≤ 1 , dengan ℎ menyatakan jarak dari kepusat nilai

dari semua observasi.

Besarnya pengaruh suatu observasi terhadap besarnya penduga parameter dapat

dilihat dari nilai . Observasi yang mempunyai nilai yang jauh dari pusat nilai

(nilai ℎ yang besar) dapat berpengaruh kuat dalam analisis regresi. Menurut

Hoaglin dan Welsch (1978), nilai ℎ dikatakan besar jika ℎ > , dimana p

merupakan banyaknya parameter dalam persamaan regresi dan observas ke-i

dengan nilai ℎ yang besar berpotensi sebagai outlier.

2.8 Regresi Ridge

Ketika terjadi masalah multikolinearitas, dimana antar kolom dari matriks

hampir bergantung linear, maka metode kuadrat terkecil menjadi tidak tepat

karena akan menghasilkan variansi yang dihasilkan lebih besar dari biasanya.

Salah satu cara mengatasi masalah multikolinearitas adalah menggunakan metode

alternatif selain metode kuadrat terkecil.

Pada tahun 1970, Hoerl dan Kennard memperkenalkan metode alternatif untuk

mengatasi pengaruh multikolieritas dalam penaksiran parameter model regresi

linear berganda, yang dikenal dengan metode regresi ridge. Penduga yang

dihasilkan dengan metode ridge disebut penduga ridge. Penduga ridge
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merupakan penduga yang bias, namun cenderung memiliki nilai Mean Square

Error (MSE) yang lebih kecil dari pada penduga least square (Vara, 1991).

Prinsip dasar dari regresi ridge adalah menambahkan sebuah konstanta bias k pada

diagonal utama matriks . Didefenisikan penduga regresi ridge := ( + ) (2.20)

dengan

= vektor pengamatan berukuran x 1
= matriks variabel bebas berukuran x
= vektor parameter regresi berukuran x 1
= matriks identitas berukuran

= konstanta ridge > 0
Regresi ridge memberikan penduga parameter regresi yang bias dengan

memodifikasi metode kuadrat terkecil untuk mendapatkan pengurangan varian

dengan menambahkan suatu tetapan k dalam menstabilkan parameter regresi. Jika= 0 maka penduga ridge akan menghasilkan nilai penduga yang sama dengan

penduga kuadrat terkecil (Mardikyan dan Cetin, 2008).

Dalam regresi ridge variabel bebas X dan variabel terikat Y ditransformasikan

kedalam bentuk baku (standarisasi) kedalam ∗ dan ∗. Ditransformasikan dengan

rumus sebagai berikut:

∗ = √ ∗ = √ (2.21)

Pada regresi ridge diubah menjadi persamaan tanpa koefisien intersep variabel bebas

X dan variabel terikat Y dalam bentuk baku maka diperoleh model sebagai berikut:
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∗ = ∗ + ∗ +⋯+ ∗ +
Maka persamaan diatas dalam bentuk matriks sebagai berikut:∗ = ∗ ∗ + ∗ (2.22)

2.8.1 Karakteristik Penduga Ridge

Sifat-sifat penduga penduga ridge adalah sebagai berikut

1. Bias taksian ridge

Menurut Montgomery dan Peck  (2006), penduga regresi ridge merupakan

transformasi linear dari penduga metode kuadrat terkecil karena pada

persamaan (2.23)

= ( + )= ( + ) ( )= (2.23)

Oleh karena itu ( ) = [( + ) ( ) ]= ( + ) ( ) ( )= ( + ) ( )= (2.24)

Karena ( ) ≠ maka merupakan penduga yang bias.

2. Variansi penduga ridge

Variansi dari penduga ridge yaitu := ( − ( ))( − ( ))



24

= − −= − −= − −= ( )= ( ) (2.25)

dimana = ( + ) ( ′ ) dan adalah variansi error pada model

regresi.

3. Mean Square Error (MSE) penduga ridge

= +
= ( ) + ( − ) ( − )= ( ) + ( − ) ( − ) (2.26)

Sehingga skalar mean square error dari penduga ridge adalah=
= +
= ( ) + ( − ) ( − )
= ( ) + ( − ) ( − )= ( ( ) ) + (( − ) ( − ) )= (( + ) ( ′ )( + ) ) + (( +) ( ) − ) (( )( + ) − ) (2.27)
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2.9 Generalized Ridge Regression

Metode Generalized Ridge Regression (GRR) diperkenalkan oleh Hoerl dan

Kennard sebagai metode alternatif lain untuk mengatasi masalah multikolieritas

pada penaksiran parameter model regresi. Pada penduga ridge hanya satu nilai

konstanta bias, sedangkan pada metode GRR membutuhkan konstanta bias

sejumlah variabel bebasnya. Penduga yang dihasilkan dari metode GRR dinamakan

penduga generalized ridge.

Misalkan T adalah suatau matriks berukuran dengan kolom-kolomnya adalah

vektor eigen dari matriks , = , , … , . Berdasarkan Teorema

Dekomposisi Spektral, untuk setiap A dimana = , dengan A adalah matriks

simetris, maka terdapat matriks orthogonal T sedemikian sehingga=
dimana adalah matriks diagonal berukuran yang entri diagonal utamanya

adalah nilai eigen dari matriks , = , , … , .
Karena matriks T adalah matriks orthogonal, dimana = , maka= =
Sehingga jika di substitusikan pada persamaan (2.3) yaitu persamaan umum model

regresi, = ( ) += ( )( ) += + (2.29)
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dengan ketentuan pada persamaan (2.29) Z=X T dan = ( ).
Diperoleh penduga generalized ridge regresssion yaitu= ( + ) (2.30)

dimana K adalah matriks diagonal dengan dengan entri diagonal utamanya adalah

konstanta bias , , … , .

= ⋯⋯⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋯ > 0, = 1,2, … ,
Lalu dengan mengaitkan bahwa = ( ), maka diperoleh = .

Sehingga dengan mengalikan kedua ruas dengan matriks T, akan diperoleh penduga

untuk yaitu, = (2.31)

2.9.1 Karakteristik Penduga Generalized Ridge

1. Bias penduga Generalized ridge( ) = (( + ) )= ( + ) ( )( ) = ( + )( ) = ∗ (2.32)

dengan ∗ = ( + ) .

Karena ( ) ≠ , maka penduga generalized ridge merupakan penduga

yang bias untuk , dengan bias pada persamaan (2.33)
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( ) = ( ) −= ∗ −( ) = ( ∗ − ) (2.33)

2. Variansi penduga generalized ridge

( ) = (( + ) )= ( + ) ( )(( + ) )= ( + ) [( + ) ]= ( + ) ( + ) (2.34)

Sehingga nilai skalar dari variansi adalah,( ) = ( + ) ( + )
= + +
= ( + )

3. Mean Square Error (MSE) penduga generalized ridge

( ) = [( − )( − )) ]= ( ) + ( ( ))= ( ) + ( ( ) − )= + + + ( ∗ − ) ( ∗ − ) (2.35)
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Sehingga skalar MSE dari penduga generalized ridge yaitu,( ) = ( + ) ( + ) + ( ∗ − ) ( ∗ − )= ∑ ( ) + ∑ ( )= ∑ ( ) (2.36)

Pada persamaan (2.36) dengan adalah konsatanta bias > 0, =1,2, … . , dan adalah nilai eigen dari matriks .

2.9.2  Pemilihan Nilai yang Optimal pada Skalar MSE Penduga Generalized
Ridge

Nilai k dapat didapatkan dengan cara meminimumkan MSE penduga generalized

ridge, yaitu,

( ) = +( + )=1
Fungsi Q diturunkan secara parsial satu kali terhadap dan hasil turunannya sama

dengan nol. Turunan dari fungsi Q terhadap adalah :

= ( + ) − ( + )( + )( + )
= ( + ) ( + ) − ( + )( + )
= ( + ) + − −( + )
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= ( + )( − )( + )
Berdasarkan defenisi tentang matriks definit positif, suatu matriks simetris

disebut matriks definit positif jika ( ) > 0 untuk semua ≠ 0.
Misalkan untuk suatu vektor

= ⋮ ≠ 00⋮0
Dengan mengalikan dengan v dari arah kiri maupun arah kanan sebagai

berikut : ( ) = = ( )= ( , ) = ‖ ‖ > 0
sehingga matriks simetris merupakan matriks definit positif. Karena matriks

simetris definit positif maka > 0, = 1,2, … , . Nilai minimum diperoleh

dengan = 0, sehingga,

( − ) == +
= (2.37)

Namun, nilai yang optimal bergantung pada parameter dan yang tidak

diketahui nilainya. Pendekatan iterasi akan digunakan untuk mendapatkan nilai .



30

Solusi dari least square digunakan sebagai nilai awal dari .
= (2.38)

dengan = 1,2, … , . Nilai awal dari digunakan utnuk menghitung penduga

awal generalized ridge dari, = ( + ) (2.39)

Pada persamaan (2.39) adalah adalah matriks diagonal yang entri diagonalnya

utamanya adalah , , … , . Nilai awal kemudian digunakan untuk

menghitug kembali nilai . Selanjutnya akan dihitung nilai ,

= ( , ) (2.40)

Nilai baru dari digunakan untuk memperbaiki nlai penduga . Proses iterasi

akan terus berlangsung hingga didapat nilai penduga parameter yang stabil. Ukuran

yang digunakan untuk mengukur kestabilannya adalah kuadrat panjang dari

. Dalam kasus ini, apabila selisih kuadrat panjang dari iterasi ke-i

dan iterasi − 1 kurang dari 10 ,maka iterasi berhenti.  Jika tidak, maka iterasi

akan terus dilanjutkan kembali.

Menurut Hoerl dkk, (1975) pemilihan nilai konstanta bias juga dapat menggunakan

persamaan berikut,

=
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Dengan menggunakan nilai yang diperoleh dari proses iterasi, maka didapat

mean square error penduga generalized ridge yang minimum

(Montgomery, Peck dan Vining, 2001).

2.10 Metode Jackknife

Metode Jackknife adalah suatu metode resampling, yaitu metode yang menggunakan

kembali sampel awal untuk mejadi sampel-sampel yang baru. Metode Jackknife

pada awalnya diperkenalkan oleh Quenouille pada 1949 untuk mengganti nilai bias

dari suatu penaksir, yang selanjutnya disebut dengan bias Jackknife. Metode ini

kemudian dikembangkan dengan menggunakan bias Jackknife tersebut untuk

mendefenisikan suatu penaksir parameter yang diharapkan mendekati penaksir tak

bias. Penaksir ini selanjutnya disebut sebagai penaksir Jackknife oleh Tukey pada

tahun 1958. Sebelum mendefenisikan penaksir parameter Jackknife, akan dijelaskan

terlebih dahulu mengenai prosedur awal metode Jackknife.

Misal diambil sampel acak yang independen dan memiliki distribusi yang identik,

yaitu , , … , ~ , dimana F merupakan suatu fungsi distribusi yang tidak

diketahui. Misal nilai-nilai dari sampel acak yang terambil adalah = , =, … , = . Penaksir parameter , dinotasikan dengan = ( , , … , ).
Prinsip dari metode resampling adalah menggunakan sampel lama sebagai sampel

baru dalam melakukan penaksir parameter. Untuk metode resampling Jackknife,

prinsipnya adalah
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1. Melakukan penaksiran parameter menggunakan sampel secara keseluruhan

untuk mendapatkan nilai dari .

2. Menghapus satu observasi dari sampel keseluruhan secara sekuensial, dan

melakukan penaksiran parameter kembali tetapi menggunakan sampel

berukuran kecil. Penaksir parameter dari subsampel tersebut disebut dengan

partial estimate dan dinotasikan dengan= ( , , … , , , … , )
dimana observasi ke-i telah dihilangkan dari sampel keseluruhan. Misal

dinotasikan rata-rata dari partial estimate sebagai,

(.) = ∑ (2.41)

Dalam melakukan penaksiran parameter, jarang sekali ditemukan suatu penkasir tak

bias. Pada kenyataannya penaksir bias seringkali digunakan, umumnya dengan

adanya toleransi bias. Oleh karena itu diperkenalkan suatu metode penaksir

parameter yang hampir mendekati penaksir tak bias dengan cara mendefinisikan

suatu penaksir baru ialah hasil dari pengurangan dari penkasir yang diperoleh

terhadap biasnya, dapat ditulis sebagai berikut,= −
Akan tetapi, nilai biasnya tidak dapat didefenisikan karena masih mengandung

parameter populasi.sehingga perlu dilakukan penaksir terhadap nilai

tersebut.  Jika nilai penduga penduga bias diperoleh, maka akan dihasilkan suatu

penaksir yang akan mendekati penaksir tak bias. Dengan alasan yang demekian,

maka Quenouille mendefinisikan bias Jackkife,
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( ) = ( − 1)( (.) − ) (2.42)

Menurut Quenouille, secara umum bias dari suatu penaksir dapat dinyatakan

dengan deret Taylor dalam . yaitu

= − = + +⋯
dimana , = 1,2, …, bukan fungsi dari n (Schucany, Gray dan Owen, 1971).

Perhatikan bahwa dengan melihat bentuk ekspansi pada deret taylor tersebut,( )merupakan fungsi dalam . Ekspansi nilai bias tersebt dalam deret Taylor

menyatakan bahwa nilai bias tersebut tidak dapat diketahui jika menggunakan

fungsi bias yang sebenernya. Akan tetapi ketika fungsi tersebut diaproksimasi,

dapat diperoleh nilai fungsi disekitar titik yang diinginkan.

Jika persamaan di atas, diaproksimasi deret Taylor orde pertama, diperoleh= + (2.43)

Sedangkan bias dari partial estimate dapat dinyatakan sebagai,

( ) = ( ) − = − 1 + ( − 1) +⋯
Jika persamaan di atas diaproksimasi deret Taylor orde pertama, diperoleh

( ) = + (2.44)
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Perhatikan bahwa, jika persamaan (2.9) dan (2.10) saling dikurangkan, maka

diperoleh :

( ) − = + − 1 − + + 1
( ) − = − +( − 1) + 1

= ( − 1) + 1
Jika kedua ruas dari persamaan di atas dikalikan dengan ( − 1), maka diperoleh :

( − 1) ( ) − = + 1
( − 1) ( ) − = +( − 1) ( ) − = + ( ) (2.45)

Persamaan di dalam ekspektasi pada persamaan (2.45), yaitu ( − 1) ( ) −
disebut sebagai empirical bias. Terlihat bahwa ekspektasi dari empirical bias

mendekati nilai bias dari penaksir, yang didefinisikan pada persamaan (2.43).

Sehingga bentuk dari empirical bias tersebut menjadi motivasi untuk mendefinisikan

bias Jackknife. Untuk memperoleh bias Jackknife yang didefinisikan oleh

Quenouille pada persamaan (2.42), maka diambil rata-rata dari empirical bias

terhadap n buah partial estimate, yaitu,

= 1 ( − 1) ( ) −
= ( − 1) 1 ( ) − 1= ( − 1) (.) −
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Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, metode Jackknife digunakan untuk

memperkenalkan suatu metode penaksiran baru yang akan menghasilkan suatu

penaksir yang hampir mendekati penaksir tak bias. Sehingga, Quenouille

mendefinisikan penaksir Jackknife sebagai berikut := − (2.46)

Penaksir Jackknife di atas akan mereduksi bias dari suatu penaksir, ketika nilai

diperoleh. Jika persamaan di atas dijabarkan lebih lanjut dengan

menggunakan definisi pada persamaan (2.42), diperoleh,= − ( − 1) (.) −= − ( − 1) (.) + −= − ( − 1) (.) (2.46)

Pada tahun 1958, Tukey memperkenalkan pendekatan lain untuk memperoleh

penaksir Jackknife, yaitu dengan mendefinisikan istilah pseudo-value yang

diperoleh dari setiap subsampel pada persamaan (2.47)= − ( − 1) ( ) (2.47)

Pseudo-value pada persamaan (2.47) akan dianggap sebagai observasi baru pengganti

nilai-nilai observasi lama yang berasal dari sampel original untuk menaksir

parameter. Sehingga, dengan menggunakan pseudo-value, Tukey mendefinisikan

penaksir Jackknife sebagai = ∑ (2.48)
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Dengan menggunakan definisi pseudo-value pada persamaan (2.47), maka

persamaan (2.48) dapat dijabarkan menjadi,

= 1 − ( − 1) ( )
= 1 − ( − 1) ( )

Dari persamaan (2.41), (.) = ∑ . Maka persamaan dapat dituliskan

menjadi : = − ( − 1) (.)
Perhatikan bahwa, melalui pendekatan yang berbeda antara Quenouille dengan

Tukey, diperoleh hasil dari penaksir Jackknife yang sama, yaitu= − ( − 1) (.) (2.49)

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa penaksir Jackknife akan mereduksi bias dari

penaksir biasa. Perhatikan bahwa, = − ( − 1) (.)= − ( − 1) ( (.))
Dengan menggunakan deret pangkat yang telah didefinisikan ( ), maka

= + + 1 − ( − 1) + − 1 + 1
= − ( − 1) + 1

= − = − ( − 1) + 1
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Perhatikan bahwa nilai bias mutlak dari penaksir Jackknife tereduksi dibandingkan

nilai bias mutlak dari penaksir biasa pada persamaan (2.43).

2.11 Influence Function

Sebelum mendefinisikan influence function secara umum, akan dijelaskan terlebih

dahulu pendekatan secara empiris dari influence function. Misal akan ditaksir suatu

parameter populasi, , dengan cara mengambil sampel acak. Misal, , … , merupakan sampel acak yang independen dan misalkan nilai-nilai

sampel acak yang terambil adalah = , = , … , = , dimana suatu

fungsi distribusi empiris, terdefinisi pada sampel tersebut.

Hal yang perlu diperhatikan dalam mencari influence function adalah efek

kontaminasi ( ) pada suatu observasi x, yang ditambahkan ke dalam sampel, dimana

observasi ini memiliki fungsi distribusi empiris yang berbeda, sebut , dengan

fungsi distribusi empiris yang telah terdefinisi pada sampel sebelumnya. Dengan

adanya kontaminasi dari observasi tersebut, maka fungsi distribusi pada sampel

menjadi berubah. Fungsi distribusi yang baru pada sampel yang telah terkontaminasi

didefinisikan sebagai, (1 − ) +
dimana adalah fungsi distribusi empiris yang terdefinisi pada sampel dan

merupakan fungsi distribusi degenerate ke 1 pada titik .
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Fungsi distribusi yang telah terkontaminasi pada persamaan sebelumnya dapat

digeneralisasi menjadi (1 − ) +
dimana adalah suatu fungsi distribusi tertentu dan merupakan fungsi distribusi

degenerate pada titik .

Untuk mengukur efek kontaminasi ( ) pada dari suatu penaksir, digunakanlah

influence function. Influence function dari diberikan oleh persamaan

, = lim→ (1 − ) + − ( )
dimana merupakan bilangan riil positif (Chernick, 1979). Sehingga diperoleh :( ) = ∑ ( ) ( ) = ( )
2.12 Jackknife Ridge Regression

Sebelumnya, telah dibahas beberapa metode untuk menaksir parameter model

regresi linear berganda, yaitu metode ridge dan metode generalized ridge, dimana

masing-masing menghasilkan penduga yang dinamakan penduga ridge dan

penduga generalized ridge. Namun kedua metode ini masih memiliki kelemahan

yang kemudian diperbaiki oleh Singh, Chaubey, dan Dwivedi pada tahun 1986

dengan metode Jackknife Ridge Regression (JRR). Metode ini diperoleh dengan

menerapkan metode Jackknife pada penduga generalized ridge, sehingga metode

ini dapat mengatasi kelemahan yang terdapat pada metode-metode sebelumnya

dalam mengatasi multikolinearitas, yaitu bias yang dihasilkan tidak dijamin selalu

bernilai kecil. Sedemikian sehingga, dengan menggunakan metode ini, bias dari
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penduga generalized ridge akan tereduksi. Penaksiran parameter model regresi

dengan metode JRR akan menghasilkan penduga parameter model regresi yang

disebut dengan penduga JRR.

Sebelum dijelaskan mengenai pembentukan penduga JRR, akan dijelaskan terlebih

dahulu metode Jackknife yang diterapkan pada regresi linear berganda. Dalam

bentuk matriks, model regresi linear berganda dinyatakan dengan pada persamaan

(2.3). Dengan menggunakan metode penaksiran least square, ridge, dan

generalized ridge didapat persamaan berturut turut sebagai berikut := ( )= ( + )= ( + )
Misalkan , , … , > 0 adalah nilai eigen dari dan , , … , adalah

vektor eigen yang bersesuaian, sehingga dinotasikan = , , … , dan= , , … , . Berdasarkan Teorema Dekomposisi Spektral, untuk

setiap di mana = , dengan adalah matriks simetris, terdapat matriks

ortogonal sedemikian sehingga, =
Karena matriks adalah matriks ortogonal, di mana = , maka= =
Akan ditunjukkan bahwa merupakan matriks simetris. Berdasarkan definisi

matriks simetris, jika ( ) = maka adalah matriks simetris.
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( ) = ( ) =
Terlihat bahwa merupakan matriks simetris.

Sehingga diperoleh bentuk kanonik dari persamaan umum regresi linear berganda,

yaitu, = ( ) += ( )( ) += +
dengan = dan = .

Menurut Batah, Ramanathan dan Gore (2008), melalui persamaan kanonik,

diperoleh penduga kuadrat terkecil, penduga ridge, dan penduga generalized ridge

untuk sebagai berikut,= (2.50)= ( + ) = ( + ) ( ) = ( + ) (2.51)= ( + ) = ( + ) ( ) = ( + )= ( + ) [( + ) − ]= ( − ( + )) (2.52)

Sehingga secara berturut-turut diperoleh = , = , dan = .

Konsep metode Jackknife yang telah diperkenalkan sebelumnya, dilakukan dengan

beberapa tahap, dimana hal pertama yang dilakukan adalah menaksir parameter

model regresi dari sampel secara keseluruhan. Setelah itu satu observasi dari sampel
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asli dihapus secara sekuensial dan dilakukan penaksiran parameter terhadap sampel

berukuran kecil ini. Penaksiran tersebut dikenal dengan istilah partial estimate.

Lebih lanjut untuk model regresi linear berganda, misalkan menotasikan vektor

dengan observasi ke-i yang dihapus

=
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ ⋮⋮⋮⋮ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ ; =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡ ⋮⋮ ⎦⎥⎥

⎥⎥⎤

dan menotasikan matriks dengan baris ke-i yang dihapus

=
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

⋯⋯⋮ ⋮⋮⋮⋮ ⋮⋮⋮
⋯ ⋮⋯⋱⋯⋯

⋮⋮⋮ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤ ; =

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡

⋯⋯⋮ ⋮( )( )⋮ ( )( )⋮
⋯ ⋮⋯⋱⋯⋯

( )( )⋮ ⎦⎥⎥
⎥⎥⎤

Karena metode Jackknife akan diterapkan pada penduga generalized ridge, maka dari

persamaan (2.52), didefinisikan penduga generalized ridge dengan observasi

ke-i yang dihapus, yaitu : = ( + )= ( + ) (2.53)

Misal menotasikan vektor baris ke-i dari matriks , yaitu= [ , , … , ]
dan menotasikan vektor yang berisi elemen ke-i dari vektor Y= [ ]
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Persamaan (2.53) dapat dituliskan kembali menjadi= ( − + ) ( − )= − ( )
(2.54)

dimana = ( − ) dan = ( + ) .

Jika diperhatikan, bentuk hampir mendekati bentuk ℎ atau elemen diagonal

pada matriks hat yang didefinisikan pada persamaan (2.19). Dengan menggunakan

persamaan kanonik, maka bentuk penduga generalized ridge untuk , adalah= ( + ) dan karena = , maka diperoleh:= ( + )
Selanjutnya dapat dilihat bahwa = ( + ) (2.55)

memiliki bentuk menyerupai matriks hat untuk penduga generalized ridge.

Didefinisikan elemen diagonal dari matriks , yaitu= ( + ) = 1,2, … ,
dimana nilai dapat menyatakan jarak data (observasi) ke-i dari pusat data yang

telah ditambahkan dengan nilai-nilai konstanta bias. Dengan perkataan lain, dengan

menggunakan , dapat diketahui apakah terdapat nilai observasi ke-i yang jauh dari

rata-rata nilai observasi lainnya. Nilai yang besar, mengindikasikan bahwa nilai

observasi ke-i jauh dari rata-rata nilai observasi lainnya.
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Kemudian, Miller (1974) mendefinisikan pseudo-value dari metode Jackknife

sebagai selisih antara penaksiran parameter dari sampel secara keseluruhan

dengan partial estimate, yaitu= − ( − )
= − ( − ) − ( + )−
= − + + ( − ) ( + )−= + ( − )( − ) (2.56)

Penaksir Jackknife diperoleh dari rata-rata pseudo-value di atas, yaitu

=
= + ( − ) −
= + − −= + ∑ (2.57)

dengan = + .

Akan tetapi pseudo-value yang didefinisikan oleh Miller memiliki asumsi bahwa

model regresi dalam keadaan balance. Artinya, diasumsikan setiap nilai observasi

tidak jauh dari rata-rata nilai observasi lainnya. Padahal pada kenyataannya, sering

ditemukan keadaan tak balance pada data, yang terlihat dari nilai . Sehingga,

untuk merepresentasikan keadaan yang tak balance pada data, Hinkley (1977)
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mendefinisikan pseudo-value baru yang diberikan bobot yaitu (1 − ) yang

memodifikasi bentuk dari sebelumnya, sebagai berikut= + ( − ) − − (2.58)

Pemilihan bobot ( − ), didasarkan bahwa( − )( − ) = ( ; , ) (2.59)

Dengan menerapkan formula Sherman dan defenisi 2.2 pada influence terhadap

penduga GRR didapat persamaan:( ; , ) = ( + ) ( − ( )
( − )( − ) = ( − ) ( + ) ( − )( − )= ( + ) ( − )= ; ,

Artinya, pseudo-value yang didefinisikan pada persamaan (2.58) menggambarkan

bahwa nilai pseudo-value tersebut sama dengan nilai penaksir yang diperoleh

melalui metode GRR ditambah dengan nilai besar perubahan dari penaksir pada

data yang balance dengan penaksir ketika data menjadi tidak balance.

Selanjutnya, didefinisikan penaksir Jackknife yang baru yang diperoleh dengan

mengambil rata-rata pseudo-value dari persamaan (2.58), yaitu

=
= [ + ( − )( − )]
= + [ ( − )( − )]
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= + ( − ) −
= +
= +
= + ( − )
= + +
= + ( − )

Perhatikan bahwa dengan memisalkan = ( + ) , maka dapat ditulis

sebagai = , sehingga= + −= + − ( − )= + − += +
dengan definisi pada persamaan (2.52), maka persamaan dapat dituliskan

kembali menjadi = ( + )( − )= ( − ( ) ) (2.60)

Persamaan (2.60) selanjutnya disebut sebagai penduga Jackknife Ridge Regression.

Penduga ini diperoleh dengan menggabungkan penduga yang sudah diperoleh

dengan menggunakan penduga generalized ridge lalu dimodifikasi dengan
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menerapkan metode Jackknife di dalamnya. Penduga Jackknife Ridge Regression

untuk diperoleh dengan mengaitkan bahwa=
dengan mengalikan kedua ruas dengan matriks T dimana matriks T merupakan

matriks orthogonal yang diperoleh melalui Teorema Dekomposisi Spektral,

diperoleh ==
2.12.1 Karakteristik Penduga JRR

1. Bias

Berikut akan dicari nilai ekspektasi dari= [( − ) ]= [ − ]= ( ) − ( )
Karena pada metode kuadrat terkecil, ( ) = ( ) = ( ) = = ,

maka persamaan dapat ditulis menjadi= − (2.61)

Karena − ≠ , maka dapat dikatakan bahwa penduga JRR merupakan

penduga yang bias. Nilai bias dapat diperoleh dengan,= −
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= − −= − (2.62)

Perhatikan bahwa penduga Jackknife Ridge Regression mereduksi bias yang

dihasilkan oleh penduga generalized ridge, dimana bias penduga generalized

ridge dinyatakan dengan ( ) = ( − )= [( + ) − ]= ( − )= [ ( − ) − ]= −
Dalam hal ini, penduga JRR mereduksi bias sedemikian sehingga< | ( )|

2. Variansi = − − (
Perhatikan − = ( − ) − ( − )= ( − ) − ( − )= ( − )( − )
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Sehingga, = {[( − )( − )][( − )( − )] }= [( − )( − )( − ) ( − ) ]= ( − ) [( − )( − ) ]( − )= ( − ) ( − )= ( − ) ( − ) (2.63)

dimana ( ) = .

Nilai skalar dari variansi adalah= [( − ) ( − ) ]
= + −+

3. Mean Square Error (MSE) dari penduga JRR= += ( − ) ( − ) + (− )(− )= ( − ) ( − ) += ( − ) ( − ) +
Sehingga nilai skalar dari mean square error adalah,= [( − ) ( − ) ] + [ ]

= + −+ + +
dengan merupakan nilai eigen dari matriks , > 0 , = 1,2, … , .
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2.13 Kriteria Pemilihan Model Terbaik

Salah satu tujuan dalam analisis regresi adalah untuk mendapatkan model terbaik

yang menjelaskan hubungan variabel bebas dengan variable terikat.  Model

terbaik adalah model yang seluruh koefisien regresinya signifikan dan memiliki

kriteria model terbaik optimum.  Beberapa kriteria model terbaik adalah,

2.13.1 Galat Baku

Menurut Hasan (1999), galat baku adalah angka atau indeks yang digunakan

untuk menduga ketepatan suatu penduga atau mengukur jumlah variasi titik-titik

observasi di sekitar garis regresi. Penduga yang memiliki nilai galat baku

minimum yang mampu semakin tepat menduga parameter. Secara umum menurut

Drapper dan Smith (1992) rumus untuk menghitung galat baku dugaan adalah:

( ) = ( )√
dengan, ( ) = galat baku penduga ke – i( ) = varians penduga ke – i

= jumlah sampel

2.13.2 Mean of Squares Error (MSE)

MSE merupakan salah satu pengukuran kesalahan yang popular dan mudah

digunakan.  Nilai MSE dihitung dengan mengkuadratkan selisih antara ramalan
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dengan nilai aktual. Umumnya, semakin kecil MSE semakin akurat nilai suatu

peramalan atau suatu pemodelan.  Menurut Ghazali (2006), MSE dapat dihitung

dengan menggunakan persamaan sebagai berikut

= ∑ −
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III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil dan semester genap tahun ajaran

2017/2018.  Bertempat di jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data simulasi dan data sekunder

dari website Bank Indonesia. Untuk data simulasi yakni data yang dibangkitkan

dengan variabel bebas p= 6 dan banyaknya data n= 25, 50, dan 75. Setiap

simulasi memiliki sebaran galat N (0, 1) dengan ulangan sebanyak 100 kali.

dibangkitkan berdasarkan distribusi normal dengan sebaran N (0, 1). Untuk

mendapatkan data kolinearitas pada setiap himpunan data dibangkitkan

berdasarkan berdasarkan McDonald atau Simulasi Monte Carlo (1975) yaitu= (1 − ) + dengan ρ = 0,95 dan ρ = 0,99 , yaitu data yang

dibangkitkan pertama, dan yaitu data yang dibangkitkan ke-n. Data simulasi

yang dibangkitkan pada penelitian ini akan di tunjukan pada Tabel 3.1.
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Tabel 3.1, Simulasi data untuk setiap variabel bebas

Jumlah Variabel Bebas ( ) Simulasi Data

Variabel Penting

= ( , 0,1)= ( , 0,1)= ( , 0,1)= ( , 0,1)= ( , 0,1)= ( , 0,1)= ( , 0,1)
6

= (1 − ) +
.

.

= (1 − ) + = 2,3, … ,6
Dari nilai yang telah dibangkitkan maka akan didapatkan variabel terikat ( )
dengan rumus = + dimana adalah ( ) , = 1, untuk i = j dan 0

selainnya. Sehingga Y merupakan kombinasi linear dari p variabel bebas

ditambah galat yang ditampilkan pada Tabel 3.2.

Tabel 3.2, Variabel terikat Y untuk setiap variabel bebas

p Y

6 = + +⋯+ + (0,1) = 3,… , 6
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3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan secara studi pustaka, yaitu dengan mempelajari buku-

buku teks penunjang dan karya ilmiah yang disajikan dalam bentuk jurnal.  Untuk

mempermudah perhitungan dengan hasil yang akurat, penulis menggunakan

software R versi 3.4.3 dan excel.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut,

1. Melakukan simulasi data dengan metode Monte Carlo

2. Melakukan center dan scale pada data

3. Mengidentifikasi multikolinearitas dengan melihat nilai VIF (Variance

Inflation Factor).

4. Mencari vektor eigen dan nilai eigen

5. Mengalikan matriks peubah bebas terhadap matriks vektor eigen

6. Melakukan pendugaan parameter dengan metode Ordinary Least Square

7. Mencari nilai awal dari k dengan rumus

8. Melakukan iterasi pemilihan nilai yang memenuhi untuk taksiran awal

yang stabil, dengan ketentuan jika − ( − 1) < 10 iterasi berhenti. Jika

tidak memenuhi looping dengan syarat awal maka, k ditentukan dengan rumus

9. Melakukan pendugaan parameter dengan metode Jackknife Ridge Regression

10. Melakukan pengecekan nilai VIF kembali apakah masih ada masalah

multikolinieritas.

11. Membandingkan nilai MSE taksiran dan mencari model terbaik.



V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian dapat disimpulkan bahwa:

1. Metode Jackknife Ridge Regression berhasil mengatasi masalah

multikolinieritas pada data bangkitan dengan ukuran sampel n=25,50, dan

75 dengan ρ=0.99 dibuktikan dengan nilai VIF < 10.

2. Dalam pendugaan parameter regresi ketika terjadi masalah

multikolinieritas pada data yang digunakan parameter yang dihasilkan oleh

Metode Jackknife Ridge Regression lebih stabil dan lebih baik

dibandingkan dengan Metode Kuadrat Terkecil.

3. Berdasarkan nilai AIC dan BIC serta nilai AMSE pada saat terjadi

multikolinieritas dapat disimpulkan bahwa model yang dibangun dari

parameter yang dihasilkan  menggunakan metode Jackknife Ridge

Regression lebih baik dibandingkan Metode Kuadrat Terkecil.

4. Semakin besar ukuran sampel yang digunakan semakin besar pula nilai

AIC, BIC dan AMSE sehingga semakin berkurang pula keakuratan

Jackknife Ridge Regression dalam mengatasi masalah multikolinieritas

karena nilai bias semakin tinggi.
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