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ABSTRACT

CHARACTERISTICS EMPIRICAL BAYES AND SPATIAL EMPIRICAL
BAYES ESTIMATOR METHOD IN SMALL AREA ESTIMATION FOR
POISSON-GAMMA

By

Nourma Indryani

Small area estimation is an indirect estimation used to estimate parameters with
small sample size. The method can be used in small area estimation is Empirical
Bayes (EB). The EB method used for count or binary data, which inference
based on posterior distribution and parameter be estimate by data. One
application of EB methods for binary data is Poisson-Gamma model. This
research do a Small Area Estimation with EB method based on Area Level Model
and Spatial Area Level Model. Then, this research will be reviewed
characteristics of estimators Mean Squared Error (MSE) EB and Spatial Empirical
Bayes (SEB) estimator with Area-Spesific Jackknife method in theory and
empirical. Empirical studied with software R i386 using number of casess
Tuberculosis data in Kota Agung Timur, Gisting, Pugung, Gunung Alip, and
Sumberejo sub-districts 2016. The results showed that EB and SEB estimator are
biased, however SEB method can correct the bias and resulted a smaller MSE
values.

Keyword : Small Area Estimation, Empirical Bayes, Spatial Random Effects,
Spatial Empirical Bayes, Poisson-Gamma, Area-Spesific Jackknife.



ABSTRAK

KARAKTERISTIK METODE PENDUGA EMPIRICAL BAYES DAN
SPATIAL EMPIRICAL BAYES PADA PENDUGAAN AREA KECIL
DENGAN MODEL POISSON-GAMMA

Oleh

Nourma Indryani

Pendugaan area kecil merupakan pendugaan tak langsung yang digunakan untuk
menduga parameter dengan ukuran sampel yang kecil. Salah satu metode yang
dapat digunakan dalam pendugaan area kecil adalah Empirical Bayes (EB).
Metode EB digunakan pada data cacah atau biner, dimana inferensinya didasarkan
pada distribusi posterior dan parameternya diduga dari data. Salah satu penerapan
metode EB pada data cacah adalah model Poisson-Gamma. Pada penelitian ini
menggunakan pendugaan area kecil dilakukan dengan metode EB berdasarkan
model tingkat area serta model spasial tingkat area. Selanjutnya akan dikaji
karakteristik penduga dan Mean Squared Error (MSE) dari penduga EB serta
Spatial Empirical Bayes (SEB) dengan metode Area-Spesific Jackknife baik
secara teori maupun empiris. Kajian secara empiris dilakukan dengan bantuan
software R 1386 menggunakan data Jumlah Kasus Tuberkulosis di Kecamatan
Kota Agung Timur, Gisting, Pugung, Gunung Alip, dan Sumberejo pada tahun
2016. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa penduga EB dan SEB bersifat
bias, namun metode penduga SEB mampu mengkoreksi nilai bias dan
menghasilkan nilai MSE yang lebih kecil.

Kata Kunci: Pendugaan Area Kecil, Empirical Bayes, Pengaruh Acak Spasial,
Spatial Empirical Bayes, Poisson-Gamma, Area-Spesific Jackknife.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Dalam bidang statistika sering kali menjumpai istilah survei, yaitu salah satu
metode untuk mengumpulkan informasi dari sampel yang mewakili parameter
populasi penelitian.  Survei merupakan salah satu bagian penting dalam
pengambilan keputusan berbasis data. Namun, sangat banyak kendala yang
ditemukan dalam pelaksanaan survei. Ada dua topik utama yang menjadi
perhatian dalam membahas persoalan survei, yaitu persoalan pengembangan
teknik penarikan sampel dan pengembangan metodologi pendugaan parameter

pupulasi.

Survei yang didesain untuk inferensia bagi daerah (domain) yang luas biasanya
jarang menemukan persoalan. Tetapi persoalan muncul ketika dari survei seperti
ini ingin diperoleh informasi untuk area yang lebih kecil, misalnya informasi pada
level kabupaten, kecamatan bahkan mungkin level kelurahan. Sehingga karena
ukuran sampel yang kecil, metode pendugaan tidak dapat memberikan hasil
dugaan yang teliti. Oleh sebab itu diperlukan metode yang dapat digunakan untuk
mendapatkan hasil yang lebih baik dalam menduga parameter subpopulasi dengan

ukuran sampel yang kecil yaitu pendugaan area kecil (Small Area Estimation).



Metode pendugaan yang sering digunakan dalam melakukan pendugaan area kecil
yaitu Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP), Empirical Bayes
(EB), dan Hierarchical Bayes (HB). Menurut Rao (2003), metode EB cocok
digunakan dalam menangani data biner dan data cacahan pada pendugaan area
kecil. Pada metode Empirical Bayes parameter model diestimasi dari distribusi
marginal data yang kemudian inferensi didasarkan pada distribusi posterior yang

diestimasi.

Menurut Rao (2003), metode-metode yang terdapat pada pembahasan Small Area
Estimation menghasilkan penduga tak langsung, yaitu nilai dugaan yang
dikembangkan dengan menghubungkan informasi tambahan dari area sekitar
untuk meningkatkan efektifitas ukuran sampel. Informasi tambahan tersebut
umumnya diperolen dari penggunaan variabel penyerta, namun dapat juga
diperoleh melalui penambahan pembobotan berdasarkan nilai variabel acak dari
suatu domain tertentu. Pembobotan dapat didefinisikan sebagai bobot suatu
domain berdasarkan kedekatannya dengan domain lain di sekitarnya atau disebut
pengaruh spasial. Dalam model analisis pengaruh spasial dapat menggunakan

efek acak area ketika terdapat “Neighboring” antar area.

Salah satu penerapan metode Empirical Bayes untuk data cacah adalah dalam
pemetaan suatu penyakit. Penyakit yang menjadi ancaman bagi Indonesia adalah
Tuberkulosis, dimana Indonesia menjadi negara kedua dengan penderita

Tuberkulosis tertinggi di dunia. Penyakit Tuberkulosis merupakan epidemi yang



menular melalui kontak langsung dengan orang yang terjangkit penyakit ini.
Penelitian ini akan mengakat persoalan penyakit Tuberkulosis dengan mengambil
informasi dari domain level kelurahan. Ukuran sampel yang kecil dikhawatirkan
akan menyebabkan penerapan pendugaan resiko relatif terjangkitnya penyakit
tuberkulosis pada area tertentu secara langsung menjadi tidak dapat diandalkan.
Dengan demikian pada penelitian ini akan digunakan pendugaan tak langsung

Empirical Bayes dan Spatial Empirical Bayes.

Model yang sering digunakan dalam kasus pemetaan penyakit adalah model
Poisson. Model ini memiliki nilai rataan dan ragam yang sama, sedangkan pada
beberapa kasus sering terjadi nilai ragam lebih besar daripada rataan atau terjadi
overdispersi. Oleh sebab itu diperlukan model Poisson campuran agar kelebihan
nilai ragam tersebut dapat diakomodasi dengan parameter priornya. Penelitian ini
menerapkan model Poisson campuran dengan menggunakan prior konjugat dari

Poisson yaitu Gamma, sehingga menjadi Model Poisson-Gamma.

Penambahan efek acak spasial yang digunakan pada penelitian ini didasarkan
pada cara penyebaran penyakit Tuberkulosis yaitu dari kontak langsung. Dengan
demikian pengaruh spasial yang diamati adalah berdasarkan kedekatan antar area.
Pratesi dan Salvati (2008) menyatakan bahwa penggunaan pengaruh spasial dapat

mengurangi bias dan galat penarikan sampel dalam pendugaan area kecil.

Suatu penduga dapat dikatakan sebagai penduga yang baik jika memenuhi

karakteristik tertentu, diantaranya bersifat tak bias dan memiliki ragam minimum.



Selain itu, kualitas suatu penduga juga dapat dievaluasi berdasarkan nilai Kuadrat
Tengah Galat atau Mean Square Error (MSE). Salah satu metode penduga MSE
adalah metode jackknife. Konsep jackknife pertama kali diperkenalkan oleh
Quenouille (1956) dengan tujuan untuk mengoreksi bias dugaan. Metode
jackknife lainnya adalah Rao (2003) yang dikenal sebagai metode area-
specific jackknife. Metode ini menggunakan ragam dari sebaran posterior
sebagai pendekatan bagi nilai dugaan MSE. Oleh sebab itu, peneliti tertarik
untuk membandingkan kualitas penduga berdasarkan evaluasi sifat ketakbiasan,
ragam minimum, dan kriteria MSE penduga dari Empirical Bayes dan Spatial
Empirical Bayes dengan metode Area-Spesific Jackknife pada pendugaan area

kecil dengan model Poisson-Gamma.

1.2 Tujuan Penelitian

Berdasarkan permasalahan yang telah dijabarkan, maka tujuan dari penelitian ini

adalah:

1. Menentukan penduga Empirical Bayes dan penduga Spatial Empirical Bayes
pada pendugaan area kecil dengan model Poisson-Gamma.

2. Mengkaji bias, ragam dan Mean Square Error pada metode Empirical Bayes
dan Spatial Empirical Bayes baik secara teori maupun empiris melalui
simulasi dengan membangkitkan data berdasarkan distribusi Poisson-Gamma.

3. Mengevaluasi Mean Square Error metode Empirical Bayes dan Spatial
Empirical Bayes baik secara teori maupun empiris menggunakan data Jumlah
Kasus Tuberculosis tahun 2016 di Kecamatan Kota Agung Timur, Gisting,

Gunung Alip, Sumberejo dan Pugung.



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah menambah wawasan tentang
metode Empirical Bayes dan Spatial Empirical Bayes dengan mengkaji

karakteristik penduga dan evaluasi Mean Square Error pada pendugaan area kecil.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pendugaan Area Kecil

Suatu daerah disebut sebagai area kecil (small area) jika ukuran contoh dalam
domain atau daerah tersebut tidak cukup memadai untuk mendukung ketelitian
pendugaan langsung. Ketika pendugaan langsung digunakan untuk menduga
parameter suatu dari contoh yang kurang (kecil), maka akan menghasilkan
penduga yang tidak bias namun memiliki ragam yang besar. Oleh sebab itu
diperlukan metode lain yang dapat menangani masalah tersebut, yaitu penduga
area kecil. Pendugaan area kecil (Small Area Estimation atau SAE) merupakan
metode pendugaan tidak langsung yang mengkombinasikan antara data survei
dengan data pendukung lain misalnya dari data sensus sebelumnya yang memuat
peubah dengan karakteristik yang sama dengan data survei sehingga dapat
digunakan untuk menduga area yang lebih kecil dan memberikan akurasi yang

lebih baik (Rao, 2003).

Metode pendugaan area kecil memiliki dua masalah pokok. Pertama,
bagaimana menghasilkan pendugaan karakteristik yang handal untuk area yang
menjadi perhatian, berdasarkan jumlah ukuran contoh kecil dari area yang

bersesuaian. Permasalahan kedua berhubungan dengan bagaimana cara



mendapatkan dugaan Mean Square Error (MSE) atau Kuadrat Tengah Galat
(KTG) dari dugaan parameter tersebut. Untuk mengatasi kedua permasalahan
tersebut perlu “meminjam informasi” baik dari dalam area, luar area, maupun dari

luar survei (Pfefferman, 2013).

2.2 Model Area Kecil

Model area kecil merupakan model dasar dalam pendugaan area kecil. Dalam
pendugaan area kecil terdapat dua jenis model dasar yang digunakan, yaitu model

berbasis area (Tipe A) dan model berbasis unit (Tipe B) (Rao, 2003).

1. Model Berbasis Area (Tipe A)
Model berbasis area merupakan model yang didasarkan pada ketersediaan data

pendukung yang hanya ada untuk level area tertentu, misalkan x; =

(xll-,le-, ...,xpi)Tdengan parameter yang akan diduga adalah 6; yang
diasumsikan mempunyai keterkaitan dengan z;. Data pendukung tersebut
digunakan untuk membangun model

0; = xI' B + bv; (2.1)
dengan i = 1,2, ..., m dan diketahui bahwa b; adalah konstanta bernilai positif
serta f = (,81, ...,ﬁp)T adalah vektor dari koefisien regresi. Selain itu, v; adalah
efek acak daerah yang diasumsikan berdistribusi identik dan independen (iid)

dengan E (v;) = 0 dan Var(v;) = 2.



Untuk mencari dugaan parameter rata-rata populasi pada area kecil Y;
berdasarkan persamaan (2.1), diasumsikan bahwa taksiran langsung dari ¥; ada.

Sehingga, dapat diasumsikan pula bahwa

a

éi = g(Yl) = Hi + & [ = 1,2, e, m (22)
dimana ¢; adalah error dari pemilihan daerah sampel yang berdistribusi
independen dengan E(g;) =0 dan Var(e;) =1;. Lalu dengan substitusi

persamaan (2.1) ke persamaan (2.2) sehingga diperoleh model gabungan yang

disebut sebagai model berbasis area, yaitu:
éi = X;Tﬁ + bivi + & (23)

dengan asumsi v; dan ¢; saling bebas (Rao, 2003).

Pada tahun 1979, diperkenalkan oleh Fay dan Herriot suatu kasus khusus dari
model tingkat area, yaitu dengan asumsi bahwa kontribusi efek acak v; terhadap
taksiran 8; sama untuk masing-masing area. Sehingga dengan substitusi b; = 1
pada persamaan (2.3) diperoleh:

Oi=xIB+v +¢g (2.4)

Model tersebut disebut sebagai model Fay-Herriot.

2. Model Berbasis Unit (Tipe B)

Pada model berbasis unit ini diasumsikan bahwa data variabel penyerta unit
xij = (xlij,le-j,...,xpij)T ada untuk setiap elemen ke-j pada area ke-i.
selanjutnya variabel respon y;; diasumsikan berkaitan dengan x;; sehingga bentuk

persamaan model area kecil berbasis unit sebagai berikut:



éij = xlT],B + 8ij + v, ] = 1,2, e, m, [ = 1,2, e, n (24)
dengan v; adalah pengaruh acak area yang berdistribusi identik dan independen,

merupakan koefisien regresi dan diasumsikan galat bernilai 0 (Rao, 2003).

2.3 Perluasan Model Berbasis Area: Model Spasial

Model dasar Fay-Herriot (2.3) mengasumsikan v; efek area kecil yang
berdistribusi identik dan independen, tetapi dalam beberapa aplikasi mungkin
nyatanya menggunakan model yang memiliki korelasi dari v;. Pada model
spasial, v; digunakan ketika terdapat “Neighboring” antar area. Contoh model
yang memiliki korelasi antar v; yaitu, korelasi yang bergantung pada kedekatan

geografis dalam konteks pernyebaran penyakit lokal dan tingkat kematian.

Misalkan A; dinotasikan sebagai himpunan tetangga dari suatu area Kke-i,
kemudian model spasial Conditional Autoregression (CAR) mengasumsikan
bahwa distribusi bersyarat dari v; diberikan {v;: [ # i} yang diberikan dari
vil{vi: L # i} ~ N(p Ziea, g V1, 05) (2.5)
dimana p adalah korelasi gabungan antara efek acak v; dengan seluruh efek acak
v, € A;, serta g2 adalah variansi gabungan dari efek acak v; dan {q;;} diketahi
adalah konstanta yang memenuhi g;; = q;; dengan i <! (Rao, 2003). Sedangkan

nilai {q;;} bergantung dari bagaimana pendefinisian 4;.

Misalkan nilai dari efek acak v; didefinisikan sebagai koordinat titik pusat dari

wilayah ke-i yang dinyatakan dalam dua komponen, yaitu nilai garis bujur
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(longitude) dan nilai garis lintang (lattitude). Sehingga v; dapat dinyatakan dalam
bentuk vektor v; = [Vx Vy], dimana v, menyatakan nilai longitude dan v,
menyatakan nilai latitude. Sehingga distribusi bersyarat pada persamaan (2.5)
menjadi:

vl # i} ~ Ny (p Yiea, 40 V1, 05) (2.6)
Sehingga dengan substitusi model spasial pada persamaan (2.6) ke model dasar
area pada persamaan (2.4) terbentuk suatu model tingkat wilayah pada small area

yang memperhatikan pengaruh spasial pada v;.

2.4 Metode Empirical Bayes

Dasar pengembangan pendekatan statistik Bayes adalah hukum Bayes yang dibuat
oleh Thomas Bayes. Hukum ini diperkenalkan oleh Richard Price tahun 1763 dua
tahun setelah wafatnya Thomas Bayes. Pada tahun 1774 dan 1781, Laplace
memberikan analisis lebih rinci dan lebih relevan untuk statistik Bayes sekarang
(Gill, 2002). Dalam penerapan Bayes dikenal adanya distribusi prior yang harus
diketahui terlebih dahulu nilai parameternya. Namun, jika informasi dari
parameter prior belum di ketahui maka digunakan pendekatan lain, yaitu
Empirical Bayes.  Parameter dari distribusi prior disebut juga sebagai

hyperparameters.

Metode Empirical Bayes (EB) diperkenalkan pertama kali oleh Robbins pada
tahun 1955 dengan mengasumsikan bahwa parameter prior tidak diketahui,
selanjutnya data digunakan untuk memperoleh dugaan dari parameter prior

tersebut. Metode EB diperkenalkan sebagai kombinasi dari pendekatan Classic
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dan Bayesian Statistics dengan tujuan yang sama, Yyaitu membuat inferensi dari
suatu parameter yang tidak diketahui. Menurut Rao (2003), metode EB cocok
digunakan dalam menangani data biner dan data cacahan pada pendugaan area
kecil. Misalkan y;,y,, ..., ¥, merupakan sampel acak berukuran n dari distribusi
yang mempunyai fungsi kepekatan peluang berbentuk f(y;,ys,...,v,|0) dan
sebaran dari peubah acak 6 yaitu h(6) sebaran prior. Metode EB dalam konteks
pendugaan area kecil secara ringkas sebagai berikut:

1. Mendapatkan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) dari y,,vs,, ..., Vn

dengan f(y4, y2, -, V) Yang didefinisikan sebagai berikut:

fY1,Y2,-.¥nl6) .h(6)
2.
[ F1y2,..yn16) .R(6) A6 (2.6)

f(9|J’1:)’z: ""yn) =

2. Menduga parameter model dari fungsi kepekatan peluang marginal.
3. Menggunakan fungsi kepekatan peluang akhir dugaan untuk membuat

inferensi parameter area kecil yang menjadi perhatian.

Pendugaan tak langsung dari suatu parameter berdasarkan model area kecil
dengan memperhatikan pengaruh spasial dari domain di sekitarnya serta dengan
menggunakan metode Empirical Bayes dapat disebut sebagai metode Spatial

Empirical Bayes.

2.5 Model Poisson-Gamma

Model poisson adalah model peluang standar untuk data cacahan. Model ini akan
mengalami keterbatasan dalam rataan dan ragam ketika digunakan untuk

pendugaan parameter tunggal. Umumnya, data cacahan (seperti data penyakit)
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mengalami overdispersi (ragam melebihi rataan). Oleh karena itu dikembangkan
suatu formula poisson yang memuat parameter tambahan untuk mengakomodasi
ragam ekstra dari pengamatan pada sampel. Oleh karena itu diperkenalkan model
dua tahap untuk data cacahan yang dikenal dengan model Poisson-Gamma,
dimana Gamma merupakan prior konjugat dari Poisson. Model Poisson-Gamma
dapat ditulis sebagau berikut:

Level 1 :y,|6;~Poisson (6;),i=1,2,..,n

Level 2 :0,~Gamma (a,B),i=1,2,..,n

Misalkan y;, y,, ... y, Sampel acak dengan distribusi peluang:

9ie % y;=12,..
yi! 'i=1,2,..,n
p(y;l6;) =

0 ; ¥; lainnya

(2.7)

dengan distribusi prior gamma yang memiliki fungsi kepekatan peluang sebagai

berikut:

- 0.4 Ve P ;6,20

no)={ "G 2.8)

kO ; 0; lainnya

Berdasarkan model di atas, maka diperoleh fungsi bersama model Poisson-

Gamma sebagai berikut:

e b9, 1 a-1 -5
f(yll Yo, e Yo 91) = ;! . ['(a)B2 Hl' e F (29)

Selanjutnya diperoleh sebaran marginal dengan mengintegralkan fungsi bersama

sebagai berikut:

) . ita)
M1 Y2 Yn) = 2 T+ @) <1+1/ﬁ> (2.10)
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Maka didapatkan fungsi postriornya sebagai berikut:

f(ylﬂyZ' o Yoo 91)
m(ylﬁyZ' "'!yn)

(0 |y1, Y2 vor V) =

ita _gi(1+1/ﬁ)
- B (2.11)

L (vit+a)
F(Yi"‘“)(m)

(Larsen dan Marx, 2012).
Deketahui distribusi dari 6; adalah 6;|y;, a, B~Gamma (Yi +a,l+ 1/3)’

sehingga diperoleh penduga bayes bagi 6; dan ragam bagi 6; adalah

67 = E@ily) = 31 (2.12)
B
Var(6;ly) = 25 (2.13)
(1+ /ﬁ)

Selanjutnya penduga Empirical Bayes akan diperoleh dengan cara melakukan
pendugaan parameter prior terlebih dahulu, dimana pendugaan ini dilakukan

berdasarkan data.

2.6 Pendugaan Parameter dengan Metode Momen

Metode momen diciptakan oleh Karl Pearson pada tahun 1800, metode ini
merupakan metode tertua dan paling lama digunakan. Metode momen memiliki
prosedur yang paling mudah dalam memperoleh estimator atau penduga dari satu
atau lebih parameter populasi. Dasar pemikiran dari metode momen adalah
mendapatkan estimasi parameter populasi dengan menyamakan momen-momen
populasi (teoritis) dengan momen-momen sampel. Momen pusat ke- k dari
populasi didefinisikan sebagai berikut:

Wi = E(X*) (2.14)
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Sedangkan momen pusat ke- k dari sampel didefinisikan sebagai berikut:
my = =S, XE (2.15)
Momen populasi p; sering ditulis sebagai fungsi dari 64,6, ...,0;, Yaitu
1;(6;,6,, ...,6;). Metode momen penduga 8;, 8, ..., B, dari 6y, 6,, ..., 6 didapat
dengan menyelesaikan sistem persamaan untuk (64,6, ...,60;) dalam notasi
(my, my, ..., my,) sebagai berikut m'; = u';(8,0,,...,8,); j=1,2,..,k
my = py = (61,0, ..., )

my = Uy = (64,03, ..., 6k)

My = e = (01,02, ., i) (2.16)
(Berger, 1990).
Meskipun metode momen terkenal sebagai metode yang mudah, namun terkadang

terdapat kesulitan dalam mencari bentuk rumus penduganya.

2.7 Karakteristik Penduga Parameter

Estimator yang baik adalah yang memenuhi sifat tertentu, diantaranya sifat tak

bias dan ragam minimum.

2.7.1 Ketakbiasan

Sifat penduga yang baik salah satunya adalah sifat takbias. Suatu penduga
dikatakan takbias apabila asumsi yang telah ditentukan terpenuhi, adapun

penjelasannya sebagai berikut:
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Definisi 2.1

Misalkan Y;,Y,, ..., Y, merupakan sampel acak dari fungsi kepekatan peluang
kontinu £, (y; ), dimana 8 merupakan parameter yang tidak diketahui. Penduga
0,[= h(Yy,Ys, ..., Y,)] dikatakan takbias bagi 6, jika E() = 6. Untuk konsep
dan terminologi yang sama berlaku, jika terdapat data sampel acak X;,X,, ..., X,
yang diambil dari fungsi kepekatan peluang diskrit p,(k;8). Suatu penduga
0,[= h(X1,X,, .., X,)] dikatakan penduga takbias asimtotik bagi 6 jika
lim,_, E(8) = 6. lJika E(8) # 6 maka penduga dikatakan sebagai penduga

yang berbias bagi 6 (Larsen dan Marx, 2012).

@ = - -

~—e
ot & E@®)
Ei®) 6
Gambar 2.1 Gambar 2.2
Penduga Tak Bias, E(8) = 0 Penduga Bias, E(8) # 6

Penduga tak bias artinya penduga yang dengan tepat mengenai sasaran, seperti
ditunjukkan olen Gambar 2.1. sedangkan penduga bias artinya penduga yang
tidak tepat mengenai sasaran atau disebut meleset, seperti ditunjukkan oleh

Gambar 2.2.
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2.7.2 Ragam Minimum

Selain sifat ketakbiasan, penduga parameter dikatakan baik apabila memenuhi
sifat penduga ragam minimum. Adapun definisi ragam minimum suatu penduga

sebagai berikut:

Definisi 2.2
Bila U(X) merupakan penduga bagi g(0), maka U;(X) dikatakan sebagai penduga
beragam terkecil, jika:

o1 < TG (2.17)

Dimana U(X) merupakan sembarang penduga bagi g(0) (Hogg dan Craig, 1995).

Gambar 2.3 Ragam Minimum

Gambar 2.3 menunjukkan ada tiga penduga, yaitu 8;,8,, dan 85 yang diperoleh

dari tiga sampel, dimana distribusi sampel 1 mempunyai variansi o2, sampel 2

memiliki variansi o, dan sampel 3 memiliki variansi ¢Z dengan nilai 62 < 62 <
2

oZ. Oleh karena sampel 1 mempunyai variansi paling kecil, maka dikatakan 8,

merupakan penduga yang beragam kecil atau efisien.
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2.8 Mean Square Error (MSE)

Banyak metode yang dapat digunakan dalam menduga MSE, salah satunya yaitu
metode Area-Spesific Jackknife. Metode Area-Spesific Jackknife diperkenalkan
olen Rao (2003), metode ini merupakan pengembangan dari metode Jackknife
yang diperkenalkan oleh Jiang et al (2002). Rao menggunakan g; sebagai
pendekatan bagi k;, yaitu (@, y;) = Var(6;|y;, ). penduga MSE metode Area-
Spesific Jackknife yaitu:
MSExg; = Mpay; + My i=1,2,...,m
1\71A1i(3’i) =gi(@,y) — Z;’ii{gi(@—j)'yi) - gi(@:)’i)}
My =225 (0% ) — 6F%)° (2.18)

Nilai MSE dari suatu penduga parameter memiliki peranan penting untuk

diketahui, diantaranya adalah untuk mengukur keakuratan penduga.

2.9 Tuberkulosis (TB)

Tuberkulosis (TB) adalah suatu penyakit infeksi menular yang disebabkan bakteri
Mycobacterium tuberculosis, yang dapat menyerang berbagai organ, terutama
paru-paru. TB merupakan penyakit penyebab kematian terbesar ke-9 di Dunia.
Pada 2016, diduga 10.4 juta orang didunia yang terjangkit TB diantaranya : 70%
orang dewasa, 65% adalah lelaki, dan 56% tersebar di lima Negara yaitu India,

Indonesia, China dan Rusia (WHO, 2017).
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Bakteri biasanya masuk kedalam tubuh manusia melalui udara pernapasan ke

dalam paru dan dapat menyebar dari paru ke bagian tubuh lainnya melalui sistem

peredaran darah, sistem limfa, melalui saluran napar atau menyebar langsung ke

bagian-bagian tubuh lainnya. Tidak semua yang terserang bakteri Mycobacterium

tuberculosis mengidap penyakit tuberkulosis, sesuai bagaimana kondisi fisik dan

kekebalan tubuh dari individu tersebut. Gejala umum yang sering dirasakan

penderita penyakit tuberkulosis (TB) adalah sebagai berikut:

1. Batuk lama lebih dari 30 hari yang disertai ataupun tidak dengan dahak
bahkan bisa juga disertai dengan batuk darah

2. Demam lama dan berulang tanpa sebab yang jelas (bukan tifoid, malaria, atau
infeksi saluran nafas akut) dan terkadang disertai dengan badan yang
berkeringat di malam hari

3. Nafsu makan menurun dan bila terjadi pada anak, maka terlihat gagal tumbuh
erta penambahan berat badan tidak memadai sesuai dengan usia anak tersebut

4. Berat badan menurun drastis tanpa sebab yang jelas disamping karena nafsu
makan yang menurun, pada anak berat badan dan tidak naik dalam satu bulan

walaupun sudah dilakukan penanganan gizi.

Menurut Suherni, dkk (2013), dalam penyebaran penyakit tuberkulosis dikenal
adanya segitiga epimodologi tuberkulosis yaitu agen penyebab penyakit (bakteri
Mycobacterium tuberculosis), host (manusia atau hewan hidup) dan lingkungan.
Penyakit tuberkulosis dapat terjadi ketika adanya ketidak seimbangan antara
ketiga komponen tersebut. Faktor lingkungan memegang peranan penting dalam

penularan tuberkulosis, salah satunya kepadatan penduduk. Semakin padat
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penduduk di suatu wilayah maka semakin besar peluang terjadi kontak dengan
penderita sehingga penularan penyakit menjadi lebih mudah. Selain itu,
Indahwati, dkk (2016) juga menyimpulkan bahwa kepadatan penduduk

berpengaruh signifikan terhadap jumlah kasus TB di Surabaya.



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun akademik 2017/2018 yang
bertempat di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder dan data simulasi.
Data sekunder yang diamati yaitu data jumlah kasus Tuberkulosis (TB) di
Kecamatan Kota Agung Timur, Kecamatan Gisting, Kecamatan Gunung Alip,
Kecamatan Sumberejo dan Kecamatan Pugung pada tahun 2016 yang diperoleh
dari buku publikasi Badan Pusat Statistik (BPS) Kabupaten Tanggamus. Adapun
varibel penyerta yang digunakan dalam penelitian ini adalah data kepadatan
penduduk. Penentuan variabel penyerta ini didasari pada penelitian Indahwati,
dkk (2016) yang menyatakan bahwa kepadatan penduduk berpengaruh secara
signifikan terhadap jumlah kasus Tuberkulosis di Kota Surabaya. Sedangkan,

data simulasi dibangkitkan menggunakan Software R 1386 3.4.3 berdasarkan

model Poisson-Gamma dengan y;~Poisson(e;u;0;) dan 8,~Gamma (a, i)
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3.3 Metode Penelitian

Penelitian ini akan mengkaji penduga Empirical Bayes dengan informasi
tambahan variabel penyerta serta pengaruh acak spasial. Kualitas dari penduga
yang diperoleh akan dievaluasi berdasarkan karakteristik penduga yang baik,
diantaranya sifat ketakbiasan dan ragam minimum serta kriteria Mean Square
Error. Metode penduga Mean Square Error yang digunakan pada penelitian ini
adalah metode Jackknife yang dikembangkan Rao (2003) yaitu metode Area

Spesific-Jackknife.

Selanjutnya, metode Empirical Bayes dan Spatial Empirical Bayes akan
diaplikasikan pada data jumlah kasus Tuberculosis (TB) di Kecamatan Kota
Agung Timur, Kecamatan Gisting, Kecamatan Gunung Alip, Kecamatan
Sumberejo dan Kecamatan Pugung pada tahun 2016. Selain itu akan dilakukan
simulasi dengan membangkitkan data berdasarkan model Poisson-Gamma.
Ragam antar area yang ditetapkan untuk model Poisson-Gamma pada penelitian
ini yaitu 0.15, 0.35, 0.55, 0.75 dan 0.95 dimana penetapan ragam antar area ini
didasari data real yang dimiliki. Penetapan ragam atar area demikian karena jika
nilai ragam antar area lebih dari 1 akan menyebabkan nilai-nilai y; yang
dibangkitkan berdistribusi poisson banyak bernilai nol sehingga akan
menyebabkan overdispersi. Demikian pula jika ragam antar area kurang dari 0.1.
Selain itu jumlah area dirancang berbeda-beda, yaitu n=10, n=30, n=50 dan n=70
sebagai representasi jumlah area berukuran kecil, sedang dan besar. Simulasi ini

dirancang untuk mengetahui nilai bias, ragam dan MSE dari metode penduga
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Empirical Bayes dan metode penduga Spatial Empirical Bayes. Adapun langkah-
langkah dalam penelitian ini yaitu:
1. Menentukan penduga Empirical Bayes
a. Menetapkan model dua tahap yaitu Poisson-Gamma
Model dasar tingkat area dua level yang digunakan dalam penelitian ini

dapat ditulis sebagai model linear campuran, yaitu:

@ile-Tﬁ-I—vi-l—ei

dengan:

0; = penduga langsung area ke-i

xI' = variabel penyerta, yaitu variabel yang memiliki pengaruh
langsung terhadap variabel yang akan di duga

B = koefisien regresi

v; = pengaruh acak antar area

& = pengaruh acak dalam area

serta diketahui E(v;) = 0, Var(v;) = 07, E(g;) = 0, dan Var(g;) = di.
Sehingga ditetapkan model dua tahap distribusi Poisson-Gamma sebagai
berikut:

level 1 : y;~Poisson(e;u;0;), i=1,2,..,n

level 2 : 6;~Gamma (a,i), i=1,2,..,ndanw; = x!B

dengan:
y; = data jumlah kasus penyakit pada area ke-i
e; = nilai harapan banyaknya suatu penyakit pada area ke-i

0; =resiko relatif terkena penyakit

u; = variabel penyerta yang berhubungan dengan penyakit yang diamati
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«a = parameter prior

b. Menentukan penduga Empirical Bayes bagi 6;

c. Menentukan penduga S berdasarkan regresi Binomial-Negatif antara y;
dengan x;, selanjutnya £ digunakan untuk mendapatkan penduga y;

d. Menentukan penduga «a dengan menggunakan metode momen
berdasarkan fungsi kepekatan peluang marginal y;

e. Membuktikan karakteristik ketakbiasan bagi penduga Empirical Bayes

f. Menentukan ragam bagi penduga Empirical Bayes

g. Menentukan Mean Square Error bagi penduga Empirical Bayes dengan

metode Area Spesific-Jackknife.

2. Menentukan penduga Spatial Empirical Bayes
a. Menetapkan model dua tahap yaitu Poisson-Gamma
Model dua level yang digunakan pada metode penduga Spatial Empirical
Bayes, yaitu:
0; =xTB +v; +¢

dimana E(v;) =0, Var(v) =07, E(g) =0, dan Var(g) = di.
Namun terdapat perbedaan dalam model tingkat area yang digunakan
dalam metode penduga Empirical Bayes dengan metode penduga Spatial
Empirical Bayes, vyaitu pada Spatial Empirical Bayes terdapat
pendefinisian khusus pengaruh acak v; sebagai pengaruh acak spasial

yang diasumsikan sebagai berikut:

vil{vpl #i} ~ N, 02 qi V1, 0

i€e4;
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Sehingga ditetapkan model dua tahap distribusi Poisson-Gamma, yaitu:
level 1 : y,~Poisson(e;u;0;), i=1,2,...,n
level 2 :9i~Gamma(a,§), 1=1,2,...,n
dengan u; =x!B, E(6,)=1 dan Var(6,) =§ , lalu diasumsikan
Var(6;) = % = ¢ dimana:
o2 =ragam dari pengaruh acak

b. Menentukan penduga Spatial Empirical Bayes bagi 6;

c. Menentukan penduga S berdasarkan regresi Binomial-Negatif antara y;
dengan x;, selanjutnya £ digunakan untuk mendapatkan penduga y;

d. Menentukan penduga a menggunakan metode momen berdasarkan
pendefinisian hubungannya dengan o2

e. Membuktikan karakteristik ketakbiasan bagi penduga Spatial Empirical
Bayes

f.  Menentukan ragam bagi penduga Spatial Empirical Bayes

g. Menentukan Mean Square Error bagi penduga Spatial Empirical Bayes

dengan metode Area Spesific-Jackknife.

3. Mengevaluasi penduga Empirical Bayes dan Spatial Empirical Bayes yang
diaplikasikan pada data penelitian melalui evaluasi nilai dugaan Mean Square
Error yang proses perhitungannya dilakukan dengan menggunakan Software R
1386
a. Menguji sebaran distribusi data y; dengan Uji Chi-Square dan v; dengan

Uji Normalitas
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Mendapatkan nilai dugaan dari hyperparameter pada penduga Empirical
Bayes (f; dan @) serta Spatial Empirical Bayes (j; dan 62) dengan
metode momen

Mendapatkan nilai dugaan dari 8; dengan metode Empirical Bayes (@fB)
dan Spatial Empirical Bayes (6;5%)

Mendapatkan MSE dari 858 maupun 8755

Membandingkan MSE 875 dan §;%5.

. Kajian simulasi penduga Empirical Bayes dan Spatial Empirical Bayes

dilakukan dengan menggunakan Software R i386

a.

Membangkitkan data x; (vektor peubah penyerta) dari sebaran
x;~Normal(613,3319) dengan mean dan varian berdasarkan data sekunder.
Memperoleh y; berdasarkan u; = exp(Bx;) dengan § =0.0004
Membangkitkan data e; (nilai harapan banyaknya suatu penyakit pada
daerah ke-i) dari sebaran e;~Normal(1.66,0.63)

Membangkitkan data 8; dengan sebaran 8;~Gamma(a,1/a)
Membangkitkan y; dengan sebaran y;~Poisson(e;u;6;)

Membangkitkan v; (efek acak antar area) untuk metode Spatial Empirical

Bayes dengan sebaran v;~N, ([ 13': ; 6] , &5)

Mendapatkan nilai dugaan dari hyperparameter pada penduga Empirical

Bayes dan Spatial Empirical Bayes dengan metode momen
Mendapatkan nilai dugaan dari 6; dengan metode Empirical Bayes (éfB)

dan Spatial Empirical Bayes (6;5%)



J-

Mendapatkan nilai bias, ragam, dan MSE dari 8% maupun 8758

Membandingkan nilai bias, ragam, dan MSE 875 dan 6;%5.
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan, dapat disimpulkan

bahwa:

1.

Penduga EB pada pendugaan area kecil dengan model Poisson-Gamma

eifli

uiei+ra

adalah ,°° = n(1-7)+ ?i% dengan 9; = Sedangkan

penduga SEB pada pendugaan area kecil model Poisson-Gamma adalah

. RPN 1
sama dengan penduga EB akan tetapi pada metode ini @ = —.

Oy
Karakteristik penduga yang diperoleh pada pendugaan area kecil merupakan
penduga yang berbias, namun nilai bias yang diperoleh dari kedua penduga
tersebut kecil. Penduga SEB memberikan nilai rata-rata bias yang lebih kecil
dibandingkan penduga EB.
Mean Squared Error (MSE) dari 8FF dan 87E® yang diperoleh dari aplikasi
data dan simulasi dengan menggunakan metode Area-Spesific Jackknife

memiliki nilai yang cukup kecil. Akan tetapi nilai MSE 872 konsisten lebih

kecil dibandingkan MSE 6FB. Sehingga, penggunaan pengaruh spasial
disimpulkan dapat mengkoreksi bias dan galat dari suatu penduga, dengan
demikian penduga SEB lebih baik digunakan untuk melakukan pendugaan

area kecil model Poisson-Gamma.
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