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ABSTRACT

APPLICATION OF ANALYSIS METHODS (HAM) TO HOMOGENEOUS
PARTIAL DIFERENTIAL EQUATION SYSTEM u; + u, + 2w = 0;
Ve+v,+2u=0; w;+w, —2u=0;

By

AGUS WIDODO

Partial differential Equation is a differential equation that contains more than one
partial derivative. Nonlenear Equation problem is usually difficult to be solved
analytically and numerically therefore, the method used on this reaserch is
Homotopy Analysis Methods (HAM). This method is an independent method,
which means that the method doesn’t consider the small and bigger of the value of
the parameter. This research is to show that an equation with initial value can be
solved by using Homotopy Analysis Methods (HAM). We determine the solution
of deformation equations with m=1,2,3,4 and 5 and then get the final solution.

Keywords: Homotopy Analysis Method, Partial Differential Equation,



ABSTRAK

APLIKASI METODE ANALISIS HOMOTOPI (HAM) PADA SISTEM
PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL HOMOGEN u; + u, + 2w = 0;
Ve+v,+2u=0; w,+w, —2u=0;

Oleh

AGUS WIDODO

Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial yang memuat lebih
dari satu turunan parsial. Masalah pesamaan nonlinear biasanya sulit diselesaikan
baik secara analitik maupun secara numerik oleh sebab itu metode yang akan
digunakan dalam penelitian ini adalah Metode Analisis Homotopi (HAM).
Metode ini adalah metode yang bebas, artinya tidak memperhatikan kecil dan
besarnya suatu parameter. Adapun pembahasan dalam penelitian ini akan
menunjukan bahwa suatu persamaan dengan nilai awalnya dapat diselesaikan
dengan menggunakan Metode Analisis Homotopi (HAM) untuk menentukan
solusi persamaan deformasi m=1,2,3,4 dan 5 dan kemudan didapatkan solusi
akhirnya.

Kata kunci: Metode Analisis Homotpi, Persamaan Diferensial Parsial,
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang banyak sekali
manfaatnya, diantaranya sebagai salah satu ilmu yang sering digunakan dalam
kehidupan sehari-hari dan salah satu ilmu yang menunjang perkembangan ilmu
pengetahuan dan teknologi. Dalam bidang ilmu matematika sering kali ditemukan
berbagai macam persoalan dan banyak cara untuk menyelesaikanya. Salah satu
persoalanya adalah masalah persamaan linear dan taklinear. Untuk menyelesaikan
persamaan taklinear diperlukan metode untuk memecahkan masalah tersebut guna
mendapatkan penyelesaian pendekatannya.Banyak sekali metode yang dapat
untuk menyelesaikan persamaan taklinear. Salah satu metode yang dapat
diguanakan adalah Metode Analisis Homotopi (HAM). Metode ini dikembangkan

oleh Liao yang diterapkan pada berbagai masalah nonlinier.

Metode Analisis Homotopi (HAM) adalah suatu pendekatan analitik secara umum
yang digunakan untuk mendapatkan solusi dari beberapa permasalahan
diantaranya persamaan linear dan taklinear, persamaan aljabar, persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. Selain itu, metode analisis

homotopi adalah metode yang bebas, artinya tidak memperhatikan kecil atau



besarnya suatu parameter. Oleh karena itu metode ini cocok untuk menyelesaikan
sistem persamaan diferensial parsial yang linear maupun taklinear. Oleh sebab itu
penulis mencoba memperluas Metode Analisis Homotopi (HAM) untuk
menyelesaikan permasalahan sistem persamaan diferensial parsial homogen
u+u, +2w=0,v,+v,+2u=0,danw, +w, —2u=0
Dengan syarat awal

Uy = sin (x +y)

vy = cos(x + y)

wy = —cos (x + )

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menjelaskan tentang Metode Analisis Homotopi.

2. Menyelesaikan sistem persamaan diferensial parsial homogen u; + u, + 2w =
0, v¢ + v, + 2u = 0, dan w; + w,, — 2u = 0 dengan Metode Analisis

Homotopi.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah sebagai berikut:
a. Menambah pengetahuan tentang Metode Analisis Homotopi.

b. Menambah pengetahuan tentang persamaan diferensial parsial.



c. Memperluas Metode Analisis Homotopi (HAM) untuk sistem persamaan
diferensial parsial homogen u; + u,, + 2w = 0, v, + v, + 2u = 0, dan
we+w, —2u=20

d. Dapat menjadi referensi untuk pemecahan masalah yang berkaitan dengan

persamaan diferensial parsial lainnya.



. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan suatu fungsi yang
dicari dan turunannya. Suatu persamaan diferensial adalah suatu persamaan
diferensia biasa (PDB) jikafungsi yang tidak diketahui hanyaterdiri dari satu
variabel independen. Jikafungsi yang dicari terdiri dari dua atau lebih variabel
independen, persamaan tersebut disebut persamaan diferensia parsial (PDP)

(Bronson dan Costa, 2007).

2.2 Per samaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial parsial adalah persamaan diferensial yang memuat lebih
dari satu turunan parsial. Persamaan diferensial parsial ini merupakan persamaan
yang menghubungkan fungsi yang memiliki lebih dari satu variabel ke turunan
parsialnya. Persamaan diferensial muncul secara alami dalam sains fisik, model
matematika, dan dalam matematikaitu sendiri. Persamaan diferensia parsia
digolongkan berdasarkan unsur yang sama, yaitu orde, linearitas dan kondisi

batas. Orde dari persamaan diferensial parsia ditentukan oleh orde dari turunan



tertinggi dari persamaan diferensial parsial tersebut. Persamaan diferensia parsial
berikut merupakan bentuk persamaan diferensial orde dua:
a()TE+2b() e+ €I TE+d() = 0 (2.2)

Selain itu, persamaan diferensial parsial juga digolongkan menjadi persamaan

linear, kuasilinear dan taklinear dengan penjelasan sebagai berikuit:

1. Apabilakoefisien pada persamaan (2.1) adalah konstan atau fungsi hanya
terdiri dari variabel bebas sgja[(-) = (x,y)] maka persamaan itu disebut
persamaan linear.

2. Apabilakoefisien pada persamaan (2.1) adalah fungsi dari variabel tak bebas

dan/atau merupakan turunan dengan pangkat yang lebih rendah daripada
persamaan diferensianya[(-) = (x, y; u,g—z, g—;)] , maka persamaan itu

disebut persamaan kuasilinear.

3. Apabilakoefisien pada persamaan (2.1) adalah fungsi dengan turunan sama

0%u 9%u 0%u

W’W’%)] maka persamaan itu

dengan pangkatnya [(-) = (x, Vi u,

disebut persamaan tak linear (Sasongko, 2010).
23 Metode AnalisisHomotopi (HAM)

Homotopi dideskripsikan sebagian variabel kontinu atau deformasi di matematika.
Mendeformasikan lingkaran dapat dilakukan secara kontinu menjadi elips dan
bentuk dari cangkir kopi dapat dideformasikan secara kontinu menjadi bentuk

donat. Homotopi dapat didefinisikan sebagal suatu penghubung antara dua benda



yang berbeda di dalam matematika yang memiliki karakteristik yang sama
dibeberapa aspek.

C[a, b] dinotasikan sebagai himpunan fungsi real kontinu dalam interval a < x <
b. Secaraumum, jikasuatu fungsi f € C|a, b] dapat dideformasikan secara

kontinu g € C[a, b] maka dapat terbentuk suatu homotopi.

H:f(x) # ~g(x)

Hx;q) =1 -lglx) - f)] —qlg(x)], q € [0,1] (2.2)
Definis 1
Suatu homotopi dua fungsi yang kontinu f'(x) dan g(x) dari suatu ruang topologi
X keruang topologi Y dinotasikan sebagai fungsi H : X x [0,1] — Y dari
produk ruang X dengan interval [0,1] ke Y sedemikian sehinggajikax € X maka

H (x0) = f(x)dan H(x;1) = g(x) (2.3)

Definis 2:
Parameter benama g € [0,1] di dalam suatu fungsi atau persamaan homotopi
disebut parameter homotopi.
Definis 3:
Diberikan suatu persamaan &;, yang mempunyai paling sedikit satu solusi u.
Ambil g, sebagal persamaan awa yang solusinya diketahui u,. Persamaan
homotopi (q): e,~&, dengan parameter homotopi g € [0,1] naik dari O menuju
1, e(q) dideformasikan secara kontinu dari persamaan awal €, ke persamaan adli
&, di mana solusinya berubah secara kontinu dari solusi yang diketahui u, dari ¢,
ke solusi yang tidak diketahui u dari ;. Jenisdari persamaan homotopi ini

disebut persamaan deformasi orde nol.



Definisi 4:
Diberikan sebuah persamaan taklinear dinotasikan oleh &, yang paling tidak
memiliki satu solusi u(z, t), dimana z dan t merupakan variabel bebas. g € [0,1]
menunjukkan homotopi parameter dan &(g) menunjukkan persamaan deformasi
orde nol, yang menghubungkan persamaan asli €, dan persamaan awal €, dengan
aproksimasi awal yang diketahui uy(z, t).
Asumsikan bahwa persamaan orde nol £(gq) memiliki solusi dan analitik di g = 1,
sehingga diperoleh homotopi deret Maclaurin:
oz, )~u(m t) + 32 un(z,)q",  q €[0,1] (24)
dan deret homotopi:
#(z,t; 1)~ uo(z,t) + XaZiun(z,t) (2.5)
Persamaan yang berhubungan dengan u,,(z, t) yang nilainyatidak diketahui
disebut persamaan deformasi orde ke-n.
Definis 5:
Jikasolusi ¢(z,t; q) dari persamaan deformasi orde nol £(q): e,~¢&; adadan
analitik di dalam g € [0,1], maka diperoleh solusi deret homotopi dari persamaan
adi &;:
u(z,t) = ug(z,t) + Xi2 u, (z,t) (2.6)
dan aproksimasi homotopi orde ke-m:
u(z,t) = up(z,t) + M u, (z,t) (2.7)

(Liao, 2012).



2.4 Deret Taylor

Deret Taylor adalah bentuk khusus dari suatu fungsi yang dapat digunakan
sebagai pendekatan dari integral suatu fungs yang tidak memiliki anti turunan
elementer dan dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial.
Deret Taylor merupakan dasar untuk menyel esaikan masalah dalam metode
numerik, terutama penyel esaian persamaan diferensial.

Definisi 2.4.1

Bentuk umum Deret Taylor:

FOi+ D) =f@)+F )T+ f @ o+ f @) S+ + ful) 2+ R (28)
Jika suatu fungsi f(x) diketahui di titik x; dan semuaturunan f terhadap x
diketahui padatitik tersebut, maka dengan deret Taylor dapat dinyatakan nilai f

padatitik x; + 1 yang terletak padajarak Ax dari titik x;.

Dalam praktek, sulit memperhitungkan semua suku pada deret Taylor tersebut dan
biasanya hanya diperhitungkan beberapa suku pertama sgja.
1. Memperhitungkan satu suku pertama (orde nol)
fOi+1) = f(x) (2.9)
artinyanilal f padatitik x; + 1 samadengan nilai pada x;. Perkiraan tersebut
benar jikafungs yang diperkirakan konstan. Jikafungsi tidak konstan, maka

harus diperhitungkan suku-suku berikutnya dari deret Taylor.

2. Memperhitungkan dua suku pertama (orde satu)

fai+ D~ fx) +f (@) (2.10)



3. Memperhitungkan tiga suku pertama (orde dua)

fOa+ D)~ fa) +f )T+ f )5 (2.12)

Definisi 2.4.2
Misalkan f (x) fungsi sebarang yang dapat dinyatakan sebagai suatu deret pangkat
sebagal berikut:

f(x) =by+biy(x —a)+b,(x —a) + - (2.12)
dengan b,,, N=1,2,3 menyatakan koefisien deret pangkat dan a menyatakan titik
pusatnya.

Jikafungs f(x) dinyatakan dalam bentuk deret berikut

Yo LD (x —a)n (2.13)

n!
maka deret tersebut disebut deret Taylor dari fungsi yang berpusat di a (Kreyszig,

1998).



I1.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2017/2018
bertempat di gedung Matematika Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan

Alam, Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan sistem permasalahan diferensial
parsial homogen dengan menggunakan Metode Analisis Homotopi (HAM).
Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan permasalahan sistem persamaan
diferensial parsial homogen u; + u, + 2w = 0, v; + v, + 2u = 0, dan w; +
w, — 2u = 0 dengan Metode Analisis Homotopi adalah sebagai berikut :
1. Misalkan diberikan suatu persamaan nilai awalnya yaitu:
Uutu,+2w=0,v,+v,+2u=0,danw, +w,—2u=0 (3.2)

2. Dengan syarat awal

Uy = sin (x +y)

vy = cos(x + ) (3.2)

wy = —cos (x + )



3. Menyelesaikan persamaan deformasi ke-m dengan cara:

_ 5} a
Ry (tm-1) = (aum—l + 9y Um-1 + ZWm—l)

d

: d
Rm(vm—l) = (% Vm-1 + avm—l + 2um—l)

d

_ 0
Ry (Wp_1) = <_Wm—1 + awm—l - Zum—l) -

11

L (3.3)

4. Menentukan solusi persamaan deformasi ke-m pada persamaan (3.3) untuk

setiap m = 1,2,3,...,n dengan cara:

U (x, ) = Xppum—_1(x, t) + hfot R (U —1)0t

t
(%, t) = XpUm—1(x, t) + hj R, (vy,—1)0t
0

t
Wi (X, t) = XpoWioq (%, ) + hf Ry (Wy_1)0t
0

- (3.4)

—

5. Menentukan komponen dengan hasil yang telah didapat dari persamaan (3.4)

jikah = —1.

6. Menentukan rangkaian solusi untuk mendapatkan solusi akhir dari langkah

(5) dan dibentuk ke dalam deret Taylor.

7. Memeriksa bahwa solusi akhir yang didapat memenuhi persamaan u; + u, +

2w =0, v + v, + 2u = 0, dan wy + w,, — 2u = 0.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya diperoleh kesimpulan
bahwa Metode Analisis Homotopi dapat digunakan untuk mencari solusi analitik
dari persamaan u; + u, + 2w =0, vy + v, + 2u = 0, danw; + w, —2u =0
dengan syarat awal uy = sin (x + y), vy = cos(x + y) dan wy = —cos (x + y)
jika h = —1 sehingga mendapatkan solusi akhir u(x,y,t) = sin (x +y + t)

v(x,y,t) =cos (x +y+t)dan w(x,y,t) = —cos(x +y +t).

5.2 Saran

Pada penelitian ini hanya dibahas Metode Analisis Homotopi (HAM) pada
persamaan diferensial parsial dengan 3 persamaan dan mendiferensialkan
sebanyak 5 suku. Disarankan pada penelitian selanjutnya untuk dapat membahas

lebih dari 2 persamaan dan dapat mendiferensialkan lebih dari 5 suku.
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