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ABSTRACT

STUDY ABOUT COMPLETENESS AND COMPACTNESS OF
HAUSDORFF INDUCED METRIC SPACE

By

Nur Ahmad Abrori

In mathematical analysis studies, there is the special topic such as metric space.
The one space whose unique characteristics to be studied is Hausdorff induced
metric space. This research elaborates four parts which related with Hausdorff
metric, that are: i) three equivalent alternative definitions of Hausdorff metric; ii)
relation between Hausdorff, 2 dimensional minimum Hausdorff, and Yau-
Hausdorff metric in Euclidean space R?; iii) relation between convergence in
Hausdorff metric and convergence of Kuratowski in set sequences; and iv)
characteristics Hausdorrf induced metric space about completeness and
compactness.
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ABSTRAK

STUDI TENTANG KELNGKAPAN DAN KEKOMPAKAN RUANG
METRIK YANG DIINDUKSI METRIK HAUSDORFF

Oleh

Nur Ahmad Abrori

Dalam kajian matematika analisis, terdapat topik khusus yaitu ruang metrik.
Salah satu ruang yang memiliki karakteristik yang unik untuk dikaji adalah ruang
metrik yang diinduksi metrik Hausdorff. Penelitian ini membahas empat bagian
materi yang berkaitan dengan metrik Hausdorff yaitu i) tiga definisi alternatif
yang ekuivalen dari metrik Hausdorff; ii) hubungan antara metrik Hausdorff,
minimum Hausdorff 2 dimensi, dan Yau-Hausdorff dalam ruang Euclidean R?;
iii) hubungan antara konvergensi dalam metrik Hausdorff dan konvergensi
Kuratowski pada barisan himpunan; dan iv) karakteristik ruang metrik yang
dinduksi metrik Hausdorff dari segi kelengkapan dan kekompakkannya.

Kata Kunci : Ruang Metrik, Metrik Hausdorff, Ruang Metrik yang Dinduksi
Metrik Hausdorff
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika dapat diklasifikasikan menjadi dua bagian yaitu matematika murni
dan terapan. Matematika murni inilah yang dijuluki sebagai the queen of science
karena lebih terfokus terhadap bentuk-bentuk abstrak pada dirinya sendiri yang
tidak secara langsung menyentuh realitas kehidupan dan tidak berdialektika secara
intens dengan bidang ilmu lain. Matematika murni lebih mengutamakan
landasan-landasan teoretis dan aksiomatis serta pengembangan definisi, pola, dan
struktur ruang yang baru dalam kerangka kontinuitas ilmu matematika. Sedangkan
matematika terapan dijuluki sebagai the servant of science, sebab lebih
menekankan pada aspek-aspek terapan yang dapat menginterpretasikan fenomena
dan realitas kehidupan serta dapat berdialektika secara mendalam dengan bidang
ilmu lain. Matematika terapan merupakan pengembangan dari matematika murni
itu sendiri yang umumnya berperan penting dalam membantu menyelesaikan

masalah-masalah realitas kehidupan yang dibahas dalam bidang ilmu lain.

Matematika murni adalah bagian dari ilmu matematika yang lebih menekankan
pada aspek keindahan dan imajinatif dari pola, struktur, dan ruang yang lebih

abstrak. Cabang matematika murni antara lain analisis, geometri, struktur aljabar,



aljabar linear, kombinatorika dan masih banyak cabang yang lainnya. Dalam
matematika analisis khususnya, terdapat dua bagian topik yaitu topologi dan
analisis fungsional. Kedua topik ini di dalamnya terdapat pembahasan tentang

salah satu ruang yang memiliki karakteristik tersendiri yaitu ruang metrik.

Menurut Deza dan Deza (2009), istilah ruang metrik diperkenalkan oleh Maurice
Frechet dalam karya ilmiahnya yang berjudul “Kajian Sistematik tentang Operasi-
operasi Fungsional” pada tahun 1906. Delapan tahun kemudian, Felix Hausdorff
mempublikasikan karya ilmiah yang berjudul “Teori Ruang Topologi dan
Metrik”.  Ruang metrik adalah ruang khusus dalam matematika analisis
dilengkapi dengan metrik yang merupakan fungsi jarak yang memenuhi beberapa
aksioma tertentu. Metrik merupakan fungsi dalam matematika analisis yang dapat
digunakan untuk untuk menentukan jarak antara titik dan titik, antara titik dan

himpunan, serta antara himpunan dan himpunan.

Salah satu metrik yang memiliki aplikasi yang berguna di berbagai bidang
kehidupan terutama di bidang teknologi informasi yang menggunakan konsep
jarak adalah metrik Hausdorff. Metrik Hausdorff adalah fungsi jarak untuk
mempelajari karakteristik perbedaan antara dua himpunan. Metrik ini memiliki
keunikan tersendiri yaitu memiliki tiga definisi alternatif yang ekuivalen.
Kemudian dikembangkan lagi metrik minimum Hausdorff n dimensi. Kemudian,
Tian dkk. (2015) mendefinisikan metrik Yau-Hausdorff pada Ruang Euclidean
dalam karya ilmiah yang berjudul “Two Dimensional Yau-Hausdorff Distance

with Applications on Comparison of DNA and Protein Sequences”. Metrik ini



dikembangkan dan diilhami oleh konsep metrik minimum Hausdorff n dimensi
dan proyeksi geometri.  Metrik ini dipublikasikan oleh Tian dkk. untuk
mendukung penelitian mereka dalam memahami dan menginterpretasi Barisan
DNA dan Protein dengan mengembangkan algoritma Pattern-Recognition dengan

konstruksi metrik baru ini.

Himpunan yang dilengkapi metrik Hausdorff dinamakan ruang metrik yang
diinduksi metrik Hausdorff. Pada ruang metrik ini, dapat dikaji mengenai
konvergensi dalam barisan himpunan. Kemudian, dapat juga dikaji tentang
kelengkapan dan kekompakkan ruang metrik tersebut seperti yang telah dibahas
dalam karya ilmiah yang dipublikasikan oleh Barich (2011) dengan judul
“Proving Completeness of The Hausdorff Induced Metric Space”. Dalam karya
ilmiah tersebut, telah diteliti mengenai karakteristik ruang metrik yang diinduksi

metrik Hausdorff.

Berdasarkan hasil penelitian Barich (2011) dan Tian dkk. (2015), penulis akan
melakukan studi literatur secara lebih mendalam tentang metrik Hausdorff dan
beberapa metrik yang berkaitan yaitu metrik minimum Hausdorff n dimensi dan
metrik Yau-Hausdorff. Dalam penelitian ini, penulis juga akan mengkaji tentang
konvergensi dalam barisan himpunan dan Kkarakteristik ruang metrik yang

diinduksi metrik Hausdorff yaitu kelengkapan dan kekompakkannya.



1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Membuktikan bahwa terdapat tiga definisi alternatif yang ekuivalen dari metrik
Hausdorff.

2. Menentukan hubungan antara metrik Hausdorff, minimum Hausdorff 2
dimensi, dan Yau-Hausdorff dalam ruang Euclidean R?.

3. Menentukan hubungan antara konvergensi Kuratowski dan konvergensi dalam
metrik Hausdorff pada barisan himpunan.

4. Menentukan karakteristik ruang metrik yang dinduksi metrik Hausdorff dari

segi kelengkapan dan kekompakkannya.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah :

1. Memperluas pengetahuan tentang ruang metrik khususnya ruang metrik yang
diinduksi metrik Hausdorff dan konvergensi dalam barisan himpunan.

2. Sebagai salah satu sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian
selanjutnya sekaligus dapat memberikan kontribusi dalam mempelajari dan
mengembangkan kajian ilmu matematika analisis khususnya ruang metrik

yang diinduksi metrik Hausdorff dan konvergensi dalam barisan himpunan.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi, istilah-istilah yang berhubungan

dengan materi yang akan dibahas pada penelitian ini.

2.1 Metrik dan Ruang Metrik

Metrik pada himpunan X adalah suatu fungsi d:X X X — R yang memenubhi
sifat-sifat berikut:

(1) d(x,y) = 0untuk setiap x,y € X

(if) d(x,y) = 0 jikadan hanya jikax =y

(iii) d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € X

(iv) d(x,y) <d(x,z)+ d(zv) untuk setiap x,y,z € X

Ruang metrik (X, d) adalah sebuah himpunan X yang dilengkapi metrik d (Bartle

dan Sherbert, 2010).

Contoh:

Himpunan R™ didefinisikan sebagai berikut.

R™ = {(x1, %2, .o, X)) |x; E R,VI < i < n}



Kemudian, pada R™ didefinisikan jarak Euclidean d yaitu

;(ai — b)?

untuk setiap a, b € R™ dimana a = (a4, a,, ...,a,) dan b = (by, b,, ..., by,).

d(a,b) =

Akan ditunjukkan bahwa (R™, d) adalah ruang metrik.
Bukti.

1. Akan dibuktikan d(a,b) = 0 Va,b € R™

2. Akan dibuktikan d(a, b) = 0 jika dan hanya jika a = b
i.) Jikad(a,b) =0makaa =>b

d(a,b) =0

n
D @-by2=0
i=1

n

z(ai —b)*=0

i=1

(a;—b)?*=0 V1<i<n
aizbi VlSlSn

a=>»



ii.) Jikaa=bmakad(a,b) =0

ai=bl- Vi<i<n

(ai—bl-)2=0 Vi<i<n

n

Z(ai —b)?*=0

i=1

n
Z(ai —b)?*=0
i=1

d(a,b) =0

Berdasarkan i dan ii, terbukti bahwa d(a, b) = 0 jika dan hanya jikaa = b

3. Akan dibuktikan d(a,b) = d(b,a) Va,b € R"

d(a,b) =

n

= Zn:(—(bi —a;))? = Z(bi —a)?=d(b,a)

i=1

4. Akan dibuktikan untuk setiap a, b,c € R™ dimana a = (a4, a,, ..., a,),

b = (by,b,, ..., b,), dan ¢ = (¢4, ¢y, ..., cy)berlaku ketaksamaan segitiga, yaitu

d(a,b) <d(a,c)+d(c,b)

d(a,b) =




(a; —c)? + (c; — b)? + 2(a; — ¢;)(¢; — b;)

e

~
1l
[y

(a; —c)*+ Z(Ci —b))* + Z 2(a; — ¢;)(c; — by)

IA

IA
i

2

n
Z(ai — )+
i=1

(a,c) +d(c,b)

n
(ci — by)?
=1

QU

2.2 Himpunan Terbatas pada Bilangan Real

Himpunan bilangan real dapat dibagi menjadi dua macam yaitu himpunan terbatas
dan himpunan tidak terbatas. Sebelum membahas hal tersebut, terlebih dahulu
dibahas mengenai batas atas dan batas bawah. Misalkan S himpunan bagian dari
bilangan real R.

(i) Elemen u € R dikatakan batas atas dari S jika s < u untuk setiap s € S.

(it) Elemen w € R dikatakan batas bawah dari S jika w < s untuk setiap s € S.

Sebuah himpunan di R dikatakan terbatas di atas jika himpunan tersebut memiliki
batas atas. Secara serupa, sebuah himpunan di R dikatakan terbatas di bawah jika
himpunan tersebut memiliki batas bawah. Jika sebuah himpunan di R memiliki

batas atas dan batas bawah sekaligus, himpunan tersebut dikatakan himpunan



terbatas. Jika sebuah himpunan di R tidak memiliki salah satu dari batas atas atau

batas bawah, maka himpunan tersebut dikatakan tidak terbatas.

Dalam konsep himpunan terbatas, terdapat dua istilah yang penting yaitu
supremum dan infimum. Supremum dari S € R, misalkan u € R, jika u
memenuhi dua syarat berikut.

(i) Jikas < u untuk setiap s € S.

(i) Jikas < v untuk setiap s € S, maka u < v.

Supremum dari himpunan S € R jika ada dinyatakan sebagai sup S. Sedangkan
infimum dari S € R, misalkan w € R jika w memenuhi dua syarat berikut.

(i) Jikaw < s untuk setiap s € S.

(i) Jika v < s untuk setiap s € S, maka v < w.

Infimum dari himpunan S € R jika ada dinyatakan sebagai inf'S.

Berdasarkan sifat kelengkapan dari R, setiap himpunan bilangan real tak kosong
yang terbatas di atas memiliki supremum. Secara serupa, setiap himpunan
bilangan real tak kosong yang terbatas di bawah memiliki infimum(Bartle dan

Sherbert, 2010).

2.3 Topologi Titik Himpunan pada Ruang Metrik

Definisi 2.1
Misalkan v € X dan r > 0. Bola terbuka berpusat di v dengan jari-jari r

didefinisikan oleh B;(v,r) = {x € X|d(x,v) < r}.
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Definisi 2.2
Titik x dikatakan titik limit dari himpunan K jika untuk setiap » > 0, himpunan

K n B;(x,r) memuat sebuah titik dari K selain x.

Definisi 2.3

Himpunan K tertutup relatif dalam (X, d) jika K memuat semua titik limitnya.

Definisi 2.4
Klosur dari K, K adalah himpunan K U K’, dimana K, himpunan semua titik limit

di K.

Definisi 2.5
Sebuah himpunan K c X terbatas di (X,d) jika terdapat x € X dan M >0

sedemikian sehingga K < B, (x, M).

Definisi 2.6
Sebuah himpunan K < X terbatas secara total jika untuk setiap € > 0, terdapat
himpunan bagian berhingga dari X, {x;|1 < x; < n} sedemikian sehingga

berlaku K ¢ U™, B4(x;, €).

Definisi 2.7
Sebuah himpunan K € X dikatakan kompak secara sekuensial di (X, d) jika setiap
barisan di K memiliki subbarisan yang konvergen ke suatu titik di K(Gordon,

2002).
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2.4 Konvergensi, Kelengkapan, dan Kekompakan pada Ruang Metrik

Sebuah barisan (x,,) dalam ruang metrik (X, d) dikatakan konvergen jika terdapat

sebuah titik x € X sedemikian sehingga

lim,, .., d(x,,x) =0.

x dinamakan limit dari barisan (x,,) dan dapat ditulis lim,,_,, x,, = x atau
disingkat x,, — x. Barisan (x,) dikatakan konvergen ke x atau memiliki limit x.

Jika barisan (x,,) tidak konvergen, barisan tersebut dikatakan divergen.

Sebuah barisan (x,,) dalam ruang metrik X = (X, d) dikatakan barisan Cauchy

jika untuk setiap € > 0 terdapat N = N (&) sedemikian sehingga

d(%Xm, xn) < € untuk setiap m,n > N.

Ruang X dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy dalam X konvergen.

Ruang metrik X dikatakan kompak jika setiap barisan dalam X memiliki sebuah
subbarisan yang konvergen. Himpunan bagian K dari X, dikatakan kompak,
K sebagai subruang dari X, yaitu jika setiap barisan dalam K memiliki sebuah

subbarisan konvergen yang memiliki limit di K.

Lemma 2.1

Setiap himpunan bagian kompak K dari ruang metrik adalah tertutup dan

terbatas(Kreyzig,1978).
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2.5 Transformasi Geometri pada Bidang

Sebuah fungsi f: E™ — E™ adalah sebuah isometri jika untuk setiap titik P dan Q
pada E™,

f(P)f(Q) = PQ.
Isometri mempertahankan jarak termasuk juga mempertahankan panjang, sudut,
dan luas. Secara singkat, isometri mempertahankan ukuran dan bentuk dari setiap

gambar geometrik.

Istilah yang berhubungan erat dengan isometri adalah kekongruenan antara dua
himpunan. Himpunan bagian A dan B € E™ dinamakan kongruen (dalam simbol
A = B) jika terdapat sebuah isometri f sedemikian sehingga f(A) = B. Setiap
isometri Euclidean merupakan kombinasi dari tiga tipe tranformasi yang

fundamental: refleksi, translasi, dan rotasi.

Translasi memindahkan objek sepanjang garis lurus melalui bidang tanpa
merotasikan objek atau mengubah orientasinya. Terdapat korespondensi satu ke
satu antara vektor di E™ dan translasinya: translasi T diasosiasikan terhadap
sebuah vektor v € E™ dilakukan dengan menjumlahkan vektor v terhadap setiap
titik,

T(P)=P+v
dimana v adalah vektor perpindahan untuk translasi T. Dalam koordinat, jika

v = (v, Vs, ..., Up) Maka

T(x1, %2, oy Xp) =(%1 + V1, X3 + Vg, o, X + V).
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Komposisi translasi ekuivalen dengan penjumlahan vektor translasinya. Jika T,
adalah translasi oleh vektor v dan T,, adalah translasi oleh vektor w maka
komposisi T,,0T,, adalah translasi oleh vektor penjumlahan v + w.

T,0T, = Ty
Invers dari sebuah translasi T,, juga merupakan sebuah translasi:

T, =T,

Selain translasi, terdapat juga transformasi lain pada bidang yaitu rotasi. Sebuah
rotasi pada sebuah bidang ditunjukkan dengan memutarkan bidang terhadap titik
tertentu(pusat rotasi) sebesar sudut tertentu pula. Sehingga rotasi memerlukan dua
bentuk data untuk mendeskripsikan rotasi pada E?2, sebuah titik dan sebuah sudut.
Rotasi berlawanan arah jarum jam ditandai dengan besar sudut positif, sedangkan
rotasi searah jarum jam ditandai dengan besar sudut negatif. Notasi rotasi yang
sering digunakan yaitu:
R4 = rotasi dengan pusat € dan sudut ¢

Rotasi pada bidang xy dengan sudut sebesar ¢ terhadap titik asal O diberikan
dengan formula

Ros(x,y) = (xcos¢p — ysing,xsin¢ + y cos ¢)
Invers dari sebuah rotasi adalah sebuah rotasi terhadap pusat yang sama dengan

besar sudut yang sama tetapi berlawanan arah:

(R0.¢)_1 =Ro,-¢

(Jennings, 1994).



I11.  METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan IIimu
Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester genap tahun akademik

2017/2018.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengumpulkan sumber referensi serta studi kepustakaan tentang ruang
metrik yang diinduksi metrik Hausdorff dan konvergensi dalam barisan
himpunan baik dari buku, jurnal, maupun karya ilmiah pendukung lainnya.

2. Memaparkan bahwa terdapat tiga definisi alternatif yang ekuivalen dari
metrik Hausdorff h(4, B).

h(A, B) = max{h'(A4,B),h' (B, A)}

h(A,B) =inf{ e > 0|A € U.(B)dan B < U.(A) }

h(A,B) = sup{|r(x,A) —r(x,B)|:x € X} = sup|r(x,A) — r(x, B)|
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Memberikan contoh konstruksi ruang metrik yang diinduksi metrik
Hausdorff.

Menentukan hubungan beberapa metrik yang dikonstruksi dari metrik
Hausdorff dalam ruang Euclidean R™(dalam hal ini yang dibahas hubungan
pada ruang dua dimensi R?) yaitu metrik Hausdorff h(4, B), metrik minimum
Hausdorff n dimensi H™ (A4, B), dan metrik Yau-Hausdorff D(A, B). Metrik
H™(A, B) didefinisikan H" (4, B) = inf, g h(AG + t,B). Kemudian, metrik

D (A, B) dapat didefinisikan sebagai berikut.
— ; 6 : 6
D(4,B) = max {sgp 1r(;fH1 (Px(A ),Px(Bq’)),Sl;p 1ng1 (Px(A ),Px(B"’))}
di mana H* adalah jarak minimum Hausdroff 1-dimensi,

H'(A,B) = 1nfmax{ max min|a — b|, max min |b — al}
a€A+t beEB bEB a€cA+t

Menjelaskan dua macam konvergensi dalam barisan himpunan yaitu

konvergensi dalam metrik Hausdorff dan konvergensi Kuratowski.

Menentukan hubungan antara kedua macam konvergensi tersebut dengan

membuktikan teorema yang berkaitan.

Menentukan sifat kelengkapan dan kekompakan ruang metrik yang

diinduksi metrik Hausdorff dengan membuktikan dua teorema berikut yaitu

(i) Jika (X, d) merupakan ruang metrik yang lengkap maka (%, h) juga
merupakan ruang metrik yang lengkap.

(if) Jika (X, d) merupakan ruang metrik yang kompak maka (¥, h) juga
merupakan ruang metrik yang kompak.

di mana K himpunan dari seluruh himpunan bagian kompak dan tak kosong

dari X.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan, dapat diperoleh kesimpulan sebagai berikut.
1. Metrik Hausdorff dapat didefinisikan dengan tiga macam alternatif definisi
yang ekuivalen sebagai berikut.

h(A, B) = max{h'(A, B),h'(B,A)}

h(A,B) =inf{e > 0|A <€ U.,(B)danB € U.(A) }

h(A,B) = sup|r(x,A) —r(x,B)|

xeX

2. Konvergensi Hausdorff berimplikasi konvergensi Kuratowski jika memenuhi
syarat yaitu misalkan X ruang metrik, {4,,} barisan himpunan bagian kompak
dari X dan A c X kompak maka, jika terdapat himpunan bagian kompak K
dari X sedemikian sehingga A, € K untuk setiap n dan lim,_. 4, = A4,
maka lim,,_,, h(4,,A) = 0.

3. Untuk setiap himpunan berhingga A, B € R?, berlaku hubungan berikut.

h(A,B) < H?(A,B) < D(A,B)

4. Pada ruang metrik terinduksi metrik Hausdorff berlaku dua implikasi berikut.

a. Jika (X, d) ruang metrik yang lengkap, maka (¥, h) juga lengkap.

b. Jika (X, d) ruang metrik yang kompak, maka (%, h) juga kompak.
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5.2. Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mengkaji konvergensi dalam barisan
himpunan dengan menggunakan metrik yang lain, serta hubungan antara metrik
Hausdorff, minimum Hausdorff n dimensi, dan Yau-Hausdorff dalam ruang
Euclidean R™ dibahas lebih detail dengan aplikasinya dalam analisis jarak di
bidang teknologi informasi disertai dengan komputasi matematika agar

memberikan kontribusi yang lebih signifikan dalam matematika terapan.
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