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ABSTRAK 

RUANG BARISAN SELISIH 𝒍∞(∆𝟐) 

Oleh 

YOUNG ENJANG YUNAHAR MS.JIA 

 

Ruang barisan adalah salah satu konsep dalam analisis, membahas tentang barisan 

dengan karakteristik tertentu salah satunya adalah ruang barisan 𝑙∞. Beberapa 

penelitian sebelumnya telah membuktikan bahwa ruang tersebut merupakan ruang 

Banach, Solid, dan BK. Berdasarkan penelitian tersebut skripsi ini akan 

membahas tentang ruang barisan 𝑙∞(∆), dan 𝑙∞(∆2), adalah ruang linier, ruang 

Banach, Solid, dan merupakan ruang BK.  

Kata Kunci : Ruang Barisan, Ruang Norm, Ruang Banach.  

 

 

 

 



ABSTRACT 

DIFFERENCE SEQUENCS SPACE 𝒍∞(∆𝟐) 

By 

YOUNG ENJANG YUNAHAR MS.JIA 

Sequences space as one concept of analysis, discuss about sequences with spesific 

characteristics for example 𝑙∞. Some of the previous research has proved that 𝑙∞ 

are Banach space, solid and BK space. Based on the research this essay will 

discuss about of sequences space 𝑙∞(∆), and 𝑙∞(∆2), which then can be proved as 

Linier space, Banach space, solid and BK space. 

Keyword : Sequences space, Norm space, Banach space. 
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DAFTAR PUSTAKA 



I. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

 

Matematika sebagai salah satu ilmu pasti memiliki peranan penting dalam 

perkembangan maupun kemajuan sains dan teknologi. Beberapa teori pemikiran 

ahli matematika digunakan sebagai dasar pemikiran pengambilan keputusan, dan 

sebagai bahan pertimbangan. Oleh karena itu, perkembangan ilmu matematika 

sangat dibutuhkan. 

Salah satu bidang kajian matematika adalah bidang analisis, yang salah satu topik 

didalamnya membahas tentang konsep ruang barisan. Ruang barisan merupakan 

ruang linier yang didalamnya atau beranggotakan barisan – barisan dengan 

karakteristik tertentu, yang diantaranya adalah 𝑙∞,c, c0, dan 𝑙𝑝. Salah satu pakar 

matematika H. Kizmas (1981)  yang meneliti syarat yang diperlukan oleh suatu 

matriks tak terhingga dari ruang barisan ke ruang barisan. Kemudian dasar 

pemikiran tersebut digunakan oleh Colak R. (1995), beliau menambahkan sebuah 

kondisi kedalam ruang barisan tersebut sehingga menjadi ruang barisan 𝑙∞(∆),

c(∆), c0(∆) , dan 𝑙𝑝(∆). Kemudian dikaji kondisi dan syarat yang diperlukan. 

Selanjutnya dikembangkan kembali oleh Hery S. (2013), di dalam tesisnya beliau 

membahas tentang perbedaan urutan ruang barisan 𝑙∞(∆𝑚), c(∆𝑚), c0(∆𝑚),  
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dan	��(∆	), sifat – sifat dan kondisi yang diperlukan ke dalam ruang barisan 

tersebut, dan mengkaji perbedaan antara selisih ruang barisan tersebut. 

Dari pemikiran di atas penulis mencoba mengkaji lebih dalam tentang salah satu 

ruang barisan, yaitu barisan ��(∆�). 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 
Adapun tujuan penelitian ini diantaranya 

1. Mengkaji dan mempelajari sifat ruang barisan ��. 

2. Mengkaji dan mempelajari sifat ruang barisan selisih ��(∆). 

3. Mengkaji dan mempelajari sifat ruang barisan selisih ��(∆�). 

 

1.3 Manfaat penelitian 

 
Adapun manfaat dilakukannya penelitian ini diantaranya 

1. Memahami sifat - sifat pada ruang barisan ��. 

2. Memahami sifat - sifat pada ruang barisan selisih ��(∆). 

3. Memahami sifat - sifat pada ruang barisan selisih 	��(∆�). 

4. Dapat memberi ide bagi penulis lain untuk meneliti lebih lanjut ruang 

barisan selisih. 



II.  TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Barisan 

 

Definisi 2.1.1  

 

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan bulat  

positif. Misal terdapat bilangan bulat positif 1, 2, 3, . . , 𝑛, … yang bersesuaian 

dengan bilangan real 𝑥(𝑛) tertentu, maka 𝑥(1), 𝑥(2), … , 𝑥(𝑛), … dikatakan barisan. 

(Mizrahi dan Sulivan, 1982) 

 

Definisi 2.1.2  

 

Bilangan – bilangan  𝑐(1), 𝑐(2), 𝑐(3), … , 𝑐(𝑛) disebut barisan bilangan tak hingga 

𝑐(𝑛)disebut suku umum dari barisan. Bilangan 𝑛, (𝑛 = 1, 2, 3, . . . ) adalah nomor 

urut atau indeks yang menunjukkan letak bilangan tersebut dalam barisan. 

(Yahya, Suryadi, Agus, 1990) 

 

Definisi 2.1.3  

 

Misal L adalah suatu bilangan real dan {�̃�(𝑖)} suatu barisan, {�̃�(𝑖)} konvergen ke L  
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jika untuk setiap bilangan 휀 > 0 terdapat suatu bilangan asli ℕ, sehingga |�̃�(𝑖) −

𝐿| < 휀 untuk setiap 𝑖 > 𝑁 

Suatu bilangan L dikatakan limit dari suatu barisan tak hingga 𝑥(1), 𝑥(2), … jika 

ada bilangan real positif 휀 sehingga dapat ditemukan bilangan asli ℕ yang 

tergantung pada 휀 sehingga |�̃�(𝑖) − 𝐿| < 휀 untuk setiap 𝑖 > 𝑁, dan suatu barisan 

dikatakan konvergen jika ia mempunyai nilai limit. (Mizrahi dan Sulivan, 1982) 

 

Teorema 2.1.4  

 

Setiap barisan bilangan real yang konvergen selalu terbatas. (Martono, 1984) 

Bukti : 

Misalkan barisan bilangan real {𝑎(𝑖)} konvergen ke a, akan ditunjukkan terdapat 

suatu bilangan real 𝑀 > 0 sehinga |𝑎(𝑖)| ≤ 𝑀 untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ. Karena {𝑎(𝑖)} 

konvergen ke a, maka terdapat suatu 𝑛0 ∈ 𝑁 sehingga 𝑖 > 𝑖0 ⟹ |𝑎(𝑖) − 𝑎| < 1. 

Akibatnya |𝑎(𝑖)| = |𝑎(𝑖) − 𝑎 + 𝑎| ≤ |𝑎(𝑖) − 𝑎| + |𝑎| < 1 + |𝑎| untuk setiap 𝑖 >

𝑛0. Ambillah 𝑀 = 𝑚𝑎𝑘𝑠(|𝑎(1)|, |𝑎(2)|, … , |𝑥(𝑖0)|, |𝑎| + 1), maka setiap 𝑖 ∈ 𝑀 

berlaku |𝑎(𝑖)| ≤ 𝑀, yang berarti bahwa barisan bilangan real {𝑎(𝑖)} terbatas. 

 

Definisi 2.1.5  

 

Suatu barisan �̃� = (�̃�(𝑖)) dikatakan terbatas jika dan hanya jika terdapat suatu 

bilangan 𝑀 ≥ 0 sehingga |𝑥(𝑖)| ≤ 𝑀 ∀𝑖 ∈ ℕ. Himpunan dari semua barisan 

terbatas dilambangkan dengan 𝑙∞ . (Maddox, 1970) 
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Definisi 2.1.6 

 

Suatu barisan {𝑥(𝑖)} dikatakan mempunyai limit L bila untuk setiap bilangan 휀 >

0 dapat dicari suatu nomor indeks 𝑛0 sedemikian sehingga untuk 𝑖 ≥ 𝑖0 berlaku 

𝐿 − 휀 < �̃�(𝑖) < 𝐿 + 휀 (atau |𝑥(𝑖) − 𝐿| < 휀) artinya jika L adalah limit dari {�̃�(𝑖)} 

maka �̃�(𝑖) mendekati L  jika i mendekati takhingga. (Yahya, Suryadi, Agus, 1990) 

 

Definisi 2.1.7 

 

Suatu barisan yang mempunyai limit dinamakan barisan konvergen dan barisan 

yang tak konvergen dinamakan barisan divergen. (Martono, 1984) 

 

Definisi 2.1.8  

 

Diberikan 𝜔 yaitu koleksi semua barisan bilangan real. (Soeparna, 2007) 

jadi : 

𝜔 = {�̅� = {𝑥(𝑖)}: 𝑥(𝑖) ∈ ℝ} 

a.       Untuk setiap bilangan real p dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ didefinisikan 

𝑙𝑝 = {𝑥 ∈ {𝑥(𝑖)} ∈ 𝜔: ∑|𝑥(𝑖)|
𝑝

< ∞

∞

𝑖=1

} 

dan norm pada 𝑙𝑝 yaitu 

‖𝑥‖𝑝 = (∑|𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

)

1
𝑝

 

b.      Untuk 𝑝 = ∞ didefinisikan 
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𝑙∞ = {�̅� = {𝑥(𝑖)} ∈ 𝜔: sup
𝑖≥1

|𝑥(𝑖)| < ∞} 

dan norm pada 𝑙∞ yaitu 

‖𝑥‖∞ = sup
𝑖≥1

|𝑥(𝑖)|. 

 

Definisi 2.1.9  

Misal 𝑝, 𝑞 ∈ (1, ∞) dengan 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 (q konjugat p), untuk 𝑥 ∈ 𝑙𝑝 dan 𝑦 ∈ 𝑙𝑝 

(𝑥(𝑖)𝑦(𝑖))
𝑖∈𝑁

∈ 𝑙∞dan ∑|𝑥(𝑖)𝑦|

∞

𝑖=1

≤ ‖x‖p‖y‖q. 

 (Darmawijaya, 2007) 

 

 

Teorema 2.1.10  

 

𝑙𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) merupakan ruang bernorma terhadap norm ‖. ‖𝑝. (Darmawijaya, 2007) 

Bukti : 

Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ diambil sebarang �̃� = {𝑥𝑛}, �̃� = {𝑦𝑛} ∈ 𝑙𝑝 dan skalar 𝛼. 

Diperoleh : 

a)     ‖�̃�‖𝑝 = {∑|𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

≥ 0 karena |𝑥(𝑖)| ≥ 0 untuk setiap 𝑖. 

‖�̃�‖𝑝 = {∑|𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

= 0 ⇔ |𝑥(𝑖)| ≥ 0 untuk setiap 𝑖 ⇔ �̃� = {0} = 0̃ 

b)      ‖α�̃�‖p = {∑|𝛼𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

= |𝛼| {∑|𝛼𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

= |𝛼|‖𝑥‖𝑝 
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jelas bahwa ‖𝛼𝑥‖∞ < ∞ 

c)     ‖�̃� + �̃�‖𝑝 ≤ ‖�̃�‖𝑝 + ‖�̃�‖𝑝 = {∑|𝛼𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

+ {∑|𝛼𝑥(𝑖)|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

< ∞. 

Berdasarkan a), b) dan c) terbukti bahwa 𝑙𝑝 merupakan ruang linear dan ‖. ‖𝑝 

norm pada 𝑙𝑝. Dengan kata lain (𝑙𝑝, ‖. ‖𝑝) ruang bernorm. 

 

Teorema 2.1.11  

 

Jika bilangan real p dengan 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, maka (𝑙𝑝, ‖. ‖𝑝) merupakan Ruang 

Banach. (Darmawijaya, 2007) 

Bukti : 

Telah dibuktikan bahwa (𝑙𝑝, ‖. ‖𝑝) merupakan ruang bernorma, langkah 

selanjutnya adalah membuktikan bahwa ruang bernorm itu lengkap. 

Dibuktikan dahulu untuk 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ diambil sebarang barisan Cauchy {�̃�𝑛} ⊂ 𝑙𝑝 

dengan 

�̃�𝑛 = {�̃�𝑛
(𝑖)} = (�̃�1

(𝑖), �̃�2
(𝑖), �̃�3

(𝑖), … )    (1) 

Untuk sebarang 휀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0 sehingga untuk setiap dua 

bilangan asli 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

‖�̃�𝑛 − �̃�𝑚‖𝑝 <
휀

4
atau ∑|𝑥𝑛

(𝑖)
− 𝑥𝑚

(𝑖)
|

∞

𝑖=1

𝑝

< (
휀

4
)

𝑝

                        (2) 

Hal ini berakibat untuk setiap dua bilangan asli 𝑚, 𝑛 > 0 diperoleh |𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑚
(𝑖)| <

𝜀

4
 untuk setiap i. Dengan kata lain diperoleh barisan Cauchy (�̃�𝑛

(𝑖)
) untuk setiap n. 

Jadi terdapat bilangan (�̃�(𝑖)) sehingga  
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lim
𝑛→∞

�̃�𝑛
(𝑖)

= �̃�(𝑖) atau lim
𝑛→∞

|�̃�𝑛
(𝑖)

− �̃�(𝑖)| = 0. 

Berdasarkan (2) diperoleh untuk 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

|�̃�𝑛
(𝑖)

− 𝑥(𝑖)| = lim
𝑛→∞

|�̃�𝑛
(𝑖)

− �̃�(𝑖)| <
𝜀

4
. 

Selanjutnya dibentuk barisan �̃� = {�̃�(𝑖)}. Menurut ketidaksamaan Minkowski. 

a) {∑ |�̃�(𝑖)|
𝑝∞

𝑖=1 }
1

𝑝 = {∑ |�̃�(𝑖) − �̃�𝑛
(𝑖)

+ �̃�𝑛
(𝑖)

|
𝑝

∞
𝑖=1 }

1

𝑝
 

= lim
𝑛→∞

{∑|�̃�𝑛
(𝑖)

− �̃�𝑛
(𝑖)

+ �̃�𝑛
(𝑖)

|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

 

= lim
𝑛→∞

{∑|�̃�𝑛
(𝑖)

− �̃�𝑛
(𝑖)

|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

+ {∑|�̃�𝑛
(𝑖)

|
𝑝

∞

𝑖=1

}

1
𝑝

< ∞ 

Yang berarti �̃� = {�̃�(𝑖)} ∈ 𝑙𝑝. Berdasarkan pertidaksamaan (1) diperoleh untuk 

𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

b) ‖�̃� − �̃�(𝑛)‖ = {∑ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘
(𝑛)|

𝑝
∞
𝑘=1 }

1

𝑝
= lim

𝑚→∞
{∑ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘

(𝑛)|
𝑝

∞
𝑘=1 }

1

𝑝
<

𝜀

4
 

Maka barisan {�̃�(𝑛)} konvergen ke �̃�. Berdasarkan hasil a) dan b), terbukti bahwa 

barisan Cauchy {�̃�(𝑖)} ⊂ 𝑙𝑝 konvergen ke �̃� = {�̃�(𝑖)} ∈ 𝑙𝑝 atau terbukti bahwa  

(𝑙𝑝, ‖. ‖𝑝), (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) merupakan ruang Banach. 

 

Definisi 2.1.12  

 

Misalkan X merupakan ruang barisan, X dikatakan ruang BK (Banach lengkap) 

jika X merupakan ruang Banach dan pemetaan koordinatnya 𝑝(𝑖)(𝑥) = �̃�(𝑖), �̃� =

(�̃�(𝑖)) ∈ 𝑋 kontinu. (Ruckle, 1991) 

Contoh ruang BK (banach lengkap) adalah ruang barisan 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 
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Definisi 2.1.13 

 

Misalkan X merupakan ruang barisan, X dikatakan solid (normal) jika untuk 

sebarang bilangan skalar {𝛼𝑛} dengan |𝛼𝑛| ≤ 1 diperoleh barisan {𝛼𝑛𝑥𝑛} ∈ 𝑋. 

(Suharna, 2013) 

 

Definisi 2.1.14 

 

Ruang barisan, Himpunan dari barisan bilangan yang memiliki syarat 

𝑙∞ = {�̃� = (�̃�(𝑖)) ∈ 𝑋 ∶ sup
𝑖≥1

|�̃�(𝑖)| < ∞} 

𝑙∞ koleksi barisan bilangan yang sup
𝑖≥1

|�̃�(𝑖)| < ∞. 

𝑙∞(∆) = {�̃� = (�̃�(𝑖)): ∆�̃� ∈ 𝑙∞} 

𝑙∞(∆) koleksi barisan bilangan yang ∆�̃� ∈ 𝑙∞ 

𝑙∞(∆2) = {�̃� = (�̃�(𝑖)): ∆2�̃� ∈ 𝑙∞} 

𝑙∞(∆) koleksi barisan bilangan yang ∆2𝑥 ∈ 𝑙∞ 

(H.Kizmaz,1981) 

 

2.2. Ruang Bernorm  

 

Definisi 2.2.1 

 

Diberikan ruang linear X. Fungsi 𝑥 ∈ 𝑋 → ‖𝑥‖ ∈ 𝑅 yang mempunyai sifat – sifat : 

i. ‖𝑥‖ ≥ 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 
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ii. ‖𝑥‖ = 0, jika dan hanya jika 𝑥 = 0, (0 vektor nol) 

iii. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼| ⋅ ‖𝑥‖ untuk setiap skalar 𝛼 dan 𝑥 ∈ 𝑋. 

iv. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

disebut norma (norm) pada X dan bilangan non-negatif ‖𝑥‖ disebut norma vektor 

x. Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norma ‖∙‖ disebut ruang 

bernorma (norm space) dan dituliskan singkat dengan 𝑋, ‖∙‖ atau X saja asalkan 

normanya telah diketahui. (Darmawijaya, 2007) 

 

Lemma 2.2.1 

 

Dalam ruang linear bernorma X berlaku ‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋. (Maddox, 1970) 

Bukti : untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 diperoleh : 

 

‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ = ‖𝑥 − 𝑦 + 𝑦‖ − ‖𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ + ‖𝑦‖ − ‖𝑦‖ = ‖𝑥 − 𝑦‖. 

 

Definisi 2.2.2 

 

Setiap ruang bernorm (X, || . ||) merupakan metriks terhadap metriks  

d(x,y) = || x -  y||, untuk setiap x, y ∈ X 

berdasarkan teorema di atas, setiap ruang bernorm merupakan ruang metriks, 

maka semua konsep, pengertian, sifat – sifat, serta teorema – teorema yang 

berlaku di ruang metriks berlaku juga pada ruang bernorma dengan pengertian 

d(x,y) = || x – y || 

(Gozali, 2009). 
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Definisi 2.2.3  

 

Barisan {𝑥(𝑖)} di dalam ruang bernorma 𝑋 dikatakan konvergen (convergent) jika 

 ada 𝑥 ∈  𝑋 sehingga untuk setiap 휀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0 (bergantung 

pada 휀), sehingga untuk setiap bilangan asli i ≥ 𝑛0 berlaku. 

                ‖𝑥(𝑖) − 𝑥‖  < 휀  

Jika demikian halnya, dikatakan barisan {𝑥(𝑖)} konvergen ke 𝑥 atau barisan {𝑥(𝑖)} 

mempunyai limit x untuk i → ∞ dan ditulis dengan 

     lim
i→∞

 ‖𝑥(𝑖) − 𝑥‖ < 휀  

atau dapat ditulis dengan lim
i→∞

𝑥(𝑖) = 𝑥. Sedangkan titik 𝑥 disebut titik limit barisan 

{𝑥(𝑖)}. (Gozali, 2009) 

 

Definisi 2.2.4  

 

Barisan {𝑥(𝑖)} di dalam ruang bernorma (𝑋, ||.||) disebut barisan Cauchy atau 

barisan fundamental jika untuk setiap bilangan 휀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0, 

sehingga untuk setiap dua bilangan asli 𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku ||𝑥𝑚− 𝑥𝑛|| < 휀 . (Robert 

and Ronald, 2000) 

 

Teorema 2.2.5  

 

Setiap barisan yang konvergen di dalam ruang bernorma 𝑋, merupakan barisan 

Chaucy. (Robert and Ronald, 2000) 
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Definisi 2.2.6  

 

Ruang bernorma dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan Cauchy di 

dalamnya konvergen. (Robert and Ronald, 2000) 

 

Definisi 2.2.7 Ruang Banach  

 

Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai 

ruang metriks yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorma X berlaku kondisi 

bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen. (Darmawijaya, 2007) 

 

Teorema 2.2.8 ( Ketaksamaan Ho’lder ) 

 

𝑖.      Untuk setiap x̃  = {𝑥(𝑖)}  ∈ ℓ1 dan ỹ  = {𝑥(𝑖)}  ∈ ℓ∞ benar bahwa 

‖∑ 𝑥(𝑖)𝑦(𝑖)

∞

i=1

‖ ≤ ∑|𝑥(𝑖)𝑦(𝑖)| ≤ ‖x̃‖1 .

∞

i=1

‖ỹ‖∞   

dengan ‖x̃‖1 = ∑|𝑥(𝑖)|

∞

n=1

dan ‖y̅‖ = sup
i≥1

|𝑦(𝑖)|  

𝑖𝑖. Jika 1 <  𝑝, 𝑞 <  ∞ 𝑑𝑎𝑛 
1

p
+

1

q
= 1, maka, untuk setiap x̃  = {𝑥(𝑖)} ∈

ℓp , dan ỹ  =  {𝑦(𝑖)}  ∈ ℓp benar bahwa 

‖∑ 𝑥(𝑖)𝑦(𝑖)

∞

i=1

‖ ≤ ∑|𝑥(𝑖)𝑦(𝑖)| ≤ ‖x̃‖1 .

∞

i=1

‖ỹ‖∞   

dengan ‖x̃‖p = {∑|𝑥(𝑖)|
p

∞

i=1

}

1
p

dan  ‖ỹ‖q = {∑|𝑦(𝑖)|
q

∞

i=1

}

1
q

  

(Robert and Ronald, 2000). 
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Teorema 2.2.9 ( Ketaksamaan Minkowski )  

 

Jika 1 ≤  p ≤  ∞ maka untuk setiap x̃  =  {𝑥(𝑖)} , ỹ  =  {𝑦(𝑖)} ℓp benar bahwa  

‖x̃ + ỹ ‖p ≤  ‖x̃‖p +  ‖ỹ‖p 

(Robert and Ronald, 2000). 

 

2.3 Operator Linear dan Kontinu  

 

Definisi 2.3.1  

 

Operator adalah fungsi linear dan kontinu, dan biasanya ditulis dengan huruf 

kapital: A, B, 𝐶… . Fungsi dari suatu ruang bernorma ke ruang bernorma yang 

haruslah dari dua ruang bernorma atas lapangan yang sama yaitu ℂ 𝑎𝑡𝑎𝑢 ℝ. 

(Berberian, 1961) 

 

Definisi 2.3.2  

 

Diberikan ruang bernorma 𝑋 dan 𝑌. Fungsi 𝑓 ∶  𝑋 →  𝑌 dikatakan linear, jika  

𝑓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)  =  𝛼𝑓 (𝑥)  + 𝛽𝑓 (𝑦) , untuk setiap skalar 𝛼, 𝛽 ∈  ℝ dan untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈  𝑋. (Berberian, 1961) 

 

Definisi 2.3.3  

 

Diberikan ruang bernorma (𝑋, ‖. ‖) dan (𝑌, ‖. ‖) . Fungsi 𝑓 ∶  𝑋 → 𝑌 dikatakan  
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i. Kontinu pada 𝑎 ∈ 𝑋, jika untuk sebarang bilangan 휀 > 0 ada bilangan 𝛿 > 0 

sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑎 − 𝑥 ‖ < 𝛿 berakibat  

‖𝑓 (𝑎)  − 𝑓 (𝑥) ‖ < 휀. 

ii.       Fungsi 𝑓 dikatakan kontinu pada 𝑋 jika 𝑓 kontinu disetiap 𝑥 ∈ 𝑋 

(Darmawijaya, 2007) 

 

Definisi 2.3.4  

 

Diberikan ruang bernorma (𝑋, ‖. ‖) dan (𝑌, ‖. ‖). Fungsi linear 𝑓∶ 𝑋→𝑌 dikatakan 

terbatas, jika terdapat 𝑀 > 0 sehingga ‖ 𝑓(𝑥) ‖ ≤  M‖𝑥‖ , untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋.   

(Darmawijaya, 2007) 

 

Teorema 2.3.5  

 

Diberikan ruang bernorma-ruang bernorma (𝑋, ‖. ‖) dan (𝑌, ‖. ‖). Fungsi 𝑓∶ 𝑋→𝑌  

kontinu di suatu titik 𝑎 ∈ 𝑋 jika dan hanya jika untuk setiap barisan {𝑥(𝑖)}  ⊂ X 

yang konvergen ke 𝑎 berakibat barisan {𝑓(𝑥(𝑖))} konvergen ke 𝑓(𝑎). 

(Darmawijaya, 2007) 

 

Teorema 2.3.6  

 

Diketahui 𝑋 dan 𝑌 masing-masing ruang bernorma. Jika fungsi 𝑓∶ 𝑋→𝑌 fungsi 

linear, maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen: 

a. Fungsi 𝑓 kontinu pada 𝑋  

b. Fungsi 𝑓 kontinu di 𝜃 ∈ 𝑋  
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c. Fungsi 𝑓 kontinu di 𝑥 ∈ 𝑋  

d. Himpunan {‖𝑓(x)‖ ∶  𝑥 ∈ X dan ‖𝑥‖  ≤ 1} terbatas 

e. Ada bilangan 𝑀 ≥ 0 sehingga ||𝑓(𝑥)|| ≤ 𝑀 ||𝑥|| untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋  

(Darmawijaya, 2007) 

 

Teorema 2.3.7  

 

Diketahui 𝑋 ruang bernorma yang lengkap dan 𝐴 ⊂  𝑋. Diperoleh 𝐴 tertutup jika 

dan hanya jika 𝐴 lengkap. (Fuhrmann,1981) 

 

2.4 Ruang Barisan Selisih 

 

Definisi 2.4.1  

 

Diperlihatkan barisan selisih bilangan sebagai berikut : 

Jika �̃� = {𝑥(𝑖)} suatu barisan bilangan dan 

∆�̃� = {𝑥(𝑖+1) − 𝑥(𝑖)} untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ 

∆�̃� disebut barisan selisih pertama terhadap barisan �̃� = {𝑥(𝑖)} 

∆2�̃� = {𝑥(𝑖+2) − 2𝑥(𝑖+1) + 𝑥(𝑖)}  

∆2�̃� disebut barisan selisih kedua terhadap barisan �̃� = {𝑥(𝑖)} 

⋮  

∆𝑚�̃� = {∆𝑚�̃�(𝑖) = ∑ (−1)𝑖𝑚
𝑘=0 (𝑚

𝑖
)𝑥(𝑖+𝑚−𝑘)}, untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ 

∆𝑚�̃� disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan  �̃� = {𝑥(𝑖)} 

Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan  
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∆�̃� = {∆𝑥(𝑖)}, ∆2�̃� = {∆2𝑥(𝑖)}, … , ∆𝑚𝑥(𝑖) = {∆𝑚𝑥(𝑖)}  yang disebut dengan 

barisan selisih pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan 

selisih ke-m. 

(Suharna, 2013) 



III. METODE PENELITIAN 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2017/2018 di jurusan 

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas 

Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Langkah – langkah yang digunakan dalam penelitian ini antara lain : 

1. Membuktikan bahwa ruang 𝑙∞, adalah  ruang barisan terbatas , konvergen, 

dan merupakan ruang Banach 

2. Membuktikan bahwa ruang 𝑙∞(∆),ruang barisan terbatas , konvergen, dan 

merupakan ruang Banach 

3. Membuktikan bahwa ruang 𝑙∞(∆𝑚), ruang barisan terbatas , konvergen, 

dan merupakan ruang Banach 



V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya dapat ditarik 

kesimpulan sebagai berikut : 

1. Ruang barisan (𝑙∞, ‖. ‖∞) dengan norma ‖�̃�‖∞ = sup
𝑖≥1

|�̃�(𝑖)| merupakan ruang 

Banach yang lengkap, Solid, dan juga merupakan ruang-BK. 

2. Ruang barisan (𝑙∞(∆), ‖. ‖(∞,∆)) dengan norma ‖�̃�‖(∞,∆) = 𝑥(1) + sup
𝑖≥1

|�̃�(𝑖)| 

merupakan ruang Banach yang lengkap, Solid, dan juga merupakan ruang-BK. 

3. Ruang barisan (𝑙∞(∆2), ‖. ‖(∞,∆2)) dengan norma ‖�̃�‖(∞,∆2) = 𝑥(1) + 𝑥(2) +

sup
𝑖≥1

|�̃�(𝑖)| merupakan ruang Banach yang lengkap, Solid, dan juga merupakan 

ruang-BK. 

 

5.2 Saran 

 

Selisih ruang barisan 𝑙∞, 𝑙∞(∆), 𝑙∞(∆2), yang telah dibahas dapat dilanjutkan 

kembali oleh pembaca yang tertarik meneliti bidang analisis matematika terutama 

ruang barisan. Karena peneliti hanya meneliti hingga 𝑙∞(∆2) pembaca dapat 

membuktikan hingga 𝑙∞(∆𝑚) ataupun membuktikan selisih ruang barisan lain.  
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